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ミクロ理論講義ノート

第１部：数学的準備とミクロ経済理論の基礎

第１章 基本的な数学の概念.
1.1. Set§ 定義：
（集合）とは『もの』の集まり。A set

例たとえば、正の整数の集まりは１つの集合である。これは通常Ｉと表記。:
すべての実数の集まりも集合で、これはＲと表記する。
ｘがＳのメンバーであれば、ｘ∈Ｓと表記する。
メンバー でなければ、ｘ�Ｓと表記。
集合は波カッコによって表記されることが多い。
例：列挙する方法
≡{ }H 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
集合メンバー の性質を述べる方法( )axiom of specification
≡{ }I n:n is a positive integer
≡{(ｘ ｙ)ｘ∈Ｒ ｙ∈ }J , : , R, x +y =1２ ２

集合のメンバーは点 と呼ばれる。point

§ 定義：1.2.
Ａのすべてのメンバー がＢのメンバーであれば集合ＡはＢの部分集合と言い、Ａ⊂Ｂと表,
記。ＡとＢがまったく同じメンバー をもてば集合ＡとＢは等しいと言われ、Ａ＝Ｂと表記。

§ 定義：1.3.
集合ＡとＢの交差する部分はＡ∩Ｂと表記され、{ｘ：ｘ∈Ａ ｘ∈Ｂ}で、共集合and

と言われる。intersection
和集合 はＡ∪Ｂと表記され、｛ｘ：ｘ∈Ａ ｘ∈Ｂ}のこと。Union or
ＡとＢの差{ｘ：ｘ∈Ａ ｘ�Ｂ}はＡ－Ｂ。and
空集合�とは、メンバー が存在しない集合。
Ａ∩Ｂ �であれば、ＡとＢは もしくは と言われる。= non­intersecting disjoint
和集合も共集合も無限個についても定義できる：
ｉ＝１ ｉ ｉ＝１ ｉ ｔ∈Ｔ ｔ例：∪ Ｓ ∪ Ｓ ∪ Ｓｎ ∞

ｉ＝１ ｉ ｉ＝１ ｉ ｔ∈Ｔ ｔ∩ Ｓ ∩ Ｓ ∩ Ｓｎ ∞

集合Ｓが集合Ｘの部分集合であれば、Ｓの補集合はＳ ≡{ｘ ｘ∈Ｘｘ� }ｃ : , S

§ 定義：1.4.
ＸとＹの２つの集合を考える。ｘ∈Ｘ、ｙ∈Ｙのとき、順番が決められた２変数の組み合
わせは、ｘとｙの と呼ばれ、 Ｘ �Ｙと表記される（Ｘを使うこともあCartesian product
る）。
例：
実数の２ 次元空間は Ｒ�ＲあるいはＲ と表記される。­ , ２

無限個の は� Ｘ もしくは� Ｘ と表記される。Cartesin product ｉ＝１ ｉ ｔ∈Ｔ ｔ
∞

もしｘ＝(ｘ ｘ ｘ ｘ )∈ � Ｘ であれば、ｘ はｘのｉ番目の座標と言われる。１ ２ ３ ｎ ｉ＝１ ｉ ｉ, , ,..., ｎ

1.5. Function§ 定義：
ＸとＹの２つの集合を考える。ｘ∈Ｘとｙ∈Ｙを関連づけることができれば ｆはＸから,
Ｙへの関数と言い、
ｆ：Ｘ→Ｙ
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と表記する。

§ 定義：1.6.
このときＸは (領域)でＹ≡{ｙ∈ｆ(ｘ)：ｘ∈ ｝はｆの (値域？？)と言domain X range
われる。
ｆ(ｘ)はｘの値 あるいは写像 言われる。value image
(写像)、 、 (変換)、 (作用素)、 とmap mapping transformation operator single­valued function
(関数)はすべて同一の概念を示す。function

a set­valued functionあるｙ∈ＹがＸの複数のメンバー と関連付けられている場合には、
correspondence multivalued function aと呼ばれる。これは あるいは とも呼ばれる。
であっても Ｘの複数のメンバー がＹの単一のメンバー と関連single­valued function ,

している可能性もある。 例：ｆＲ→Ｒで、∀ｘについてｆ(ｘ)≡ａ。:
ｆ(ｘ)

ｘ
§ 定義：1.7.
Ａ⊂ｆ(ｘ)とする。このとき{ｘ ｘ∈ ｆ(ｘ)∈Ａ}はＡの逆写像と言われて、ｆ (Ａ): X, －１

と表記される。
逆関数ｆ は 。－１ either singlevalued or multivalued
ｆとｆ が であればｆは もしくは と言わ－１ single­valued , one to one one­to­one mapping
れる。更にｆ(ｘ)＝Ｙであれば『 』と言われる。onto or onto mapping

1.8. Maximum and minimum§ 定義：
⊂Ｒとする。Ｓが と言われるのは、∃α∈ ∀ｘ∈Ｓ：ｘ≦αS bounded from above R
このときαはＳの と呼ばれる。同様にしてＳの も定義できる。upper bound lower bound
Ｓが であれば、 の中に最も小さいαが存在する。bounded from above upper bound

０ ｘ∈Ｓ ０これは と呼ばれ、 ≡ ≡supremum least upper bound,or the sup S a or sup a
と表記される。
Ｓが であれば に最大の値が存在する。これはbounded from below , lower bounds

と呼ばれ、 ≡ ≡ と表記する。infimum greatest lower boundor the inf S b or inf b０ ｘ∈Ｓ ０

Ｓ⊂Ｒが であっても、 Ｓはその を含んでいない可能性もある。bounded above supremum
例：Ｓ≡{ ： }では、 は で �Ｓ。1/q q=1,2,3,.. infimum 0 0
ＳがＳに存在すれば Ｓは と呼ばれる。sup sup maximum
ＳがＳに存在すれば Ｓは と言われる。inf , inf minimum

1.9. Necessary and sufficient conditions§ 必要条件 十分条件
⇒ であれば、 は の 必要条件A B B A a necessary condition
はＢの 十分条件A sufficient condition

If A B B A A a for B,A B⇒ かつ ⇒ であれば、 は はnecessary and sufficient condition
の必要十分条件と言われ、 と は 。A B logically equivalent
A B not B not A.⇒ であれば、 ⇒

ｎ第２章 線形空間とＲ.
2.1. :§ の定義real space
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Ｒ ≡{ ( ) ∈Ｒ }ｎ x= x ,...,x :x ,i=1,2,3,...,n１ ｎ ｉ

Let x and y , and∈Ｒ ∈Ｒｎ ｎ

define the z=x+y by z =x +y , i=1,...,n.addition ｉ ｉ ｉ

is closed under addition.clearly, z . This means∈Ｒｎ Ｒｎ

Let be a scalar , andα (α∈Ｒ)
define by z= x by z = x , i=1,...,n.scalar multiplication α αｉ ｉ

i.e. x & , then x .R is closed under scalar multiplication,n ∈Ｒ α∈Ｒ α ∈Ｒｎ ｎ

の定義 (もしくは )§ 2.2. linear space vector space
任意の集合Ｘに対して

addition and scalar multiplication ,① が定義されている
is closed under these two operations,②Ｘ

the following 8 properties are satisfied:③
L1 Associative law x+ y+z = x+y +z( ) ( )

ｘ＋ｙL2 an element 0 exists such that x+0=0+x=x
L3 an element ­x exists such that x+ ­x =0( )

ｘL4 Commutative law x+y=y+x
L5 Associative law x = xα(β ) (αβ)

ｙL6 1x=x
L7 Distributive law x+y = x+ yα( ) α α
L8 Distributive law + x= x+ x(α β) α β

linear space a .の点は と呼ばれるvectorベクター
の例：linear space

①Ｒ で、通常の＋とスカラーかけ算の定義ｎ

The set F of real­valued function defined on the interval a,b .② [ ]
Given f,g , addition f+g is defined by f x +g x for each x a,b .∈Ｆ ( ) ( ) ( ) ∈[ ]
Scalar multiplication defined by f x for each x a,b .α ( ) ∈[ ]

§ 定義： 線形空間2.3. subspace
A subset S of a linear space X is called iflinear subspace

① ∈Ｓ → ∈Ｓx,y x+y
② ∈Ｓ α∈Ｒ → α ∈Ｓx & x

(← ～ )A linear subspace is a linear space L1 L8 is satisfied
If , i=1,...,n, is linear subspacesＳｉ

is a linear subspace→ intersection ∩ Ｓｉ＝１ ｉ
ｎ

is a linear space and its subsets例：Ｒ３

S = x ,0,0 x and１ １ １{( )∈Ｒ ： ∈Ｒ}３

{( )∈Ｒ ： ∈Ｒ ∈Ｒ}S = x ,X ,0 x ,x２ １ ２ １ ２
３

are linear subspaces.
But S 1,1,1 is not a linear subspace.１∪{( )}

α( ) ∪{( }}�Because 1,1,1 S 1,1,1１

2.4. linear sum = :§ 定義： Ｓ αＳ ＋βＳ１ ２

Ｓ＝{α β ： ∈Ｓ ､ ∈Ｓ ､ α β∈Ｒ}Linear sum is defined by X+ Y X Y and ,１ ２

同様にして、 の中にあるｍ個の Ｓ よりlinear space X subsets ,i=1,..,mｉ

Ｓ＝Σα Ｓ 、α ∈Ｒ、 が定義できる。linear sum ｉ ｉ ｉ
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2.5.Euclidian Distance§
Ｒ の任意の２点ｘ ( ｘ )とｙ ( )の はｎ = x ,... = y ,...,y１ ｎ １ ｎ Euclidian distance

２d x,y = x y( ) √Σ( － )ｉ ｉ

これは以下の 満たす：４条件を
d x,y =0 x=y(Ｍ１) ( ) ⇔

(Ｍ２) ： ( ) ( )≧ ( )Triangle inequality d x,y +d y,z d x,z
x,y d x,y 0(Ｍ３) 全ての について ( )≧

(Ｍ４) ： ( ) ( )Symmetry d x,y =d y,x

2.6.Metric space§
Ｘを任意の集合とする。もし ｄＸ�Ｘ→Ｒが定義されて、function :
Ｍ１～Ｍ４の条件を満たせば、Ｘは (距離空間)と呼ばれmetric space
ｄ(ｘｙ)はｘとｙの 距離と呼ばれる。, distance

は と表記される。Metric space (Ｘ ｄ),
例① をＲ で定義したものEuclidian distance ｎ

②Ｘを任意の空でない集合とし、 を以下のように定義distance
d x,y =0 if x y( ) ＝

=1 if x y≠
もＭ１～Ｍ４を満たす。

2.7.Euclidian Norm§
( ) は と呼ばれ ‖ｘ‖ と表わされる。d x,0 Euclidian Norm

は以下の を満たす。Euclidian norm ３条件
(Ｎ１)‖ｘ‖≧０かつ‖ｘ‖＝０ ｘ＝０only if
(Ｎ２)‖ｘ＋ｙ‖≦‖ｘ‖＋‖ｙ‖
(Ｎ３)‖αｘ‖＝｜α｜‖ｘ‖

§ 定義：2.8.
この３条件を満たす 関数を任意の ( ) 上に定義できれば、real­valued linear vector space
この集合は と呼ばれる。normed linear vector space( )

注意：
は (ｘｙ) ‖ｘ ｙ‖とすれば となる。normed linear space d , = ­ metric space

例：
①Ｒ は で となるｎ Euclidian norm normed linear space
②Ｒ は以下の でも となる。ｎ norm normed linear space
‖ｘ‖ ｜ｘ ｜ 、１≦ ≦ｎ=max iｉ

③Ｒ は以下の でも となる。ｎ norm normed linear space
‖ｘ‖ Σ｜ｘ ｜= ｉ

第３章 線形関数.Linear Functions
§ 定義： 線形結合3.1. Linear Combination
Ｘを任意の とし、ｘ ｘ ｘ をｍ個の とするとlinear space , ,..., vector１ ２ ｍ

,i=1,...,mｘ＝Σα ｘ α ∈Ｒｉ ｉ ｉ

を 線形結合と呼ぶ。linear combination
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このとき、ｘはＸの中にある(Ｘは )。linear space

§ 定義：線形独立3.2.
ｘ ｘ ｘ が以下の条件を満たすときには と呼ぶ：１ ２ ｍ, ,..., linearly independent

implies for all iΣα ｘ ＝０ α ＝０ｉ ｉ ｉ

§ 定義：線形従属3.3.
全てがゼロでない α 、α ∈Ｒ、 に対して、Σα ｘ ＝０ となれば、また、そｉ ｉ ｉ ｉi=1,...,m
うなるときのみ、ｘ ｘ ．．．ｘ が と呼ぶ。１ ２ ｍ, , , linearly dependent

例：Ｒ で考える。ｘ ＝( )とｘ ＝( )とｘ ＝( )は線形従属となる。３
１ ２ ３1,3,4 2,6,0 0,0,2

なぜなら、ｘ － ｘ － ｘ ＝０ 。１ ２ ３ ３0.5 2

§ 系：非ゼロベクター、ｘ ｘ ．．．ｘ が であるのは ベクター3.4. , , , linear dependent ,１ ２ ｍ

の１つが、他のベクターの として表わされるlinear combination
１ ｉ＝２ ｉ ｉ例：ｘ ＝Σ α ｘn

§ 定義： 基底？3.5. Basis
Ｘを任意の とする。 なＳ⊂Ｘが、以下の条件を満たすlinear space linear Independent
ときには と呼ぶ：Basis 基底
Ｘの全てのベクターが、Ｓの である の の形で表示でsubset vectors linear combination
きる。

Ｓは有限でも無限でもよい。有限（無限）のときには ( ) と呼ぶ。finite infinite dimensional

例：Ｒ の場合には、( ) ( ) ( )が １つの となる。当然他ｎ 1,0,0,...,0 , 0,1,0...,0 ,..., 0,...,0,1 basis
にも となるものはある。basis

§ 定理( 関連)3.6. Basis
① の存在：全ての は を持つ。Basis linear space basis
② のﾒﾝﾊﾞｰ数：ある のどんな ２組の も同数のメンバーを持つ。Basis linear space basis
→ とは のメンバー数linear space dimensionの basis

以下では 関数は全て とする。function single­valued

§ 定義： 線形関数3.7. linear function
Ｘ、Ｙを とする。 ある Ｘ→Ｙ は以下の条件を満たすときにlinear space function f:

と呼ばれる：linear function
(ｲ) ∀ｘ，ｘ∈Ｘ、 ： (ｘ ｘ) (ｘ) (ｘ )' f + ' =f +f '
(ﾛ) ∀ｘ∈Ｘ、α∈Ｒ： (αｘ) α (ｘ)f = f

例①ｆＲ →Ｒで、ｆ(ｘ)＝ａｘ。ただし、ｘ∈Ｒ で、ａ∈Ｒ 。: ｎ ｎ ｎ

②Ｃ[ ]を閉区間[ ]で定義された連続関数の集合とし、a,b a,b
ｆＣ[ ]→Ｒで、∫ ( ) と定義する。ただし、 ( )∈Ｃ[ ]。: a,b x t dt x t a,bａ

ｂ

③ でない例：ｆＲ →Ｒ で、ｆ(ｘ)＝ａｘ 。linear function : ｎ ｎ ２

§ 定義：Ｌ[Ｘ Ｙ]3.8. ,
Ｘから Ｙへの をＬ[ＸＹ]と表記する。linear space linear space ,linear functionの集合
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０の定義：∀ｘ∈Ｘを ∈Ｙ に移す を ( ) と表記する。0 linear function 0 x =0
定義： ∈Ｌ[Ｘ Ｙ]の を[ ]( ) ( ) ( ) で定義する。addition f,g , addition f+g x =f x +g x

－ｆの定義：[ ]( ) ( ) ∀ ∈Ｘ ∀ ∈Ｌ[Ｘ Ｙ]­f x =­f x for x , f ,
乗法定義：[α ]( ) α ( )f x = f x

, linear spaceこれらの定義により、(Ｌ１)～(Ｌ８) を満たすからＬ[Ｘ Ｙ]は

Ｌ[ＸＸ]で (Ｘ)＝Ｘ( )を、単に、 と表記する。, f on to Ｌ

linear function 1 ,1 x x１の定義：Ｘすべての点をそれ自身に移す を１と表記： ∈Ｌ ( )＝
の乗法定義： 、 ∈Ｌ。 ・ ＝ [ ( )]linear function f g f g f g x

3.9. invertible or nonsingular§ 定義：
∈Ｌ は以下の条件を満たすとき と呼ばれるf invertible nonsingular( )
( ) ∈Ｘ で ≠ のとき、 ( )≠ ( )i x,x' x x' f x f x'
( )∀(ｙ∈Ｘ)∃(ｘ∈Ｘ)： (ｘ) ｙii f =

－１§ 定義： ｆ3.10. inverse
∈Ｌを とする。 の を以下のように定義する：f invertible f inverse
０ ０ ０ ０ ０ｘ の存在：( )により、∀ｙ ∈Ｘ ∃ｘ ∈Ｘ： (ｘ ) ｙii f =
ユニーク性：( )により、このｘ はユニーク。i ０

の を (ｙ )＝ｘ と定義する。f inverse f －１ ０ ０

注意：・ となる（ ( )＝ ）。f f =1 1 x x－１

例： （関数 ( ) ）は でない（条件( )を満たさない）から、 の存在0 0 x =0 invertible i inverse
が保証されない。

§ 定理（ｆ(ｘ)＝ ｘ ）：3.11. 0 =0⇔
Ｘが有限な とする。 ∈Ｌが となるのは以下の条件が満たされるlinear space f invertible

if and only if iff :ときのみである( のことで とも とも表記する)⇔
0 =0ｆ(ｘ)＝ ｘ⇔

§ 注意： でない は と呼ばれる。このときには3.12. invertible f singular
x , 0 =0∃( ∈Ｘ ｘ≠ )：ｆ(ｘ)

§ 定理( と行列の 対応)3.13. linear function one­to­one
①特定の 基底を用いると、 次元の は、 × 行列basis n­ linear function n n
Ａ [ａ ]によって表わされ、この表記は となる。= one­to­oneｉｊ

②また、すべての行列は の行列表示となる。linear function
③この行列と の関連は、 を維持する。linear function addition, multiplication, 0, 1

§ 定義：行列計算とゼロ行列、単位行列3.14.
[ａ ]＋[ｂ ]＝[ａ ＋ｂ ]ｉｊ ｉｊ ｉｊ ｉｊ

α[ａ ]＝[αａ ]ｉｊ ｉｊ

[ａ ][ｂ ]＝[Σ ａ ｂ ]ｉｊ ｉｊ ｋ＝１ ｉｋ ｋｊ

０＝[０ ] ただし、すべての に対して ０ ＝０ｉｊ ｉｊi,j
Ｉ＝[ｅ ] ただし、 ≠ ならｅ ＝０で、 ＝ ならｅ ＝１ｉｊ ｉｊ ｉｊi j i j
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§ 注意：3.15.
① (座標系) が変われば、 の行列表示も変化する。この はbasis linear function basis

とも呼ばれる。coordinate system
－１ －１②行列Ａの は逆行列Ａ と呼ばれる。行列Ａが になり、逆行列Ａinverse nonsinglular

が存在するためには、§ と§ より、行列式｜Ａ｜≠０のとき(行 列ﾍﾞｸﾄﾙが線形3.11. 3.2. /
従属だと行列式は となるため)。0

第４章 凸集合.
§ 定義：２変数の （ ）4.1. convex combination 凸結合
Ｘは 任意の とする。ｘｙ∈Ｘのとき、ｚ＝θｘ ( θ)ｙを、ｘとｙのlinear space , + 1­

（凸結合）と呼ぶ。 ただし、θ∈Ｒ、 ≦θ≦ 。convex combination 0 1

凸集合§ 定義：4.2. convex set
Ｘは 任意の とする。Ｓ⊂Ｘとする．もし、ｘｙ∈Ｓなら、θｘ ( θ)ｙlinear space , + 1­
∈Ｓ、θ∈Ｒ、 ≦θ≦ のときには、Ｓは と呼ばれる。0 1 Convex set

変数の凸結合§ 定義：4.3. m
ｘ ｘ ｘ ｘ ∈Ｓ、θ ∈Ｒ、 ≦θ ≦ 、 、Σ θ とするとき１ ２ ３ ｍ ｉ ｉ ｉ ｉ, , ,..., 0 1 i=1,...,m =1

ｉ ｉｘ＝Σθ ｘ
をこれらの 個の点の （凸結合）と呼ぶ。m convex combination

§ 定理（凸集合）：4.4.
Ｘは 任意の とする。linear space
①Ｓ∈Ｘとする。Ｓが凸集合となるのは、Ｓのすべての『２あるいは３以上の点の凸結合
もＳに含まれる』ときである。
②凸集合の は凸集合である。intersection

注意：空集合と１要素の集合 も凸集合 と見なされる。

§ 定義（ ）4.5. nonnegative linear combination
ｘ ｘ ｘ ｘ ∈Ｓ、α ∈Ｒ、 ≦α 、 とするとき１ ２ ３ ｍ ｉ ｉ, , ,..., 0 i=1,...,m

iｘ＝Σα ｘｉ
をこれらの 点の （ ）と呼ぶ。m nonnegative linear combination 非負線形結合

§ 定理：4.6.
Ｘは 任意の とする。Ｓ ∈Ｘ、 を凸集合 とするとlinear space i=1,...,mｉ

①これらの 線形結合 Σα Ｓ は凸集合Linear sum ｉ ｉ

②これらの �Ｓ （ (ｘ ､ ､ｘ )、ｘ ∈Ｓ ）も凸集合Cartesian product ｉ ｉ= ...１ ｍ ｉ

4.7. Cone§ 定義：
Ｘは 任意の とする。Ｋ⊂Ｘ。もし、∀(α≧ α∈Ｒ ｘ∈Ｋ)：αｘ∈Ｋlinear space 0, ,
なら、原点を頂点とする と呼ぶ。Cone(錐)

凸錐§ 定義：4.8. Convex Cone
原点を頂点とする が以下の条件を満たせば、 と呼ぶ：Cone Convex cone
ｘｙ∈Ｋ ｘ ｙ∈Ｋ, +⇒
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§ 注意：4.9.
convex cone convex set①すべての は

②すべての は原点を含む Ｋ(Ｓ)convex cone
③原点を通る２本の線は であるが、 でないcone convex cone
④点を通る２本の線で囲まれた領域は Ｓconvex cone

convex cone⑤空集合 は

§ 定理：4.10.
convex cone intersection convex cone① の は
② の は とはかぎらないconvex cone union convex cone

§ 定義： Ｓ4.11. convex cone spanned by
linear space convex cone intersectionＸは 任意の 、Ｓ⊂Ｘとする。Ｓを含むすべての の

Ｋ(Ｓ)を Ｓ もしくは Ｓ と呼ぶ。convex cone spanned by convex cone generated by
と表記。これは
Ｋ(Ｓ)＝｛Σα Ｘ ：ｘ ∈Ｓ，α ∈Ｒα ≧ 、 ｝ｉ ｉ ｉ

ｉ ｉ , 0 i=1,...,m
と表わすことができる。

§ 定義： ？4.12. convex polyhederal cone多角錐
Ｓを有限個な点とすると、Ｋ(Ｓ)は と呼ばれる。convex polyhederal cone
例：２点( ) ( )はＲ の第１象限を にする。1,0 , 0,1 convex polyhederal cone２

§ 定理( )4.13. convex subset imageの
ＸもＹも とし、ｆＸ→Ｙは とすると、linear space : linear function

convex image of convexＳ⊂Ｘが ｆ(Ｓ)⊂Ｙも⇒
× 行列Ａのケース2 2

例：Ｘ＝Ｒ 、Ｓ⊂Ｘで考える。ｎ

①ｆＳ→Ｘを、ｆ(ｘ)＝αｘで定義。ただし、:
α∈Ｒ。このときには、Ｓが であれば、convex subset
ｆ(Ｓ)は となる。convex subset
②ｆＳ→Ｒ を、ｆ(ｘ)＝Ａｘで定義。ただし、: ｍ

Ａは実数の要素よりなる × 行列。このときには、, m n
集合 Ｓがコンヴェックスであれば、
集合 {ｙ ｙ＝Ａｘ、ｘ∈Ｓ}もコンヴェックス。 Ｓ:

4.14. Hyperplane§ 定義：
ｘ∈Ｒ の集合は、以下の条件を満たすとき Ｈ(ｐ Ｍ)と呼ぶ：ｎ Hyperplane ,
Ｈ(ｐ Ｍ)≡｛ｘ∈Ｒ ：ｐｘ＝Ｍ，Ｍ∈Ｒ ｐ∈Ｒ ｝, ,ｎ ｎ

hyperplane例：予算線は

ミンコフスキーの分離定理§ 定理：4.15.
Ｓ⊂ＸとＴ⊂Ｘを な集合で、ＳとＴは離れているか、接触しているとする。このconvex
ときには、ＳとＴを分離する が存在する。hyperplane

第５章 トポロジー.Topology:
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§ 定義： (開球)5.1. open ball
Ｘ(たとえば、Ｒ )を (Ｘ ｄ)とする。ｎ metric space ,
ただし、ｄは 。また、ｒ＞０、ｒ∈Ｒとする。このときEuclidian distance
Ｂ (ｘ )＝{ｘ ｘ∈Ｘ，ｄ(ｘ ｘ )＜ｒ}ｒ ０ ０: ,
を と呼ぶ。open ball開球

§ 定義： 開集合5.2. open set
Ｓ⊂ (Ｘ ｄ)。metric space ,
もし、∀(ｘ∈Ｓ)∃(ｒ＞０､ｒ∈Ｒ)：Ｂ (ｘ)⊂Ｓｒ

であれば、Ｓは と呼ばれる。開集合

注意：① は開集合。開球
② は開集合であると同時に閉集合とする。空集合
③ は開集合であると同時に閉集合とする。Ｘ自身

§ 定義： τ5.3. topological space with topology
集合Ｘに含まれる部分開集合の集合τを考える。このときτが以下の条件
(Ｔ )Ｘ∈τ、�∈τ1
(Ｔ )Ｖ ∈τ、 ∩ Ｖ ∈τ2 i=1,...,mｉ ｉ＝ｍ ｉ⇒
(Ｔ )Ｖ ∈τ、α∈Ａ( ) ∪ Ｖ ∈τ3 index setα α∈Ａ α⇒
を満たせば、これを と呼び、(Ｘ τ)と表記。topological space with topologyτ ,

開集合の和集合と共集合§ 定理：5.4.
①無限個でも有限個でも、開集合の和集合は開集合。
②有限個の開集合の共集合は開集合。無限個では不成立。

§ の例5.5.topology
①Ｘの２つの部分集合� をτとすると３条件が満たされる。空集合とＸ自身

topological②Ｘを開集合 とし、Ｘに含まれるすべての開集合をτとすると、これも
となる。space

§ 注意： を作る方法5.6. topological space
① を にする方法：metric space topological space
普通は で定義した開球の集合で、 を定義する。metric distance topological space
これを普通の（ ） と呼ぶ。usual topology
②Ｒ は で定義した開球集合で となる。ｎ Euclidian distance topological space
③ は で定義した開球集合で となる。linear space norm topological space

§ 定義：閉集合5.7.
(Ｘτ)を とする。Ｓ⊂Ｘは、その 補集合が開集合 となる, topological space complement
ときに、 と呼ぶ：Ｓ ∈τ。閉集合 ｃ

例①Ｒの開区間( ) ( ∞ ) ( ∞)は開集合。[ ]は閉集合。a,b , ­ ,a , b, a,b
②( ∞ ｂ］､[ａ ∞)は閉集合。­ , ,
③( ]は閉集合でも開集合でもない。a,b

閉集合の共集合と和集合§ 定理：5.8.
①無限個でも有限個でも、閉集合の共集合は閉集合。
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②有限個の閉集合の和集合は閉集合。無限個では不成立。

集積点§ 定義： 極限点5.9. limit point or accumulation point or
（Ｘτ）を考える。Ｓ⊂Ｘ、ｘ ∈Ｘは以下の条件が満たされるときＳtopological space , ０

の 極限点 と呼ぶ：limit point or accumulation point or集積点
『ｘ を含むすべての開集合 がｘ 以外の点∈Ｓを含む』０ ０

5.10. derived set of Closure§ 定義： Ｓ と導集合
集合Ｓの を (導集合？) と呼ぶ。すべての集積点の集合 derived set
『集合Ｓと導集合の和集合』をＳの と呼びＳと表記(ほんとは字上に線)。closure

注意：Ｓ集積点�Ｓかも（Ｓの集積点がＳに含まれるとはかぎらない）
と１は区間( )の集積点であるが、区間にふくまれない。区間( )の導集合は[ ]。0 0,1 0,1 0,1

収束 極限値§ 定義： (列 点列数列)の と5.11. sequence , ,
(Ｘ ｄ)、ｘ ∈ＸとＳ⊂Ｘとする。metric space , ０

{ｘ }、ｘ ∈Ｓ、ｑ＝ 、が与えられたとき、sequence 1,2,3,.....ｑ ｑ

∀(ε∈Ｒ ε＞ )∃(ｑ∈Ｉ)：｛ｑ＞ｑ (ｘ ｘ )＜ε｝, 0 ' ' d ,⇒ ０ ｑ

であれば、 はｘ に ( )すると言い、sequence convergent０ 収束
ｑ ０ ｑ ０ ｑ→∞ ｑ ０ｘ →ｘ あるいは ｘ ＝ｘ あるいは ｘ ＝ｘlim lim

と表記する。ｘ は と呼び、 {ｘ }は と言う。０ ｑ極限値 sequence convergent sequence

§ 定理：5.12.
① では、 である。metric space 極限値はユニーク
②ある点列が極限値をもてば、その点列の を持つ。subsetも同一の極限値

注意：ｘ �Ｓかも。０

①極限値はＳに含まれるとはかぎらない。
たとえば、Ｓ＝(０ １]とし、数列を{ ｑ}と定義すれば、０が極限値。, 1/
②ある点列が極限値はを持たない場合でも、その が極限値をもつことはあsubsetの点列
る。例：｛ ｝では、{ }は と言う極限値を持つ。0,1,0,1,0,1,0,1,...... 0,0,0,0,.... 0

§ 注意： は異なる。5.13. limit point limitと
例：集合Ｓをただ１つのﾒﾝﾊﾞｰ１からなる集合とする。数列｛ ｝の極限値は１1,1,1,1,1,...
で、これは集合Ｓに含まれる。しかし、点１は集合Ｓの 集積点でない。limit point

極限値と集積点§ 定理：5.14.
Ｓ⊂Ｒ とする。ある点列の極限値ｘ ∈Ｒ がＳの集積点となるのは、以下の条件が満たさｎ ｎ

０

れるときのみである：
ｑ ０ ｑ→∞ ｑ ０∃（｛ｘ ｝∈Ｓ＼{ｘ }）： ｘ ＝ｘlim

§ 注意：5.15.
点列の する。ある で収束しても、他の では収束しな収束は に依存metric metric metric
いこともある。たとえば、

1/ metric d , =0 if x yＲの点列｛ ｑ｝は (ｘ ｙ) ＝
=1 if x y≠

では収束しない。
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閉集合と集積点§ 定理：5.16.
Ｓを (Ｘ τ)の とすると、topological space , subset
『Ｓが閉集合となるのは、そのすべての集積点を含んでいるときのみ』である。

注意：集合Ｓが、集積点を持たない場合にも、Ｓは閉集合となる。たとえば、ただ１つのメ
ンバーよりなる集合は閉集合。 。有限個のメンバー よりなる集合も閉集合

内点§ 定義：5.17. interior
Ｓを (Ｘ τ)の とする。点ｘ ∈Ｓは、ｘ を含む開集合がＳに存topological space , subset ０ ０

在するとき、 と呼ぶ。interior point 内点
Ｓのすべての の集合をＳの もしくは ( )と呼び、interior point interior open kernel内部 開核
Ｓ と表記する。０

Ｓの に存在して、 に存在しない点は ( )、すべてのclosure interior boundary point 境界点
の集合をＳの ( )と呼ぶ。boundary point boundary 境界

§ 定理：5.18.
①開核Ｓ は、集合Ｓに含まれる 。０ 最大の開集合
②集合Ｓは開核と等しい（ ）ときのみ、開集合。Ｓ＝Ｓ０

③ は、ＳとＳの の和集合Ｓの closure boundary

§ 例：5.19.
ｒ① (Ｘ ｄ)の Ｂ (ｘ )＝{ｘｘ∈Ｘ，ｄ(ｘｘ )＜ｒ}のmetric space , open ball : ,ｒ ０ ０ 開核はＢ

である。よって、Ｂ (ｘ )は開集合(ｘ )そのもの０ ｒ ０

② {ｘ ｘ∈Ｘ，ｄ(ｘ ｘ )≦ｒ}は閉集合。closed ball : , ０
③ は、 Ｂ (ｘ )の ≡Ｂ (ｘ )closed ball open ball closureｒ ０ ０r

④ Ｂ (ｘ )の の ＝ Ｂ (ｘ )open ball closure interior open ballｒ ０ ｒ ０

⑤ Ｂ (ｘ )の境界は{ｘ ｘ∈Ｘ，ｄ(ｘ ｘ ) ｒ}open ball : , =ｒ ０ ０

⑥境界点は の集積点であるが、 にはない。open ball open ball

§ 定義：連続関数5.20.
ｆを (Ｘ ｄ )から (Ｙ ｄ )への関数ｆ：Ｘ→Ｙとする。関数ｆmetric space , metric space ,１ ２

は以下のときｘ ∈Ｘで と言う：０ continuous連続的
∀(ε∈Ｒ、ε＞０)∃(δ∈Ｒ)：
｛ｘ∈Ｘ ＆ ｄ (ｘ ｘ )＜δ ｄ [ｆ(ｘ)､ｆ(ｘ )]＜ε｝１ ０ ２ ０, ⇒
Ｘのすべて点で連続であれば、関数ｆはＸで連続的と呼ばれる。

§ 定理：上記の連続関数の定義は以下の定義と同じである。5.21.
①ｘ →ｘ ｆ(ｘ )→ｆ(ｘ )ｑ ０ ｑ ０⇒
②∀[Ｂ (ｙ )⊂Ｙ]∃[Ｂ (ｘ )⊂Ｘ]：ｆ(Ｂ (ｘ ))⊂Ｂ (ｙ )ε ０ δ ０ δ ０ ε ０

ただし、ｙ ＝ｆ(ｘ )。０ ０

Ｂ (ｙ )δ ０

§ 定理：逆写像による連続関数の定義 ．5.22.
０(Ｘｄ )も(Ｙｄ )も とし ｙ, , metric space１ ２

関数ｆＸ→Ｙを考える。:
関数ｆがＸで連続的である ｆ(Ｂ (ｘ ))⇔ ε ０

ＶがＹの開集合であれば、その逆写像ｆ (Ｖ)はＸで開集合となる。－１

もしくは
ＶがＹの閉集合であれば、その逆写像ｆ (Ｖ)はＸで閉集合となる。－１
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注意：『関数ｆが上から連続』の定義は、∀ｑ：{ｘ ｆ(ｘ)≧ｑ}が閉集合。したがってｆ:
(ｘ)≧ｑが閉集合であれば、ｆが連続的であれば、逆写像は閉集合となる。

§ 注意：5.23.
ｌｉｍ ｆ(ｘ)＝ｂであっても、ｆ(ａ)＝ｂとはかぎらない。ｘ→ａ

また、ｆ(ａ)が定義されていないケースもある。例：ｆ(ｘ) ｘのｆ( )。=1/ 0

§ 定理：関数が連続的な場合にはｌｉｍ ｆ(ｘ)＝ｆ(ａ)となる。5.24. ｘ→ａ

§ 定理：5.25.
①連続関数の連続関数による も連続的である。合成関数
② (Ｘ ｄ)からＲへの関数ｆ 、 が連続的とすると、metric space , i=1,...,mｉ

Σ ｆ も連続的、Π ｆ も連続的。ｉ ｉ ｉ ｉ

注意：これより ＝Π ｘ α は連続関数。Cobb­Douglas function ｉ ｉ ｉ

③ ｛ｆ ｝も ｛ｆ ｝も連続的。max minｉ ｉ ｉ ｉ

開被覆§ 定義：5.26.
(Ｘ τ)の部分集合Ｓを考える。(Ｘτ)に含まれる開集合の集合｛Ｖ ｝、topological space , , α

Ｖ ⊂Ｘ、α∈Ａ（Ａは ）は、 �α index set
1以下のときにＳの と呼ぶ（開被覆？）：open cover V

『Ｓのどの点も、少なくとも１つのＶ に含まれる』 ｓα

2V

subcover§ 定義：5.27.
の が、 となれば、これは と呼ばれる。open cover subset open cover subcover

コンパクト§ 定義：5.28.
(Ｘ τ)の部分集合Ｓは、以下のときに と呼ばれる：topological space , compact

『Ｓのすべての がメンバー数が有限な を持つ』open cover subcover

§ 定理：5.29.
普通の (ﾕｰｸﾘｯﾄﾞ距離の開球で定義)を持つ (Ｘ ｄ)を考える。topology metric space ,
① 定理Bolzano­Weierstrass
部分集合Ｓ⊂Ｘが になるのは以下のときのみである：compact
『すべての「メンバー数が無限なＳの部分集合」は集積点を持つ』

Sequential Compactness②
部分集合Ｓ⊂Ｘが になるのは以下のときのみである：compact
Ｓのすべての点列は、( )収束する部分点列を持ち、( )その極限値はＳに存在する。a b

例：Ｓ＝｛０１｝は (以下の§ を参照)である。このとき、数列, compact 5.30.Heine­Borel
｛ ｝は収束しないが部分数列｛ ｝と｛ ｝は収束する。0,1,0,1,0,1,0,1... 0,0,0,0,... 1,1,1,1,...

§ 定理： 定理5.30. Heine­Borel
Ｒ のすべての部分集合は、閉集合で有界であるとき、またそのときのみ となる。ｎ compact

§ 定理：5.31.
(Ｘ τ)を考える。topological space ,

compact compact①Ｘの な集合の は すべて部分集合
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compact compact②Ｘの な集合の による写像は連続関数
compact compact③Ｘの な集合の は有限数の和集合

5.32. Weierstrass§ 定理：
(Ｘ τ)と連続関数ｆ：Ｘ→Ｒを考える。topological space ,

Ｓ⊂Ｘがコンパクトとすると、ｆはＳで と を持つ。maximum minimum
ｆ(Ｓ)は （←§ の②）。ｆ(Ｓ)⊂Ｒより、有界にして閉集合（←Proof: compact 5.31.

§ ）。したがって、ｆ(Ｓ)は と を持つ。5.30. maximum minimum

例：（ ）は でないから連続関数は も も持たない可能性が0,1 compact maximum minimum
ある。［ ］は であるから連続関数は も を持つ。0,1 compact maximum minimum

Cauchy sequence§ 定義：5.33.
点列{ｘ }は以下の条件を満たすとき コーシー列という：ｑ Cauchy sequence
∀(ε∈Ｒ ε＞ )∃(Ｎ∈Ｉ) ∀［ｎ≧Ｎ＆ｍ≧Ｎ］ｄ(ｘ ｘ )＜ε, 0 : ,⇒ ｎ ｍ

§ 定理：Ｒ では、 列は収束する。5.34. Cauchyｎ

完備§ 定義：5.35.
(Ｘ ｄ)は、以下の条件を満たすとき完備 と言われる。metric space , complete

∀( {ｘ }∈Ｘ)：ｌｉｍ ｘ ∈ＸCauchy sequence ｑ ｑ→∞ ｑ

例：Ｒ は完備距離空間である。ｎ

可算集合§ 定義：5.36.
集合は、自然数と に対応できるとき可算 集合という。one­to­one countable

5.37. upper hemi­continuous or upper semi­continuous§ 定義：
, topological space set­valuedＸ⊂Ｒ 。Ｙ⊂Ｒ をコンパクトとする。(Ｙτ)を とし、ｍ ｎ

（以下では と言う）ｆ：Ｘ→τを考える。このとき、以下の条件function correspondence
を満たせば、ｆはｘ∈Ｘで、 と言われる：upper hemi­continuous
∀[点列ｘ →ｘ 点列ｙ →ｙ ｙ ∈ｆ(ｘ )］：ｙ ∈ｆ(ｘ )ｑ ｑ ｑ ｑ

＊ ＊ ＊ ＊, ,

5.38. lower hemi­continuous or lower semi­continuous§ 定義：
ｆは、以下の条件を満たせば、ｆはｘ∈Ｘで 言わcorrespondence lower hemi­continuous

れる：
∀[点列ｘ →ｘ ｙ ∈ｆ(ｘ )］：∃［点列ｙ →ｙ ］∀［ｑ：ｙ ∈ｆ(ｘ )］ｑ ｑ ｑ ｑ

＊ ＊ ＊ ＊,

§ 説明： ＆ でないケースの図解5.39. upper lower hemi­continuous
でない でないupper hemi­continuous lower hemi­continuous

* *ｘ ｘ

5.40. correspondence§ 定義：連続的な
ｆは かつ であれば、correspondence upper hemi­continuous lower hemi­continuous
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と言われる。continuous

§ 定義：グラフ5.41.
Ｙ⊂Ｒ 、 (Ｘ τ)を考える。 γ：Ｘ→τとするとき、以ｎ topological space , correspondence
下の条件を満たすものを と呼ぶ。graph
Ｇ(γ)≡｛(ｘ ｙ)：ｘ∈γ(ｙ)｝,

5.42. closed correspondence§ 定義：
は以下の条件を満たすとき と言う：correspondence closed

∀［点列{ｘ ｙ }∈Ｇ(γ)：(ｘ ｙ )→(ｘ ｙ )］：(ｘ ｙ )∈Ｇ(γ)ｑ ｑ ｑ ｑ ０ ０ ０ ０, , , ,
あるいは、 が閉集合graph

5.43. Berge§ 定理：
が が閉集合correspondence upper hemi­continuous graph⇔

5.44. Maximum Theorem§ 定理：
(Ｘτ)を とする。また、Ｙ⊂Ｒ 、 関数ｆ：Ｘ→Ｒとし、, topological space ｎ

ｇ：Ｙ→τ、を連続かつ がコンパクトな とする。correspondence graph correspondence
correspondenceこのときには、

γ(ｙ)≡｛ｘ∈ｇ(ｙ)：∀ｘ∈ｇ(ｙ) ｆ(ｘ)≧ｆ(ｘ)｝' : '
upper hemi­continuous graph maximum value functionは で、 はコンパクトとなる。また、
Ｆ(ｙ)≡ｆ(γ(ｙ))は連続関数となる。

注意：ｇを予算制約、ｆを効用関数と考える。Ｆは間接効用関数。

§ 定義：不動点5.45.
ＸＹ⊂Ｒ で、Ｘ∩Ｙ≠�とする。関数ｆ：Ｘ→Ｙの とは, fixed pointｎ

以下の条件を満たすもの： ｘ ＝ｆ(ｘ )＊ ＊

5.46. Brower fixed point theorem§ 定理：
Ｘ⊂Ｒ で、Ｘはコンパクトかつ とする。また、関数ｆＸ→Ｘが連続関数であれｎ convex :
ば、 が存在する。fixed point

注意：供給関数Ｓ(ｐ)と需要関数Ｄ(ｐ)を考え、Ｈ(ｐ)≡Ｄ (Ｓ(ｐ))と定義する。このと－１

きに、不動点ｐ ：Ｈ(ｐ )＝ｐ が存在すれば、均衡の存在が証明できる。＊ ＊ ＊

§ 定義：5.47.
(Ｘ ｄ)を考える。関数ｆ Ｘ→Ｘは以下の条件を満たすときComplete metric space , :

縮小写像と言う：contraction
∀(ｘ ｙ∈Ｘ)∃(ε＜１)：ｄ(ｆ(ｘ) ｆ(ｙ))＜εｄ(ｘ ｙ), , ,

§ 定理： の縮小写像には な が存在する。5.48. Complete metric space unique fixed point

§ 定義： ｆ：Ｘ→τの とは、ｘ ∈ｆ(ｘ )5.49. correspondence fixed point ＊ ＊

5.50. Kakutani's fixed point theorem§ 定理：
convex topological space , correspondence :Ｘ⊂Ｒ をコンパクトで な (Ｘτ)とする。 γｎ

Ｘ→τが で、∀(ｘ∈Ｘ)γ(ｘ)が とすると、 が存在する。closed : convex fixed point
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. differentiation第６章微分
§ 定義：微分可能6.1.
Ｘ⊂Ｒとする。関数ｆＸ→Ｒは、Ｘの 内点 で、: interior point x ０
以下の条件を満たすとき、ｘ で微分可能 と言う：０ differentiable
ｘ に依存する実数ａが存在し、０

ｌｉｍ ｛［ｆ(ｘ ｈ)－ｆ(ｘ )］／ｈ｝＝ａｈ→０＆ｈ≠０ ０ ０+

このとき、ａはｆのｘ における 微分係数と呼ばれ、ｆ(ｘ )と表記。０ ０derivative '
微分係数は存在していれば、ユニークである。

§ 定義： (ｘ ) (ｘ )6.2. right­hand derivative f' & left­hand derivative f'＋ －
０ ０

ｆが［αβ］で定義されている場合、ｘ ＝αでもｘ ＝βでも、通常の定義では微分可, ０ ０

能ではなくなる。そこで、以下のように定義する：
right­hand derivative
(α)＝ ｌｉｍ ｛［ｆ(α ｈ)－ｆ(α)］／ｈ｝＝ａf' +＋

ｈ→０＆ｈ＞０

left­hand derivative
(β)＝ｌｉｍ ｛［ｆ(β ｈ)－ｆ(β)］／ｈ｝＝ｂf' +－

ｈ→０＆ｈ＜０

注意：ｆ(ｘ )が存在するのは、 (ｘ )も (ｘ )も存在して、等しいとき。' f' f'０ ０ ０
＋ －

§ 定義：Ｒ 空間で微分可能な関数6.3. ｎ

Ｘ⊂Ｒ とする。関数ｆＸ→Ｒは、Ｘの 内点ｘ で、ｎ : interior point ０

以下の条件を満たすとき、ｘ で微分可能 と言う：０ differentiable
ｘ に依存する ベクターａが存在し、０ n­
ｌｉｍ ｛［ｆ(ｘ ｈ)－ｆ(ｘ )－ａｈ］／‖ｈ‖｝＝０ｈ→０＆ｈ≠０ ０ ０+

ただし、ｈは ベクター、‖ｈ‖は （たとえば、ユークリッド ）。n­ norm norm

①ｎ ベクターａは、ｆのｘ における 微分係数と呼ばれ、ｆ(ｘ )と表記。­ derivative '０ ０

②ａｈは、 微分と呼ばれ、ｘ に依存する。differential ０

③ｆがＸのすべての内点で微分可能であれば、ｆは 微分可能な関differentiable function
数と呼ばれる。
④Ｒ では、ある で微分可能となれば、その他すべての で微分可能となる。ｎ norm norm

§ 定義：ベクターのための不等号(不等号＜�≦も同じ)6.4. , ,
ｉ ｉｘ≧ｙは∀ｉ：ｘ ≧ｙ
ｉ ｉ ｊ ｊｘ�ｙは∀ｉ：ｘ ≧ｙ かつ ∃ｊ：ｘ ＞ｙ
ｉ ｉｘ＞ｙは∀ｉ：ｘ ＞ｙ

§ 注意：6.5.
right­hand derivative left­handＸが閉集合で、境界点の微分を行うときには、 と

を定義できる。たとえば、derivative
ｌｉｍ ｛［ｆ(ｘ ｈ)－ｆ(ｘ )－ａｈ］／‖ｈ‖｝＝０ｈ→０＆ｈ�０ ０ ０+

§ 定義：ランダウのｏ 記号を使ったときの微分可能6.6. ­
Ｘ⊂Ｒ とする。関数ｆＸ→Ｒは、Ｘの 内点ｘ で、ｎ : interior point ０

以下の条件を満たすとき、ｘ で微分可能 と言う：０ differentiable
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ａ⊂Ｒ が存在して、ｎ

ｆ(ｘ ｈ)－ｆ(ｘ )＝ａｈ＋ｏ(‖ｈ‖)０ ０+
ただし、ｏ(‖ｈ‖)は と呼ばれ、以下の条件を満たす：Landau's o­symbol
ｌｉｍ ［ｏ(‖ｈ‖)／‖ｈ‖］＝０ｈ→０＆ｈ≠０

§ 定義：偏微分6.7.
Ｘ⊂Ｒ とする。関数ｆＸ→Ｒは、Ｘの 内点ｘ で、ｎ : interior point ０

以下の条件を満たすとき、ｘ でｘ の偏微分係数 を持つと言う：０ ｉ partial derivative
ｅ ∈Ｒ 、ｉ番目メンバー が１で、その他メンバー は０とする。ｉ

ｎ

あるａ ∈Ｒが存在してｉ

ｈ→０＆ｈ≠０ ０ ｉ ０ ｉｌｉｍ ｛［ｆ(ｘ ｈｅ )－ｆ(ｘ )］／ｈ｝＝ａ+
ただし、ｈ∈Ｒ。ａ はｆのｘ における 偏微分係数と呼ばれ、ｉ ０ partial derivative
∂ｆ(ｘ ) ∂ｘ あるいは ｆ あるいは ∂ｆ∂ｘ ｜ と表記。０ ｉ ｘｉ ｉ ｘ＝ｘ０/ /０

§ 定理：微分可能と偏微分係数6.8.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｙ⊂Ｒとする。関数ｆＸ→Ｙを考える。ｎ :
①ｆがｘ で微分可能 ｆはｘ で連続。０ ０⇒
②ｆがｘ で微分可能 ｆはｘ で、ｘのすべてのメンバーの偏微分係数を持ち、以下の０ ０⇒
条件を満たす：
ａ＝(ａ ａ ) もしくは ｆ(ｘ )＝(ｆ ｆ )１ ｎ ０ ｘ１ ｘｎ,..., ' ,...,０ ０

注意：①の反対は成り立たない。たとえば、ｆ(ｘ)＝｜ｘ｜、ｘ∈Ｒは、ｘ＝０で連続的で
あるが、微分可能でない。

§ 定理：微分可能と偏導関数の関係6.9.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｙ⊂Ｒとし、Ｘは開集合とする。関数ｆＸ→Ｙを考える。このときにはｎ :
以下の命題が成立する：
ｆがＸで微分可能で、微分係数（＝導関数）が連続的となる

ｆは、すべてのｘについて、Ｘで、連続的な偏導関数を持つ⇔

§ 定義：連続微分可能6.10.
' continuouslyｆがｘ で微分可能で、しかも、ｆ(ｘ )が連続的であれば、連続微分可能０ ０

と言う。differentiable

注意：関数が連続微分可能なときには、§ により、偏微分係数が存在し連続的である。6.9.

§ 定義：表記方法6.11.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｙ⊂Ｒとし、関数ｆＸ→Ｙを考える。ｎ次元ベクターｆ(ｘ )は ｆのｘ におｎ ＊ ＊: '
ける と呼ばれる。以下ではｆ と表記。ｆ(ｘ )であればｆ と表記。gradient vector ' 'ｘ ０ ０

＊

§ 定義：第２次偏導関数6.12.
∂ｆ∂ｘ は、 第１次偏微分係数・偏導関数と呼ばれるこ/ the first­order partial derivativeｉ

とがある。∂ｆ(ｘ) ∂ｘ は、ｘの関数であるから、これの偏導関数を定義できる。これは/ ｉ

第２次偏導関数と呼び、∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ あるいは∂ ｆthe second­order partial derivative /２ ２ ２
ｉ

(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ と表記。/ ｉ ｊ

同様にして、 第３次偏導関数なども定義できる。the third­order

§ 定義6.13.
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domain a function of関数ｆの で、第ｑ次偏導関数が存在して連続的であれば、『ｆは
Ｃ あるいはＣ 』と表記し、ｑ階連続微分可能と言う。ただし、Ｃ は単なる連続class （ｑ） ｑ ０

関数のことである。
したがって、§ ②は『ｆ∈Ｃ ｆが連続的に微分可能』と表わせるし、①は6.8. （１）⇔
『ｆ∈Ｃ ｆ∈Ｃ 』と表わせる。（１） （０）⇒
ｆ∈Ｃ は ２階連続微分可能と言う。（２） twice continuously differentiable

§ 定理： の定理6.14. Young
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合、ｆ：Ｘ→Ｒとする。ｆを２階連続微分可能とすると、ｎ

ｉ ｊ ｊ ｉ∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ ＝∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ２ ２/ /

§ 定義：ｍ個の関数の微分可能6.15.
Ｘ⊂Ｒ 。関数ｆ：Ｘ→Ｒ は、Ｘの 内点ｘ で、以下の条件を満たすとき、ｎ ｍ interior point ０

ｘ で微分可能 と言う：０ differentiable
× 行列Ａ [ａ ］、ａ ∈Ｒ、ｉ ｊ が存在し、m n = =1,...,n, =1,...,mｉｊ ｉｊ

ｆ(ｘ ｈ)－ｆ(ｘ )＝Ａ・ｈ＋ｏ(‖ｈ‖) 式 １０ ０+ 6.
ただし、ｆ(・)、ｏ(・)はｍ次元ベクター、ｈはｎ次元ベクター（式 １はｍ行の式を表6.
示している）。

§ 定理：6.16.
①もし存在すれば、Ａはユニークである。
②ｆ(ｘ)＝(ｆ (ｘ) ｆ (ｘ))であるから、１ ｍ,...,
ｆ(ｘ)がｘ で微分可能 ∀ｉ：ｆ がｘ で微分可能０ ｉ ０⇔

§ 定義：ヤコビアン6.17.
行列Ａは

１ １ １ ｎ∂ｆ (ｘ) ∂ｘ ∂ｆ (ｘ)∂ｘ/ ... /
.................Ａ＝

ｍ １ ｍ ｎ∂ｆ (ｘ) ∂ｘ ∂ｆ (ｘ)∂ｘ/ ... /
となり、これは ｆのｘ における ヤコビアン行列と呼ばれる。０ Jacobian matrix

§ 定義：6.18.
convex set : concaveＸ⊂Ｒ 、Ｘは とする。関数ｆＸ→Ｒは、以下の条件を満たすときｎ

凹関数と呼ばれる：function
∀(ｘｙ∈Ｘ θ∈Ｒ､ ≦θ≦ ), & 0 1

：ｆ[θｘ ( θ)ｙ]≧θｆ(ｘ) (１－θ)ｆ(ｙ)+ 1­ +
また、以下の条件を満たすとき 狭義凹関数と呼ばれる：strictly concave function
∀(ｘｙ∈Ｘ θ∈Ｒ､ ≦θ≦ ), & 0 1
：ｆ[θｘ ( θ)ｙ]＞θｆ(ｘ) (１－θ)ｆ(ｙ)+ 1­ +

§ 注意：6.19.
①不等号が反対の場合には、 が 凸となる。concave convex
②Ｘ⊂Ｒの場合には、 は上に丸い曲線strictly concave function

の場合には直線部分があってもＯＫとなるconcave function
ｘ ｘ０

§ 定理：凹関数と の関係6.20. gradient vector
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合とする。関数ｆＸ→Ｒは微分可能とする。このときにはｎ :
ｆが ｆ (ｘ－ｘ )≧ｆ(ｘ)－ｆ(ｘ )concave⇔ ｘ ０ ０

０
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ｆが ｆ (ｘ－ｘ )＞ｆ(ｘ)－ｆ(ｘ )strictly concave⇔ ｘ ０ ０
０

ただし、 ｆ は ｆのｘ における 。ｘ ０
０ gradient vector

また、 の場合には、符号が反対になる。convex

§ 定理：陰関数の定理6.21.
, =1,..., ,ｆ (ｘ α)，ｉ ｎを連続微分可能でｆ ：Ｒ �Ｒ →Ｒなる関数とし、ある点(ｘｉ ｉ

ｎ ｍ ＊

α )で、条件ｆ (ｘ α ) ， を満たすものとする。ただし、ｘ∈Ｒ α∈Ｒ であ＊ ＊ ＊ ｎ ｍ
ｉ , =0 i=1,...,n ,

る。このときには、以下の命題が満たされる
/ nonsingularヤコビアン行列［∂ｆ ∂ｘ ］がｉ ｊ

ユニークな連続微分可能なｎ次元ベクター関数ｈが存在し、ｘ ＝ｈ(α )、かつ、⇒ ＊ ＊

i=1,...,n , =0∀[α：α∈Ｖ(α )]∀[ｉ： ]：ｆ (ｈ(α)α)＊
ｉ

ただし、Ｖ(α )はα のある近傍（たとえば Ｂ (α )を考える）。＊ ＊ ＊open ball ｒ

注意：これは な関係で、たとえば、ψ(ｘｙ) から、ｙ＝φ(ｘ)を に定義すlocal , =0 gloabal
ることはできない。

6.22. Taylor expansion§ 定理：
Ｘ⊂Ｒ、Ｘは開集合とする。関数ｆＸ→Ｒは、∀ｘ∈Ｘで 階連続微分可能とする（この: k
ときにはｋ次偏微分係数を持つ）。このときには、∀ｘ∈Ｘについて、あるｘ ∈Ｘにおいて０

以下のように展開することができる：
ｆ(ｘ)＝ｆ(ｘ ) ｆ(ｘ )ｈ ( )ｆ (ｘ )ｈ ．．．０ ０ ０ ２+ ' + 1/2 " +

( ( ) )ｆ (ｘ )ｈ ｏ(‖ｈ‖ )+ 1/ k­1 ! +（ｋ－１） ０ ｋ－１ ｋ

ただし、ｈ＝ｘ－ｘ 。また、この展開はｆ：Ｒ →Ｒの関数にも拡張できる。０ ｎ

§ 定義：マクロ－リン展開？6.23.
で、ｘ ＝ であればTaylor expansion 0０

ｆ(ｘ)＝ｆ( ) ｆ ( )ｘ ( )ｆ ( )ｘ ( ( ) )ｆ ( )ｘ ｏ(‖ｘ‖ )0 + ' 0 + 1/2 " 0 +...+ 1/ k­1 ! 0 +２ （ｋ－１） ｋ－１ ｋ

となり、マクロ－リン展開と言う。たとえば、ｅ のケースで２次導関数まで展開するとｘ

ｅ ＝１＋ｘ＋ｘ ＋ｏ(‖ｘ‖ )ｘ ２ ３/2
となる。ｘ＝ の場合にはｅ は で、２次近似すると となる。0.1 1.10517 1.105ｘ

§ 注意：6.24.
: local maximum minimum 7.6.関数ｆＲ→Ｒを考える。ｆ(ｘ)がｘ で ( )と達成すれば、§＊

より、ｆ(ｘ ) となる。関数ｆを２階微分可能として、ｘ で 展開すると' =0 Taylor＊ ＊

ｆ(ｘ)＝ｆ(ｘ )＋( )ｆ (ｘ )ｈ ＋ｏ(‖ｈ‖ )＊ ＊ ２ ３1/2 "
したがって、ｆ (ｘ )≦ が最大のために必要条件となるし、ｆ (ｘ )＜ は十分条件とな" 0 " 0＊ ＊

minimum " 0 " 0 the second orderる( のときにはｆ (ｘ )≧ とｆ (ｘ )＞ となる)。これらを＊ ＊

２階の条件と言う。condition

第７章制約なし最大化問題 の解法. maximum problem
§ 注意：最大化と最小化7.1.
①ここでは、最大化問題を分析するが、最小化問題も基本的には同じである。
たとえば、関数ｆの最大化は、関数－ｆの最小化である。
② と をまとめて (極値)と言う。maximum minimum extremum

7.2. local maximum§ 定義：
localＸ⊂Ｒ とする。関数ｆ：Ｘ→Ｒは、以下の条件を満たすとき、 ｘ ∈Ｘでｎ ＊
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を達成すると言う：maximum
∃［ Ｂ (ｘ )］∀［ｘ∈Ｂ (ｘ )∩Ｘ］：ｆ(ｘ )≧ｆ(ｘ)open ball ε ε

＊ ＊ ＊

もし、
∃［ Ｂ (ｘ )］∀［ｘ∈Ｂ (ｘ )∩Ｘ］：ｆ(ｘ )＞ｆ(ｘ)open ball ε ε

＊ ＊ ＊

であれば、 を達成すると言う。unique local maximum

注意： が定義されるためには、 でなければならないが、 とopen ball metric space open set
すれば、 でも定義できる。topological space

7.3. global maximum§ 定義：
globalＸ⊂Ｒ とする。関数ｆ：Ｘ→Ｒは、以下の条件を満たすとき、 ｘ ∈Ｘでｎ ＊

を達成すると言う：maximum
∀(ｘ∈Ｘ)：ｆ(ｘ )≧ｆ(ｘ)＊

もし、不等号が＞であれば、 を達成すると言う。unique global maximum

7.4. global maximum§ 定理：凹関数と
concave function localＸ⊂Ｒ とする。関数ｆ：Ｘ→Ｒが であれば、 Ｘにあるｆのｎ

は、Ｘにおけるｆの となる。maximum global maximum

7.5. maximum convexity§ 定理： 集合の
concave globalＸ⊂Ｒ とする。関数ｆ：Ｘ→Ｒは とする。 ｆが、集合Ｓ⊂Ｘでｎ

を達成するとすれば、Ｓは となる。maximum convex set
集合Ｓが を達成する場合でも同様である。global minimum

§ 定理：7.6.
Ｘ⊂Ｒ とする。関数ｆ：Ｘ→Ｒ、微分可能とする。ｆがｘ で を達成すｎ ＊ local maximum
るとすれば、ｆ(ｘ )＝０。' ＊

例：ｆ(ｘ)≡ａｘ－ｂｘ の場合には、ｆ(ｘ)＝ａ－ ｂｘ となる。したがって、この２ ' 2 =0
関数が であればｘ＝ａ ｂで最大値をとる。concave /2

§ 注意：7.7.
' local maximum local minimum theｆ(ｘ )＝０は、 (もしくは ) のための 必要条件で、＊

第１階の条件と言われる。first­order condition
これは十分条件ではない。たとえば、ｆ≡ｘ は でｆ となるが、 を達３ x=0 '=0 extremum
成しない。

§ 定理：7.8.
Ｘ⊂Ｒ とする。関数ｆ：Ｘ→Ｒは 微分可能で とする。このときには以下のｎ concave
命題が成立する：
ｆ ｆがｘ＝ｘ で を達成するｘ
＊ ＊=0 global maximum⇔

ただし、ｆ はｆのｘ における 。ｘ
＊ ＊ gradient vector

更に、ｆが であれば、以下の命題が成立する：strictly concave function
ｆ ｆがｘ＝ｘ で を達成するｘ
＊ ＊=0 unique global maximum⇔

ｘ ｙ例：ｆ(ｘ ｙ)≡ａｘ－ｂｘ －ｃｙ の場合には、ｆ (ｘｙ)＝ａ－ ｂｘ 、また、ｆ, , 2 =0２ ２

, 2 =0 concave , /2(ｘｙ)＝－ ｃｙ となる。したがって、この関数が であれば、(ｘｙ)＝(ａ
ｂ )で最大値をとる。,0
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.Quadratic Forms Hessian Second­order condition第８章 ２次形式、 、
§ 定義8.1.
Ａ≡［ａ ］をｎ×ｎ行列（ｎ次行列と呼ぶ）とする。この行列からｉ行とｊ列を取り除ｉｊ

くと、 小行列？と呼ばれるｎ－１次行列となる。これを△ と表記する。minor ｉｊ

§ 定義：8.2.
行列の要素ａ の余因子 Ａ を以下のように定義する：ｉｊ ｉｊcofactor

ｉｊ ｉｊＡ ≡( ) △­1 ｉ＋ｊ

§ 定理：ラプラス 展開8.3. Laplace
ｉ１ ｉ１ ｉ２ ｉ２ ｉｎ ｉｎ｜Ａ｜＝ａ Ａ ａ Ａ ａ Ａ+ +...+
１ｊ １ｊ ２ｊ ２ｊ ｎｊ ｎｊ＝ａ Ａ ａ Ａ ａ Ａ+ +...+

例： １ ４ ７ １× ５ ８ －４× ２ ８ ＋７× ２ ５
２ ５ ８ ＝ ６ ９ ３ ９ ３ ６
３ ６ ９

8.4. nonsinglular 0§ 定理：行列Ａが ｜Ａ｜≠⇔

§ 定義：8.5.
Adjoint行列ａ の位置に余因子Ａ を置き、転置するとできる行列［Ａ ］を行列Ａのｉｊ ｉｊ ｊｉ

Matrix :随伴行列と呼ぶ

§ 定理：逆行列8.6.
①Ａ ＝［Ａ ］｜Ａ｜－１

ｊｉ /
②ＡＡ ＝Ｉ－１

例： ２ ０
１ １ の場合、

余因子はＡ Ａ Ａ Ａ 、また、｜Ａ｜ ２で、逆行列は１１ １２ ２１ ２２=1, =­1, =0, =2 =
1/2 0

となる。­1/2 2/2

8.7. Cramer's rule§ 定理：クラーメルの公式
Ａをｎ×ｎ行列、ｘとｂをｎ次ベクターとする。このとき Ａｘ＝ｂ とすると、Ａが

であれば ｘ＝Ａ ｂ となる。 これは以下のようになる：nonsinglular －１

ｘ ＝Ｄ ｜Ａ｜ｊ ｊ/
ただし、Ｄ は行列式｜Ａ｜のｊ列目をｂで置き換えた行列式ｊ

たとえば、
１１ ２１ １ １ １ ２１ａ ａ ｘ ｂ ａb

の場合は ｘ ／｜Ａ｜= =１

１２ ２２ ２ ２ ２ ２２ａ ａ ｘ ｂ ａb

例： １ ０ ｘ ２ １ ２１

＝ なら ｘ ＝ ／１２

１ １ ｘ ５ １ ５２

§ 定義：8.8.
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× 対称行列Ａ＝［ａ ］、ａ ∈Ｒ、とｎ次ベクターｘ＝(ｘ ｘ ｘ )∈Ｒ を考n n , ,...,ｉｊ ｉｊ １ ２ ｎ
ｎ

える。このとき、以下の式は( ) ２次形式と呼ばれる：real quadratic form
Ｑ(ｘ)≡ｆ(ｘ ｘ)≡Σ Σ ａ ｘ ｘ ≡ｘＡｘ, ｉ＝１ ｊ＝１ ｉｊ ｉ ｊ

この関数はｆ：Ｒ �Ｒ →Ｒである。ｎ ｎ

例：Ａが２×２行列であれば
１１ １ ２２ ２ １２ １ ２ ２１ ２ １Ｑ(ｘ)≡ａ ｘ ａ ｘ ａ ｘ ｘ ａ ｘ ｘ２ ２+ + +

対称行列であれば、ａ ＝ａ で１２ ２１

１１ １ ２２ ２ １２ １ ２Ｑ(ｘ)≡ａ ｘ ａ ｘ ２ａ ｘ ｘ２ ２+ +

§ 定義：8.9.
Ｑ(ｘ)を Ｘにおける とする。このとき、Ｑはlinear space quadratic form
∀（ｘ∈Ｘ、ｘ≠０）：Ｑ(ｘ)＜０であれば (負の定符号)negative definite
∀（ｘ∈Ｘ、ｘ≠０）：Ｑ(ｘ)＞０であれば (正の定符号)positive definite
∀（ｘ∈Ｘ）：Ｑ(ｘ)≦０であれば (負の半定符号)negative semidefinite
∀（ｘ∈Ｘ）：Ｑ(ｘ)≧０であれば (正の半定符号)positive semidefinite
と呼ばれる。
Ｑ(ｘ)＝ｘＡｘであれば、行列Ａ自身がそのように呼ばれる。

例：Ａ≡ １ ０ ｘ≡（ｘ ｘ ）１ ２,
０ １

であれば Ｑ＝ｘＡｘ＝ｘ ＋ｘ 。よって、∀ｘ∈Ｒ 、ｘ≠０：Ｑ＞０となって１ ２
２ ２ ２

。positive definite

§ 定義：8.10.
× 行列Ａ＝［ａ ］とし、以下の 行列式を定義する：n n determinantｉｊ

１１ １２ １ｋａ ａ ．．． ａ
２１ ２２ ２ｋａ ａ ．．． ａ

Ｄ ≡ ．．．．．ｋ

ｋ１ ｋ２ ｋｋａ ａ ．．． ａ
このとき、Ｄ Ｄ Ｄ Ｄ を Ａの 連続的な主(首座)小行１ ２ ３ ４, , , ,... successive principal minors
列式と呼ぶ。同様にして、 × 行列k k

ｉｉ ｉｊ ｉｋａ ａ ．．． ａ
ｊｉ ｊｉ ｊｋａ ａ ．．． ａ

Ｄ ≡ ．．．．．～
ｋ

ｋｉ ｋｊ ｋｋａ ａ ．．． ａ
を定義する。ただし、( ) は｛ ｝からの任意に取り出したｋ個の順列(順序もi,j,...,k 1,2,3,,.n
考慮にいれたｋ個の数字の組合せ)。このときには、この行列はＡの 主(首principal minor
座)小行列式と呼ぶ。

注意：すべてのＤ は Ａと同じ符号を持つ。～
ｎ det

§ 例：8.11.
１１ １２ａ ａ
２１ ２２ ２２ ２１Ａ＝ ａ ａ ａ ａ
１ １１ ２２ ２ １２ １１であれば、Ｄ はａ とａ 、Ｄ はＡと ａ ａ～ ～

§ 定理：8.12.
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Ｑ(ｘ)＝ｘＡｘ、ｘ∈Ｒ を 実数値２次形式 とする。ｎ real quadratic form
①Ｑ(ｘ)が Ｄ ＞ 、ｋ＝ 。positive definite 0 1,2,...n⇔ ｋ

②Ｑ(ｘ)が ( ) Ｄ ＞ 、ｋ＝ 。negative definite ­1 0 1,2,...n⇔ ｋ
ｋ

③Ｑ(ｘ)が すべてのＤ ≧ 、ｋ＝ 。positive semidefinite 0 1,2,...n⇔ ～
ｋ

④Ｑ(ｘ)が すべての( ) Ｄ ≧ 、ｋ＝ 。negative semidefinite ­1 0 1,2,...n⇔ ｋ ～
ｋ

注意：
positive semidefinite positive definite nonsingular⑤ Ｑ(ｘ)が Ａが⇔
negative semidefinite negative definite nonsingular⑥ Ｑ(ｘ)が Ａが⇔

§ 定義：8.13.
開集合Ｘ⊂Ｒ とする。微分可能な関数ｆ：Ｘ→Ｒは、以下の条件を満たすとき、ｘ （ｘｎ

０

∈Ｘ）で２階微分可能と言う： ベクターａと × 行列Ａが存在しn­ n n
ｆ(ｘ ｈ)－ｆ(ｘ )＝ａｈ ( )ｈＡｈ＋ｏ(‖ｈ‖ ) 式 １０ ０+ + 1/2 8.２

となる。ただし、ｈはｎ ベクター、ｏ(‖ｈ‖ )は で­ Landau's o­symbol２

ｌｉｍ ［ｏ(‖ｈ‖ )／‖ｈ‖ ］＝０ｈ→０＆ｈ≠０
２ ２

ここで、 ベクターａは、ｆのｘ における 第１階の微分係数。行列Ａn­ the first derivative０

は、ｆのｘ における 第２階の微分係数。ａｈ∈Ｒは、ｆのｘ にお０ ０the second derivative
ける 第１階の微分で、δｆあるいはｄｆと表記。ｈＡｈ∈Ｒは、ｆのthe first differential
ｘ における 第２階の微分で、δ ｆあるいはｄ ｆと表記。０ the second differential ２ ２

注意：式 １は、関数ｆを２次微分までテーラー展開したもの。8.

§ 定義：ヘシアン行列8.14.
開集合Ｘ⊂Ｒ とする。ｘ ∈Ｘで関数ｆ：Ｘ→Ｒが２階微分可能であれば、ｘ で第２階のｎ ＊ ＊

２ ＊ ＊偏微分係数∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ が存在する。第２階の微分係数Ａ（ｆ (ｘ )あるいはｆ/ " "ｉ ｊ

と表記）は以下のようになる：
１ １ ｎ∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ．．． ∂ ｆ(ｘ)∂ｘ ∂ｘ２ ２ ２/ /
２ １ ２ ｎ∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ ．．． ∂ ｆ(ｘ)∂ｘ ∂ｘ２ ２/ /

Ａ＝ ．．．．．
２ ２ ２∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ ．．． ∂ ｆ(ｘ)∂ｘ/ /ｎ １ ｎ

これは、ｆのｘ における と呼ばれる。＊ Hessian matrix

§ 注意：ヘシアンは対称行列8.15.
第２階偏微分がｘ で連続的であれば、ヘシアンｆ もｘ で連続的となり、＊ ＊"

ｉ ｊ ｊ ｉ∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ ＝∂ ｆ(ｘ) ∂ｘ ∂ｘ２ ２/ /
となるため、 は対称行列となる。Hessian matrix

§ 定理：8.16.
な開集合Ｘ⊂Ｒ を考える。Ｘ全体で、関数ｆ：Ｘ→Ｒが２階連続微分可能とし、convex ｎ

ｆ (ｘ)を とする。" Hessian matrix
" negative semidefinite concave①∀ｘ∈Ｘ：ｆ (ｘ)が 関数ｆがＸで⇔
" negative definite strictly concave②∀ｘ∈Ｘ：ｆ (ｘ)が 関数ｆがＸで⇒
" positive semidefinite convex③∀ｘ∈Ｘ：ｆ (ｘ)が 関数ｆがＸで⇔
" positive definite strictly convex④∀ｘ∈Ｘ：ｆ (ｘ)が 関数ｆがＸで⇒

§ 注意：8.17.
上記の②と④の反対は成立しない。たとえば、
ｆ(ｘ)＝ (ｘ ) ｘ∈Ｒ­ ­1 ４
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は、 だが、ｆ ( )＝ となる。strictly concave " 1 0

§ 定理：8.18.
な開集合Ｘ⊂Ｒ を考える。Ｘで全体で、関数ｆ：Ｘ→Ｒが２階連続微分可能とし、convex ｎ

ｆ (ｘ)＝［ａ ］を とする（ただし、ｘ∈Ｘ）。" Hessian matrixｉｊ

また、ｆ の をＤ 、 をＤ とする。" successive principal minors principal minorsｋ ｋ
～

①すべての( ) Ｄ ≧ 、ｋ＝ 関数ｆがＸで 。­1 0 1,2,...n concaveｋ ～
ｋ ⇔

②( ) Ｄ ＞ 、ｋ＝ 関数ｆがＸで 。­1 0 1,2,...n strictly concaveｋ
ｋ ⇒

③すべての Ｄ ≧ 、ｋ＝ 関数ｆがＸで 。～
ｋ 0 1,2,...n convex⇔

④ Ｄ ＞ 、ｋ＝ 関数ｆがＸで 。ｋ 0 1,2,...n strictly convex⇒

8.19. negative definite§ 定理：最大化２階条件と
開集合Ｘ⊂Ｒ を考える。ｘ ∈Ｘで、関数ｆ：Ｘ→Ｒが２階連続微分可能、ｆ (ｘ )をｘｎ

０ ０"
における とする。０ Hessian matrix
① 第２階の必要条件The second­order necessary condition

local maximum ' 0 " negative semidefiniteｆがｘ で ｆ(ｘ )＝ ＆ ｆ (ｘ )は＊ ＊ ＊⇒
② 第２階の十分条件The second­order sufficientcondition

' 0 " negative definiteｆ(ｘ )＝ ＆ ｆ (ｘ )は＊ ＊

∃( Ｂ (ｘ ) θ∈Ｒ、θ> )∀(ｘ∈Ｂ (ｘ ))⇒ open ball & 0ε ε
＊ ＊

：ｆ(ｘ )－ｆ(ｘ)≧θ‖ｘ ｘ ‖ ≧０＊ ＊ ２­

第９章 凹計画法：コンケーヴプログラミング.concave programming
§ 定義（§ 再褐）：9.1. 6.18.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは 。以下のとき、関数ｆＸ→Ｒは と呼ばれる：ｎ convex set : concave function
∀(ｘｙ∈Ｘ θ∈Ｒ､ ≦θ≦ ), & 0 1

：ｆ[θｘ ( θ)ｙ]≧θｆ(ｘ) (１－θ)ｆ(ｙ)+ 1­ +
また、以下の条件を満たすとき と呼ばれる：strictly concave function
∀(ｘｙ∈Ｘ θ∈Ｒ､ ≦θ≦ ), & 0 1

：ｆ[θｘ ( θ)ｙ]＞θｆ(ｘ) (１－θ)ｆ(ｙ)+ 1­ +

§ 定理：9.2.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは とする。関数ｆＸ→Ｒは とする。ｎ convex set : concave function

convex set①集合Ｓ≡｛ｘ：ｘ∈Ｘ､α∈Ｒ､ｆ(ｘ)≧α｝は
② の非負線形結合Σα ｆ 、α∈Ｒも となる。concave function i concave functionｉ

③すべての は Ｘ の で連続的である。concave function interior
concave④ｆが
⇔

, convex集合｛(ｘ α)：ｘ∈Ｘ､α∈Ｒ､ｆ(ｘ)≧α｝が

§ 注意：9.3.
①集合Ｓ≡｛ｘ：ｘ∈Ｘ､α∈Ｒ､ｆ(ｘ)≧α｝は と呼ばれる。upper contour set

9.2. upper contour set convex concave function②§ の①の反対は成立しない→ が でも
とはかぎらない。
③Ｘ⊂Ｒ 、ｇ ：Ｘ→Ｒ、 ＝ 、が とすると、ｎ

ｉ i 1,2,...,m concave function
集合Ｃ≡｛ｘ：ｘ∈Ｘ、ｇ (ｘ)≧ 、 ｝は 。ｊ 0 j=1,2,...,m convex set
その理由は、Ｃは の共通集合であるから。convex set
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§ 定義：9.4.
条件(ＣＮＶ) Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは とする。関数ｆ Ｘ→Ｒと関数ｇ ：Ｘ→Ｒ、ｎ convex set : ｉ

、はすべて とする。i=1,...,m concave function
条件(ＭＡＸ) ｘ は、制約条件ｇ (ｘ)≧ 、 、のもとで、Ｘでの、ｆ(ｘ)の＊

ｉ 0 i=1,...,m
最大値を達成するとする。

' ' 0 i=1,...,m条件(ＳＬＴ) ∃[ｘ∈Ｘ]∀ｉ：ｇ (ｘ)＞ 、ｉ

これはスレーターの条件 と呼ばれる。Slater condition
Ω をＲ の非負空間とし、λ＝(λ λ )をΩ の点とし、 ラグランジュｍ ｍ ｍ

１ ｍ,..., Lagrangian
関数 Φ：Ｘ�Ω →Ｒを以下のように定義する：ｍ

Φ(ｘλ)≡ｆ(ｘ)＋λｇ(ｘ),

条件(ＳＤＬ) ∀(ｘ∈Ｘ＆λ∈Ω )：Φ(ｘλ )≦Φ(ｘ λ )≦Φ(ｘ λ)ｍ ＊ ＊ ＊ ＊, , ,
すなわち、
点(ｘ λ )は、Ｘ�Ω 空間上の、関数Φ(ｘ λ)の鞍点 となっている。＊ ＊ ｍ, , saddle point

9.5. Kuhn­Tucker­Uzawa§ 定理：
条件(ＣＮＶ)、(ＭＡＸ)、(ＳＬＴ)

λ ≧ 、 、が存在し、条件(ＳＤＬ)が成立する⇒ ＊
ｉ 0 i=1,...,m

§ 注意：9.6.
条件がないと上記の定理は成立しない。たとえば、Slater
ｆ(ｘ)≡ｘmax
ｇ(ｘ)≡－ｘ ≧ ＆ ｘ∈Ｒsub. to 0２

を考える。この例では(ＳＬＴ)は満たされないが、ｘ＝ で最大値をとる。しかし点( λ)0 0,
では、ｇ(ｘ)＝ となるため、関数Φ＝ｆ(ｘ)＋λｇ(ｘ)の鞍点とならない。0

§ 定理： の反対方向9.7. Kuhn­Tucker­Uzawa
Ｘ⊂Ｒ 、関数ｆＸ→Ｒと関数ｇ ：Ｘ→Ｒ、 、とする。ｎ : i=1,...,mｉ

(ＳＤＬ) ∃［(ｘ λ )∈Ｘ�Ω ］∀(ｘ∈Ｘ＆λ∈Ω )＊ ＊ ｍ ｍ,
：Φ(ｘ λ )≦Φ(ｘ λ )≦Φ(ｘ λ), , ,＊ ＊ ＊ ＊

⇒
(ＭＡＸ)ｘ は、制約条件ｇ (ｘ)≧ のもとで、Ｘでのｆ(ｘ)の最大値を達成。＊

ｉ 0
また、条件λ ｇ(ｘ )＝ （Σλ ｇ ＝ ⇒ ∀ｉ λ ｇ ＝ ）が満たされる。＊ ＊ 0 0 : 0ｉ ｉ ｉ ｉ

注意：Ｘが の必要はない。また、ｆ，ｇ が である必要もない。convex set concave functionｉ

§ 定理： のまとめ9.8. Kuhn­Tucker­Uzawa
§ と§ の２定理より以下の定理を得る：9.5. 9.7.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは とする。関数ｆＸ→Ｒとｇ Ｘ→Ｒ、 、はすべてｎ convex set : i=1,...,mｉ：

とする。また、以下の の条件を満たすものとする：concave function Slater
' ' 0 i=1,...,m(ＳＬＴ) ∃ｘ∈Ｘ：ｇ (ｘ)＞ 、ｉ

このときには
(ＭＡＸ)｛制約条件ｇ (ｘ)≧ 、 のもとで、Ｘにおける、ｆ(ｘ)の最大値を達成ｉ 0 i=1,...,m
するｘ が存在する｝＊

⇔
(ＳＤＬ)｛∃(λ ≧ )∀(ｘ∈Ｘ＆λ∈Ω )：＊ ｍ0

Φ(ｘ λ )≦Φ(ｘ λ )≦Φ(ｘ λ)｝, , ,＊ ＊ ＊ ＊
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第１０章 非線形計画法：.
10.1. First­order condition§ 定義：ＦＯＣ＝
条件(ＤＩＦ) Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合とする。ｆとｇ を微分可能な関数ｆＸ→ｎ

ｉ，i=1,...,m :
Ｒ、ｇ Ｘ→Ｒとする。ｉ:

, =0 & =0条件(ＦＯＣ) ∃［(ｘ λ )∈Ｘ�Ω ］：ｆ ＋λ ｇ λ ｇ(ｘ )＊ ＊ ｍ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊
ｘ ｘ

ただし、
ｆ ≡ｆ(ｘ )、ｇ ≡ｇ(ｘ )。ｘ ｘ
＊ ＊ ＊ ＊' '

注意：
条件ｆ ＋λ ｇ は、ｘ ｘ

＊ ＊ ＊=0
Ｌ(ｘ)≡Φ(ｘ λ )≡ｆ(ｘ)＋λ ｇ(ｘ), ＊ ＊

とすると、
/ 0 i=1,...,n∂Ｌ(ｘ) ∂ｘ ｜ ＝ 、ｉ ｘ＝ｘ＊

のことである。

§ 定理：ＳＤＬ ＦＯＣ10.2. ⇔
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合とする。ｆとｇ 、 を微分可能な関数ｆＸ→Ｒ、ｇ Ｘ→Ｒｎ

ｉ ｉi=1,...,m : :
とする(これはＤＩＦのこと)。このときには以下の命題が満たされる：
①(ＳＤＬ) (ＦＯＣ)⇒
②(ＣＮＶ)が成立すれば、(ＦＯＣ) (ＳＤＬ)⇒

§ 定理：ＭＡＸ ＦＯＣ10.3. ⇔
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは な開集合とする。ｆとｇ 、 を微分可能で な関数ｎ convex i=1,...,m concaveｉ

ｆＸ→Ｒ、ｇ Ｘ→Ｒとする(これはＤＩＦ＋ＣＮＶ)。また、 条件＝(ＳＬＴ)が成: Slaterｉ：

立するものとする。このときには、
(ＭＡＸ) (ＦＯＣ)⇔

§ まとめ：10.4.
ＭＡＸ －(ＣＮＶ＋ＳＬＴ)→ ＳＤＬ －(ＤＩＦ)→ ＦＯＣ

←（ＣＮＶ)－

第１１章 定理と非線形計画法のまとめ. Arrow­Hurwicz­Uzawa
§ 定義：ＬＭＡＸ11.1.
(ＬＭＡＸ) ∃(ｘ ∈Ｘ)：ｆ(ｘ)は、制約条件ｇ (ｘ)≧ のもとで、ｘ において＊ ＊

ｉ 0
を達成する。すなわちlocal maximum

∃［ Ｂ(ｘ )］∀［ｘ∈Ａ、Ａ＝Ｂ(ｘ )∩Ｃ、open ball ＊ ＊

Ｃは {ｘｘ∈Ｒ ，ｇ (ｘ)≧ }］：ｆ(ｘ )≧ｆ(ｘ)the constraint set= : 0,i=1,...,mｎ ＊
ｉ

§ ( な必要条件)11.2. Local定理：Arrow­Hurwicz­Uzawa
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは な開集合。条件ＤＩＦと下記の①～⑤のいずれかの条件が満たさｎ convex
れるときには (ＬＭＡＸ) (ＦＯＣ) が成立する。⇒
条件(ＡＨＵ)

i=1,...,m convex function①関数ｇ (ｘ)、 、がｉ

②関数ｇ (ｘ)、 、が線形関数ｉ i=1,...,m
③関数ｇ (ｘ)、 、が で、最適点ｘ で制約が有効になるｉにつｉ i=1,...,m concave function ＊

いて（すなわち、ｇ (ｘ ) となるｉについて）ｉ
＊ =0

' 0ｇ が線形のときには、ｇ (ｘ)≧ｉ ｉ
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' 0ｇ が非線形のときには、ｇ (ｘ)＞ｉ ｉ

となるようなｘが存在する(条件ＳＬＴの一般化)。'
the constraint set = : 0,i=1,...,m convex interior point④ Ｃ {ｘｘ∈Ｒ ，ｇ (ｘ)≧ })が で、ｎ

ｉ

を持ち、最適点ｘ で制約が有効になる（すなわち、ｇ (ｘ ) となる）ｇ については、＊ ＊
ｉ ｉ=0

ｇ (ｘ )≠ 。すなわち、(∂ｇ ∂ｘ ∂ｇ ∂ｘ )≠ 。ｉ ｉ １ ｉ ｎ ｎ' 0 / ,..., / 0＊

⑤ ：最適点ｘ で制約が有効になるｇ による行列［ｇ (ｘ )］の が、Rank condition ' rank＊ ＊
ｉ ｉ

n k rank linearly制約が有効となるｇ の数に等しい。ただし、 × 行列の とは、ｉ

な列の最大値independent
linearly independent（これは

な行の最大値に等しくなる）。 ． ・

§ 注意：11.3.
① 上記の④と⑤では関数ｇの や を仮定していない。concavity: concavity convexity
②内点問題：条件ｆ ＋λ ｇ が成立するためには、ｘ はＸの でなけｘ ｘ

＊ ＊ ＊ ＊=0 interior point
ればならない。たとえば、

２ｍａｘ ｆ(ｘ)≡√ ｘｘ∈Ｒ 1­
sub. to ­1 0ｘ ≧

では、ｆ(ｘ)の Ｘは［ ］となる。したがって、Ｃ≡{ }で、この最大化問題のdomain ­1,1 1
解はｘ となるが、ｆ(ｘ)はｘ＝１では、１が境界であるため定義されていない。＊=1 '

§ 定理：ＬＭＡＸ ＭＡＸ ＳＤＬ ＦＯＣ11.4. ⇔ ⇔ ⇔
Ｘ＝Ｒ で、関数ｆ(ｘ)もｇ (ｘ)、 も微分可能な で、 条ｎ

ｉ i=1,...,m concave function Slater
件が満たされれば、

ＬＭＡＸ ＭＡＸ ＳＤＬ ＦＯＣ⇔ ⇔ ⇔
となる。ただし、関数ｇ (ｘ) がすべて線形であれば、ＳＬＴ条件は不必要になる。ｉ ,i=1,...,m

§ 定理：非負条件11.5.
制約付き最大化問題： ｆ(ｘ) ｇ (ｘ)≧ 、 、ｘ≧ 、を考える。max subject to 0 i=1,...,m 0ｘ ｉ

このとき
条件(ＭＡＸ ) ｘ ∈Ｒ は、制約条件ｇ (ｘ)≧ と非負条件ｘ≧ のもとで、Ｘで+ 0 0＊ ｎ

ｉ

のｆ(ｘ)の最大値を達成する
が成立するときには、ＦＯＣ条件は以下のようになる：
条件(ＦＯＣ＋) ∃［(ｘ λ )∈Ω �Ω ］：＊ ＊ ｎ ｍ,

0 0 =0 0ｆ ＋λ ｇ ≦ 、(ｆ ＋λ ｇ )ｘ ＝ 、λ ｇ(ｘ ) 、ｇ(ｘ )≧ｘ ｘ ｘ ｘ
＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

注意：これはΦ≡ｆ＋λｇ＋βｘと定義すれば、条件ＦＯＣ
=0 =0 =0 0 0ｆ ＋λ ｇ ＋β 、λ ｇ 、β ｘ 、λ ≧ 、β ≧ｘ ｘ

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

より導出できる。

11.6. +§ 注意：上記のＦＯＣ＋は、ラグランジュ関数をΦ≡ｆ＋λｇとし、Φ ≡ｆ(ｘ )＊ ＊

λ ｇ(ｘ )、ｎ 次ベクターΦ を Φ ≡ｆ (ｘ )＋λ ｇ (ｘ ) と定義すると、＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊­ ｘ ｘ ｘ ｘ

0 =0 =0 0(ＦＯＣ＋Φ) Φ ≦ 、Φ ｘ 、λ ｇ(ｘ ) 、ｇ(ｘ )≧ｘ
＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

と表わされる。

§ 比較：11.7.
①(ＦＯＣ＋)で、ｘ ＞ かつλ ＞ であれば、§ で定義されるＦＯＣ となる。＊ ＊0 0 17.2. ｏｌｄ

②ｆもｇ もすべて であれば、λ≧ であれば、Φも となり、Φのヘｉ concave 0 concave
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シアンはＸのすべてで、 となる。negative semidefinite

§ 応用：ＬＰ11.8.
非線形計画法の応用例として、線形計画法ＬＰ（ ）を分析する。linear programming

ｑ １１ １ １２ ２ １max max問題： ：ｐｑ ａ ｑ ＋ａ ｑ ≦ｘ
２１ １ ２２ ２ ２subject to ：Ａｑ≦ｘ、 ａ ｑ ＋ａ ｑ ≦ｘ

１ １ ２ ２ｑ≧ 、ｑ∈Ｒ ｐ ｑ ＋ｐ ｑ0 ｎ

２ただし、ｐ∈Ｒ 、ｗ∈Ｒ 、Ａはｎ×ｍ行列。 ｑｎ ｍ

i j jこの最大化問題に対する双対問題として ﾋﾝﾄ ∂ ∂ ･: x/ q q
j j imin min w x/ q問題： ：ｗｘ ･∂ ∂ｗ

：Ａ ｗ≧ｐ、subject to Ｔ

ｍｗ≧ 、ｗ∈Ｒ0

１§ 定理：ＬＰ双対定理 ｑ11.9.
① 問題の最適解ｑ が存在する 問題の最適解ｗ が存在するmax min＊ ＊⇔

＊ ＊② 問題の最適解がｑ で、 問題の最適解がｗmax min
⇔
ｗ (ｘ－Ａｑ ) 、ｑ (ｐ－Ａ ｗ ) 、ｐｑ ＝ｘｗ 。＊ ＊ ＊ Ｔ ＊ ＊ ＊=0 =0

§ 説明：11.10.
問題を最大化問題にして、２つの最大化問題のラグランジュ関数を定義する：min
Φ(ｑｗ)≡ｐｑ＋ｗ(ｘ－Ａｑ),
Ψ(ｗｑ)≡－ｗｘ＋ｑ(Ａ ｗ－ｐ), Ｔ

§ ②によって、ＡＨＷ定理が適応できる。したがって、以下の条件を満たすｗ ｑ が11.2. ,＊ ＊

存在する：
Φ(ｑ ｗ )≦Φ(ｑ ｗ )≦Φ(ｑ ｗ), , ,＊ ＊ ＊ ＊

ところが、ｗＡｑ＝ｑＡ ｗより、Ψ≡－Φであるから、このときにはＴ

Ψ(ｗ ｑ )≦Ψ(ｗ ｑ )≦Ψ(ｗ ｑ), , ,＊ ＊ ＊ ＊

となる。したがって①が成立する。
また、§ の(ＦＯＣ )のλ ｇ(ｗ ) と言う条件は、この問題の場合には11.5. + =0＊ ＊

ｗ (ｘ－Ａｑ )＝ｑ (Ａ ｗ －ｐ)＝０ 式 １＊ ＊ ＊ Ｔ ＊ 11.
となる。更に、Ψ≡－Φと式 １より、ｐｑ ＝ｘｗ となる。11. ＊ ＊

第１２章 擬凹関数の最大化問題. Quasi­concave programming
§ 定義：12.1.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは 。ｎ convex set
①関数ｆＸ→Ｒは以下の条件を満たすとき と呼ばれる：: quasi­concave
∀(ｘｘ∈Ｘ ≦ ≦ )：ｆ(ｘ)≧ｆ(ｘ) ｆ( ｘ ( )ｘ )≧ｆ(ｘ), ' ,0 t 1 ' t + 1­t ' '⇒
②以下のとき、 と言われる。strictly quasi­concave
∀(ｘｘ∈Ｘ ≦ ≦ )：ｆ(ｘ)≧ｆ(ｘ) ｆ( ｘ ( )ｘ )＞ｆ(ｘ), ' ,0 t 1 ' t + 1­t ' '⇒
③以下のとき、ｆは と言われる。quasi­convex
∀(ｘｘ∈Ｘ ≦ ≦ )：ｆ(ｘ)≧ｆ(ｘ) ｆ( ｘ ( )ｘ )≦ｆ(ｘ), ' ,0 t 1 ' t + 1­t ' '⇒

strictly quasi­convex④以下のとき、ｆは
∀(ｘｘ∈Ｘ ≦ ≦ )：ｆ(ｘ)≧ｆ(ｘ) ｆ( ｘ ( )ｘ )＜ｆ(ｘ), ' ,0 t 1 ' t + 1­t ' '⇒
⑤以下のとき、 と言われる。explicitly quasi­concave
関数ｆは で、かつ以下の条件を満たす：quasi­concave
∀(ｘｘ∈Ｘ ｘ≠ｘ ＜ ≦ )：ｆ(ｘ)＞ｆ(ｘ) ｆ( ｘ ( )ｘ )＞ｆ(ｘ), ' , ',0 t 1 ' t + 1­t ' '⇒
⑥－ｆが であれば、 。explicitly quasi­concave explicitly quasi­convex
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§ 注意12.2.
① 関数は連続的とはかぎらない。quasi­concave
②ｆが連続関数であれば、 の２番目explicitly quasi­concave
の条件 。連続関数でない場合には、不成立：⇒ quasi­concave
例：ｘ≠ のときｆ(ｘ) ，ｘ のときｆ(ｘ) は ｘ ｘ0 =0 =0 =­1 quasi­concave '
でないが、 の２番目の条件を満たす。explicitly quasi­concave

§ 定理12.3.
quasi­concave , convex①ｆが ｛ｘ：ｘ∈Ｘ、ｆ(ｘ)≧α α∈Ｒ｝が⇔
concave function quasi­concave function②ｆが ｆは⇒
concave function explicitly quasi­concave function③ｆが ｆは⇒
strictly concave function strictly quasi­concave function④ｆが ｆは⇒

⑤Ｘ⊂Ｒのときには、すべての単調増加関数も単調減少関数も 。strictly quasi­concave
⑥ の単調非減少関数は 。quasi­concave function quasi­concave
⑦ が１次以下の同次関数(§ 参照)なら、 。quasi­concave function 16.2. concave function

quasi­concave 0 j=1,2,...,m convex⑧ｆが ならＣ≡｛ｘ：ｘ∈Ｘ、ｆ (ｘ)≧ 、 ｝はｊ

⑨ の非負結合は とは限らない(§ ②により のquasi­concave quasi­concave 9.2. concave
ときは となる)。concave
例： であるが、 でない関数quasi­concave concave function
Ｙ＝Ｌ Ｋ 、α≧ 、β≧ 、α β＞１、Ｌ≧ 、Ｋ≧ 。α β 0 0 + 0 0

§ 注意：12.4.
strictly concave concave⇒
↓ ↓

strictly quasi­concave explicitly quasi­concave quasi­concave⇒ ⇒

§ 注意：無差別曲線の場合には、12.5.
① 原点に丸い線、 ② 直線部分がstrictly quasi­concave explicitly quasi­concave⇒ ⇒
あってもＯＫ、 ③ 原点に丸い帯状の領域でもＯＫquasi­concave⇒

§ 定義： 関連変数12.6. relevant variable
制約集合Ｃ≡｛ｘｘ∈Ω 、ｇ (ｘ)≧ 、 ｝において、ｘ ＞ となるような点: 0 j=1,...,m 0ｎ ～

ｉ ｉ

ｘ がＣに存在するとき、ｘ を 関連(使用可能)変数と呼ぶ。～
ｉ relevant variable

§ 定理： ( な十分条件)12.7. GlobalArrow­Enthoven
ｆΩ →Ｒ、ｇ Ω →Ｒ、 、を微分可能な とする。この: : j=1,...,m quasi­concave functionｎ ｎ

ｊ

ときには、以下の条件のどれか１つを満たすとき、(ＦＯＣ＋) (ＭＡＸ＋)⇒
①少なくとも１つのｘ についてｆ ＜ となる。ただし、ｆ はｆ(ｘ)のｘ に関するｉ ｘｉ ｘｉ ｉ

＊ ＊0
偏微分係数で、ｘ＝ での値。x ＊

②ある関連変数ｘ に対して、ｆ ＞ となる。ｉ ｘｉ
＊ 0

twice differentiable 0③ｘ の近傍で、関数ｆが ２階微分可能であって、ｆ ≠＊ ＊
ｘ

concave function④関数ｆが

§ 注意：12.8.
① ：関数ｇ 、 が でなくても、制約集合Ｃが でconvex set j=1,...,m quasi­concave convexｊ

あれば、上の定理が成立する。
②すべての変数が関連変数であれば§ ①②より、ｆ ≠ が条件となる。12.7. 0ｘｉ

＊
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§ 定理：ＭＡＸ＋ ＦＯＣ＋12.9. ⇒
関数ｇ ：Ω →Ｒ、 を で微分可能とする。また、非負条件を満たｊ

ｎ j=1,...,m quasi­concave
す点で (ＳＬＴ)が満たされるとする。このとき、①制約が有効なすべてのSlater condition
ｊについてｇ (ｘ )≠０となるか、②すべてのｊについて関数ｇ (ｘ)が であれば、ｊ ｊ' concave＊

(ＭＡＸ＋) (ＦＯＣ＋)となる。⇒

§ 定理： とそのユニーク性12.10. global maximum
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは凸集合とする。ｆ：Ｘ→Ｒとする。制約集合Ｃは凸集合とする。ｎ

local maximum & explicitly quasi­concave global maximum①Ｃの ｆが ⇒
local maximum & strictly quasi­concave global maximum②Ｃの ｆが ユニークな⇒

したがって、§ より12.4.
local maximum & concave global maximum③Ｃの ｆが ⇒
local maximum & strictly concave global maximum④Ｃの ｆが ユニークな⇒

注意： を とすると、 になる。concave convex minimum

§ 定義： ヘッセ縁付き行列式12.11. bordered Hessian determinant
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合とする。ｆ：Ｘ→Ｒで、ある点ｘ ∈Ｘで２階微分可能とする。このｎ

０

ときには以下の行列は ヘッセ縁付き行列と言われる：bordered Hessian matrix

１ ２ ｎ0 ...ｆ ｆ ｆ
１ １１ １２ １ｎｆ ｆ ｆ ｆ...

.........Ｂ≡
２ ２１ ２２ ２ｎｆ ｆ ｆ ｆ...
ｎ ｎ１ ｎ２ ｎｎｆ ｆ ｆ ｆ...

ただし、ｆ ≡∂ｆ∂ｘ 、ｆ ≡∂ｆ ∂ｘ ∂ｘ 、 で、ｘ での値。ｉ ｉ ｉｊ ｉ ｊ ０/ / i,j=1,...,n２

ｋ＋１番目の 連続的主小行列式をＢ と表記すると、Ｂ はｋ番successive principal minor ｋ ｋ

目の ヘッセ縁付き行列式と言われる：bordered Hessian determinant

１ ２ ｋ0 ...ｆ ｆ ｆ
１ １１ １２ １ｋｆ ｆ ｆ ｆ...

.........Ｂ ≡ｋ
２ ２１ ２２ ２ｋｆ ｆ ｆ ｆ...
ｋ ｋ１ ｋ２ ｋｋｆ ｆ ｆ ｆ...

ただし、ｋ＝ である。1,...,n

§ 定理：12.12.
ｆ：Ｒ →Ｒで、２階連続微分可能とする。ｎ

quasi­concave 0, 0,..., 0①ｆが ∀(ｘ≧０)：Ｂ ≧ Ｂ ≦ (－１) Ｂ ≧⇒ ２ ３ ｎ
ｎ

0, 0, 0..., 0②∀(ｘ∈Ｒ )：Ｂ ＜ Ｂ ＞ Ｂ ＜ (－１) Ｂ ＞ｎ ｎ
１ ２ ３ ｎ

strictly quasi­concave⇒ｆはＲ でｎ

注意：ともに ではない。特に、②で、 でもＢの は⇔ strictly quasi­concave nonsingularity
保証できない。
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§ 定理：擬凹関数制約付き凹関数最大化問題の十分条件12.13.
ｆΩ →Ｒ、ｇ Ω →Ｒ、 、を２階微分可能な関数とする。: : j=1,...,mｎ ｊ ｎ

このとき、ｆが であれば、(ＦＯＣ )と以下のｇ のヘッセ縁付き行列式に関するconcave + ｊ

２階の条件は、(ＭＡＸ＋)のための十分条件となる：
すべてのｊについて

ｊ１ ｊ２ ｊ１ ｊ２ ｊ３0 0ｇ ｇ ｇ ｇ ｇ
ｇ ｇ ｇ ＞ ｇ ｇ ｇ ｇ ＜ ．．．ｊ１ ｊ１１ ｊ１２ ｊ１ ｊ１１ ｊ１２ ｊ１３0, 0,
ｊ２ ｊ２１ ｊ２２ ｊ２ ｊ２１ ｊ２２ ｊ２３ｇ ｇ ｇ ｇ ｇ ｇ ｇ

ｊ３ ｊ３１ ｊ３２ ｊ３３ｇ ｇ ｇ ｇ
が成立する(定理１２ ７④と定理１２ １２②)。. .

. The second­order conditions第１３章
§ 定義：等号・不等号制約付き最大化問題13.1.
以下の最大化問題を考える：
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合。ｆ：Ｘ→Ｒ、ｇ ：Ｘ→Ｒ、ｈ ：Ｘ→Ｒはすべて２階連続微分可能。ｎ

ｊ ｋ

ｆ(ｘ)Maximize:
Subject to: 0 j=1,...,mｇ (ｘ)≧ 、ｊ

ｈ (ｘ)＝ 、 ｒｋ 0 k=1,...,

13.2. rank condition§ 定義：
(ＲＮＫ)制約が有効となる関数ｇ (ｘ)の指数ｊの集合をＥとし、そのメンバー 数をｍ とすｊ ｅ

る。このときには、以下の(ｍ ＋ｒ)×ｎ行列ｅ

Ｇ≡［∂ｇ ∂ｘ ∂ｈ ∂ｘ ］ｊ ｉ ｋ ｉ/ /
のｘ＝ｘ における 階数はｍ ＋ｒに等しい。ただし、ｎ＞ｍ ＋ｒとする。＊ rank ｅ ｅ

13.3. Lagrangian§ 定義：
を以下のように定義する：Lagrangian

Ｌ(ｘ)≡ｆ(ｘ)＋λ ｇ(ｘ)＋μ ｈ(ｘ)＊ ＊

＊ ｍ ＊ ｒただし、λ ∈Ω 、μ ∈Ｒ

(ＦＯＣ＝) ∃［(ｘ λ μ )∈Ｘ�Ω �Ｒ ］：＊ ＊ ＊ ｍ ｒ, ,
Ｌ ≡ｆ (ｘ )＋λ ｇ (ｘ )＋μ ｈ (ｘ )＝ ，ｘ ｘ ｘ ｘ

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ 0
=0 0 0 =0λ ｇ(ｘ ) 、 ｇ(ｘ)≧ 、 λ ≧ 、 ｈ(ｘ )＊ ＊ ＊ ＊

(ＬＭＡＸ＝) ∃［ｘ ∈Ｘ］：ｆ(ｘ)は、制約ｇ (ｘ)≧ 、 ｍ、とｈ (ｘ) 、ｋ＊
ｊ ｋ0 i=1,..., =0

ｒのもとで、ｘ＝ で を達成する。=1,..., x local maximum＊

13.4. the second­order necessary condition§ 定理：
条件(ＬＭＡＸ＝)と(ＲＮＫ)が満たされる 条件(ＦＯＣ＝)が満たされる。また、ｚ⇒
＝ｘ－ｘ とするとき、ｇ (ｘ )ｚ 、ｊ∈Ｅ、かつ、ｈ (ｘ )ｚ 、 ｒ、となる＊ ＊ ＊

ｊ ｋ' =0 ' =0 k=1,...,
ようなｚに対して、

ｚＨｚ≦０
ただし、Ｈは Ｌの、ｘ における Ｌ (ｘ )。Lagrangian Hessian matrix "＊ ＊

注意：Ｌ(ｘ)＝Ｌ(ｘ )＋Ｌ(ｘ )ｚ＋ｚＬ (ｘ )ｚ＋．．．＊ ＊ ＊' "

13.5. the second­order sufficient condition§ 定理：
条件(ＦＯＣ＝)が満たされ、かつ、
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ｇ (ｘ )ｚ 、ｊ∈Ｅ、かつ、ｈ (ｘ )ｚ 、 ｒ、となるようなｚに対してｊ ｋ' =0 ' =0 k=1,...,＊ ＊

ｚＨｚ＜０
となれば、∃［ Ｂ (ｘ ) θ∈Ｒ θ＞ ］∀(ｘ∈Ｂ (ｘ ))：open ball & , 0ε ε

＊ ＊

0ｆ(ｘ )－ｆ(ｘ)≧θ‖ｘ－ｘ ‖ ≧＊ ＊ ２

§ 注意：13.6.
①ｆ、ｇ 、ｈ がすべて で、かつ、すべてのλ 、μ が非負であれば、ｉ ｋ concave function ＊ ＊

ラグランジュ関数は、 となって、 となる。したがnonnegative linear combination concave
って、そのヘシアンＨは 、∀［ｘ∈Ｘ］： となり、すべてのｚに対negative semidefinite
して、 ｚＨｚ≦０となる。実際にはμ が非負とはかぎらない。＊

②ｆが で制約集合が なら、§ 定理④が利用できる。concave convex 12.7.Arrow­Enthoven

§ 定義：13.7.
２つの行列を定義する：
ｎ×ｎ行列のＡ≡［ａ ］とｍ×ｎ行列のＢ≡［ｂ ］(注意：行列Ａはヘシアンで、行列Ｂｉｊ ｉｊ

はヤコビアン)。これらより、以下の小行列を定義：
１１ １２ １ｒａ ａ ａ...
２１ ２２ ２ｒａ ａ ａ...

.........Ａ ≡ｒ
ｒ１ ｒ２ ｒｒａ ａ ａ...

および
１１ １２ １ｒｂ ｂ ｂ...
２１ ２２ ２ｒｂ ｂ ｂ...

.........Ｂ ≡ｍｒ
ｍ１ ｍ２ ｍｒｂ ｂ ｂ...

ただし、ｍ＜ｎとする。
更に、以下の( )×( )行列式を定義：m+r m+r

ｍｒ０ Ｂ
detＣ ≡ｒ

ｍｒ ｒＢ Ａ'
ただし、ｒ＝ で、m+1,m+2,...,n
０は × 行列、Ｂ はｂ ＝ｂ としたｒ×ｍ行列( 転値)。m r ' transpose=ｍｒ ｉｊ ｊｉ

ｒ§ 定理：２階の条件とＣ13.8.
Ａをｎ×ｎ対称行列、Ｂ を 行列とする。このときにはｍｍ nonsingular
①最大化２階条件：
∀［ｘｘ≠ ＆Ｂｘ ］ｘＡｘ＜ ( ) ｜Ｃ ｜＞ ｒ ｎ: 0 =0 : 0 ­1 0, =m+1,m+2,...,⇔ ｒ

ｒ

②最小化２階条件：
∀［ｘｘ≠ ＆Ｂｘ ］ｘＡｘ＞ ( ) ｜Ｃ ｜＞ ｒ ｎ: 0 =0 : 0 ­1 0, =m+1,m+2,...,⇔ ｍ

ｒ

注意：§ と§ の定理のｇ (ｘ )ｚ 、ｊ∈Ｅとｈ (ｘ )ｚ 、 ｒを行列13.4. 13.5. ' =0 ' =0 k=1,...,ｊ ｋ
＊ ＊

Ｂと考えると、 と関係付けられる。the second­order condition

§ 例：13.9.
ｕ(ｘ)Maximize:
Ｍ－ｐｘ＝０Subject to:

ただし、Ｍ＞ 、ｐ≧ 。0 0



­ 32 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

このケースでは、等号制約条件が１つでｒ＝１となる。ラグランジュ関数は
Ｌ≡ｕ(ｘ)＋μ (Ｍ－ｐｘ)＊

ラグランジュ関数ＬのヘシアンをＡ＝Ｌ (ｘ )、すなわちａ ＝∂Ｌ ∂ｘ ∂ｘ とおけば、" /＊ ２
ｉｊ ｉ ｊ

ｘ が を達成するためには、Ｌ(ｘ ) が成立し、かつｒ＝１であるから＊ ＊local maximum ' =0
１ ２0 －ｐ －ｐ

ｍ＋１－ｐ ａ ａ ＞ ＝ ( )１ １１ １２ 0 sgn ­1
２ ２１ ２２－ｐ ａ ａ

１ ２ ３0 －ｐ －ｐ －ｐ
ｍ＋２－ｐ ａ ａ ａ ＜０ ＝ ( )１ １１ １２ １３ sgn ­1

２ ２１ ２２ ２３－ｐ ａ ａ ａ
３ ３１ ３２ ３３－ｐ ａ ａ ａ

などを満たす。

第１４章ミクロ経済理論の基礎①：費用最小化と効用最大化.
§ 定義：費用最小化問題14.1.
(ＣＭ) ｗｘMinimize :ｘ

Subject to: 0ｆ(ｘ)≧Ｑ、ｘ≧
ただし、Ｑは生産量ベクター、ｗは賃金率ベクターで、ともにプラスで一定。

§ 定義：ＣＭのＦＯＣ＋14.2.
ｆ ≡∂ｆ∂ｘ とすると、§ のＦＯＣ＋はｉ ｉ/ 11.2.
－ｗ ＋λ ｆ (ｘ )≦ 、［－ｗ λ ｆ (ｘ )］ｘ 、ｉ ｉ ｉ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊ ＊0 + =0
λ ［ｆ(ｘ )－Ｑ ］ 、ｆ(ｘ)－Ｑ≧ 、ｘ ≧ 、λ ≧ 式 １＊ ＊ ＊ ＊=0 0 0 0 14.
となる。これから、要素需要関数ｘ＝ｘ(ｗＱ)を得る。,

§ 注意：14.3.
① ケース：concave
条件：∃ｘ≧ ：ｆ(ｘ)＞Ｑが成立するとする。このときには、生産関数ｆがSlater ' 0 '

concave 14. 11.2. Slater maximumであれば、式 １は、§ のＡＨＵ定理③( 条件)によって、
のための必要条件となる。また、関数－ｗｘは であるから、ＡＥ定理④(目的関数concave
が )で十分条件にもなる。concave
② ケース：十分条件quasi­concave
生産関数ｆが であれば、制約集合Ｓ≡{ｘ ｘ≧ ，ｆ(ｘ)≧Ｑ}は で、quasi­concave : 0 convex
ＡＥ定理④(目的関数－ｗｘは )で、式 １は の十分条件となる。concave 14. global maximum
③ ケース：必要条件quasi­concave
生産関数ｆが (制約集合 )で、ある についてｆ (ｘ )＞ (すなわちquasi­concave convex i 0ｉ

＊

限界生産がプラス→制約が有効となる場合)，かつ制約集合Ｓが内点を持てば、ＡＨＵ定理④
で式 １は の必要条件となる。14. global maximum
④コーナー解

ｉ ｉ ｉある について、λ ｆ (ｘ )＜ｗ となると、式 １の１番目の式で等号が成立せず、ｘi 14.＊ ＊

となる。これは 解と呼ばれる。=0 corner
⑤ 解interior
すべてのｘ についてｘ ＞ であれば、 解で、この場合には、ｉ ｉ 0 interior

ｉ ｉλ ｆ (ｘ )＝ｗ＊ ＊

となって、これが要素需要関数ｘ ＝ｘ (ｗＱ)を決定する。ｉ ｉ
＊ ,
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§ 定理：14.4.
すべてのｉについてｘ ＞ であれば、 解となって費用最小化条件よりｉ 0 interior

ｉ ｊ ｉ ｊ∀(ｉ ｊ )：ｆ (ｘ )／ｆ (ｘ )＝ｗ ／ｗ, ,i,j=1,...,n ＊ ＊

を得る。
注意：この条件は限界生産価値均等化条件であり、また、限界費用均等化条件でもある。

§ 定義：効用最大化問題14.5.
(ＵＭ) ｕ(ｘ)Maximize :ｘ

ｎSubject to: 0ｐｘ≦Ｍ、ｘ≧ 、ｘ∈Ｒ
を考える。ｕ ≡∂ｕ∂ｘ とすると、条件ＦＯＣ＋はｉ ｉ/
ｕ (ｘ )－λ ｐ ≦ 、 ［ｕ (ｘ )－λ ｐ ］ｘ 、ｉ ｉ ｉ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊ ＊0 =0
λ (Ｍ－ｐｘ )＝０、 ｐｘ －Ｍ≦ 、ｘ ≧ 、λ ≧ 式 ２＊ ＊ ＊ ＊ ＊0 0 0 14.

これらが、需要関数ｘ ＝ｘ(ｐ、Ｍ)を決める。＊

14.6. global maximum§ 注意：ユニーク
①制約条件が線形であるから、ＡＨＵ定理の②(制約条件が線形)によって、式 ２は14.
の必要条件となる。これには効用関数ｕが である必要はない。maximum quasi­concave

②ｕ(ｘ)が とする。ある についてｕ (ｘ )＞ (限界効用がプラス)と仮quasi­concave i 0ｉ
＊

12.7. Arrow­Enthoven 14. global定すれば、§ の 定理②(関連変数)によって、 式 ２は
の十分条件となる。したがって、①より、式 ２は の必要十maximum 14. global maximum

分条件となる。
③ｕ(ｘ)が であれば、§ ④により、 はユstrictly quasi­concave 12.10. global maximum
ニークとなる。
④ｕ(ｘ)が で、ある についてｕ (ｘ )＞ となれば、式 ２はstrictly quasi­concave i 0 14.ｉ

＊

ユニークな の必要十分条件となる。global maximum

§ 注意：14.7.
①ある１つのｉについてｕ (ｘ )＞ であれば、 無差別曲線ｉ

＊ 0
λ ＞ ｐｘ ＝Ｍとなって全所得を支出する。＊ ＊0⇒
②ｕ (ｘ )＞ でも コーナー解→ｉ

＊ 0
あるｉについてｘ となりえる。ｉ

＊=0
③ｐ ＜ でも分析可能。財の処分費用のこと。ｉ 0

§ 定理：14.8.
すべてのｘ についてｘ ＞ であれば、 解で、この場合には、ｉ ｉ 0 interior

ｉ ｊ ｉ ｊ∀ｉｊ ：ｕ (ｘ )／ｕ (ｘ )＝ｐ ／ｐ, ,i,j=1,...,n ＊ ＊

注意：加重限界効用均等化条件あるいは限界代替率・価格比率均等化条件。

第１５章ミクロ経済理論の基礎②： 定理、その他. Envelop
§ 定義：15.1.
関数ｆ(ｘ α)、ｇ (ｘα)、 、は、Ｒ �Ｒ →Ｒで連続微分可能とする。ただし、, , j=1,...,mｊ

ｎ ｒ

ｘ∈Ｒ で、α∈Ｒ である。以下の最大化問題を考える：ｎ ｒ

ｆ(ｘ α)Maximize: ,
Subject to: , 0 j=1,...,m 0ｇ (ｘ α)≧ 、 ＆ｘ≧ｊ

この問題のラグランジュ関数を
Φ(ｘ λα)≡ｆ(ｘ α)＋λｇ(ｘ α), , , ,

とし、∀ｉ：ｘ ＞ と∀ｉ：λ ＞ と仮定すると、ＦＯＣ＋はｉ ｉ
＊ ＊0 0
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Φ ≡ｆ (ｘ α)＋λ ｇ (ｘ α) 式 １ｘ ｘ ｘ
＊ ＊ ＊, , =0 15.

Φ ≡ｇ(ｘ α) 式 ２λ
＊, =0 15.

となる。 個の式があり、ｎ個のｘ とｍ個のλ について解くと、n+m ｉ ｉ

ｘ ＝ｘ (α)、λ ＝λ(α) 式 ３ｉ ｉ ｉ
＊ ＊ 15.

を得る。これらを連続微分可能とする。

§ 定義：15.2.
として、Ｆ(α)≡ｆ[ｘ(α)α]を定義する。maximum value function ,

また、ラグランジュ関数に式 ３を代入すると15.
Ψ(α)≡Φ[ｘ(α) λ(α) α], ,
≡ｆ[ｘ(α) α]＋λ(α)ｇ[ｘ(α) α], ,

を得る。
例：§ の(ＵＭ)の場合14.5.
(ＵＭ)問題の解をｘ(ｐ Ｍ)、λ(ｐ Ｍ)とする。明らかに、α≡(ｐ Ｍ)。, , ,
Ｆ(α)≡ｕ(ｘ(ｐ Ｍ)) →間接効用関数,
Φ(ｘ λα)≡ｕ(ｘ)＋λ(Ｍ－ｐｘ) 式 ４, , 15.
Ψ(α)≡ｕ[ｘ(ｐ Ｍ)]＋λ(ｐ Ｍ)[Ｍ－ｐｘ(ｐ Ｍ)], , ,
となる。

§ 定理： 定理15.3. Envelope
∀ｉ：ｘ ＞ とλ ＞ とする。また、Φ、Ｆ、Ψが連続微分可能とするとｉ ｉ

＊ ＊0 0
ｋ ｋ ｋ∂Ｆ(α) ∂α ＝∂Ψ(α) ∂α ＝∂Φ ∂α/ / /

すなわち、
αが目的関数に与える影響＝αがラグランジュ関数に与える全体的影響

＝αがラグランジュ関数に与える部分的影響（ｘとλが一定）。
α ｘ α λ α α ｘ α α α証明：Ψ ＝Φ ・ｘ ＋Φ ・λ ＋Φ ＝Φ ・ｘ ＋ｇ・λ ＋Φ
＝Φ 式 １と式 ２によるα 15. 15.
α ｘ α αＦ ＝ｆ ・ｘ ＋ｆ
＝－λ・ｇ ・ｘ ＋ｆ 式 １によるｘ α α 15.
＝λ・ｇ ＋ｆ 式 ２と陰関数定理ｘ ＝ ｇ ｇ によるα α α ｘ α15. ­ /
＝Φ ＱＥＤα

例：(ＵＭ)の場合には、たとえば、Ｍで微分すると
ｋ ｋ ｋ∂Ｆ(α) ∂α ＝∂Ψ(α) ∂α ＝∂Φ ∂α/ / /

は ｕ ＝ｕｘ ＋λ ・(ｐｘ－Ｍ)＋λ(ｐｘ －１)＝λＭ Ｍ Ｍ Ｍ'
となる。すなわち、λは貨幣の限界効用に等しい。

§ 定義：15.4.
以下では、(ＵＭ)問題を経済学的に分析する。

0 0 maximumただし、ｐ＞ 、∀ｉ：最適点で限界効用がプラス(ｕ (ｘ)＞ )。この場合のｉ

は 間接効用関数と呼ばれる：value function indirect utility function
Ｕ(ｐ Ｍ)≡ｕ[ｘ(ｐＭ)］, ,

§ 定理：15.5.
Φ≡ｕ(ｘ)＋λ(Ｍ－ｐｘ)であるから
① 定理を使うとＦ ＝Φ よりEnvelope λ λ

∂Ｕ∂Ｍ＝λ(ｐＭ) 式 ５/ , 15.
すなわち、ラグランジュ乗数は貨幣の限界効用。
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②同様にしてＦ ＝Φ よりｐｊ ｐｊ

∂Ｕ∂ｐ ＝－λｘ ＜ 式 ６/ 0 15.ｊ ｊ

よって、価格上昇は効用を低下する。
③これら２式(式 ５と式 ６)よりλを消去すると、以下の を得る：15. 15. Roy's Identity
∂Ｕ∂ｐ ≡－ｘ ∂Ｕ∂Ｍ/ /ｊ ｊ

あるいは
ｘ ＝－(∂Ｕ ∂ｐ )／(∂Ｕ ∂Ｍ)ｊ ｊ/ /

これは需要関数そのものである。

15.6. Shadow price§ 応用例②：
ｆ(ｘ)Maximize:

ｎSubject to: j=1,...,mｇ (ｘ)≧α、 ＆ ｘ∈Ｒｊ

を考え、ｘ(α)を解、λ(α)をラグランジュ乗数とすると、 定理によりEnvelope
/ j=1,...,m∂Ｆ(α) ∂α ＝λ (α)、ｊ ｊ

したがって、λは、αが１単位減少したときの の減少分であり、maximum value function
これは と呼ばれる。shadow price

§ 応用例③：費用最小化問題15.7.
§ の(ＣＭ)問題を考える。ただしｗ＞ 、∀ｉ：最適点で限界生産性は正、すなわ14.1. 0
ちｆ (ｘ)＞ と仮定し、このときの解をｘ＝ｘ(ｗＱ)、λ＝λ(ｗＱ)とする(以下では、ｉ 0 , ,
最適値を示す＊印を省略する)。また、 を定義すると、以下の最小maximum value function
費用関数を得る：
Ｃ(ｗ Ｑ)≡ｗｘ(ｗＱ), ,
また、ラグランジュ関数は
Φ(ｘ λｗ Ｑ)≡－ｗｘ＋λ[ｆ(ｘ)－Ｑ], , ,

15.8. Shephard­Mckenzie lemma§ 定理：
定理を使うとEnvelope

/ , 0∂Ｃ∂Ｑ＝λ(ｗＱ)＞
∂Ｃ ∂ｗ ＝ｘ (ｗＱ)＞ 式 ７/ , 0 15.ｉ ｉ

１番目は、 λはＱの限界費用に等しいことを示す。shadow price
２番目の関係を あるいは と呼ぶ。この式の右Shephard lemma Shephard­Mckenzie lemma
辺は生産者の要素需要関数で、賃金率の上昇は、要素投入量に等しい費用増加をもたらすこ
とを示す。

第１６章ミクロ経済理論の基礎③：いろんな定理.
§ ヤングの定理（再褐）16.1.Young's Theorem
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合、ｆ：Ｘ→Ｒとする。ｆを２階連続微分可能とすると、ｎ

ｉ ｊ ｊ ｉ∀ｉ＆ｊ＆ｘ∈Ｘ：∂ ｆ∂ｘ ∂ｘ ＝∂ ｆ∂ｘ ∂ｘ２ ２/ /

§ 定義：同次関数16.2.
Ｘ⊂Ｒ 、Ｘは開集合、ｆ：Ｘ→Ｒとする。以下の条件を満たすとき、ｍ次同次関数と言ｎ

う：
∀(λ∈Ｒ＆ｘ∈Ｘ)：λｘ∈Ｘ ｆ(λｘ)＝λ ｆ(ｘ)⇒ ｍ

§ 定理：同次関数の性質16.3.
関数ｆ：Ｘ→Ｒが、連続微分可能で、ｍ次同次ならば
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①ｆ ≡∂ｆ(ｘ) ∂ｘ はｍ－１次同次関数ｘｉ ｉ/
② オイラーの定理：Σｘ ｆ ＝ｍｆ(ｘ)Euler's Theorem ｉ ｘｉ

例：①０次同次関数：Σｘ ｆ 、 ②１次同次関数：Σｘ ｆ ｆｉ ｘ ｉ ｘ=0 =

16.4. Samuelson's reciprocity relations§ 定義：
式 ７の上で定義されている関数Ｃを２階連続微分可能とすると、ヤングの定理により15.

ｉ ｊ ｊ ｉ∂ Ｃ∂ｗ ∂ｗ ＝∂ Ｃ∂ｗ ∂ｗ２ ２/ /
∂ Ｃ∂Ｑ∂ｗ ＝∂ Ｃ∂ｗ ∂Ｑ 式 １２ ２/ / 16.ｊ ｊ

これより、以下のような を得る：∀ｉとｊについてSamuelson's reciprocity relations
ｊ ｉ ｉ ｊ∂ｘ ∂ｗ ＝∂ｘ ∂ｗ/ /
∂ｘ ∂Ｑ＝∂λ∂ｗ 式 ２ｉ ｉ/ / 16.

この１番目の関係は、要素価格が他の生産要素に与える影響は対称的であることを示す。

16.5. substitution matrix§ 定義：
ｎ×ｎ行列Ｓ≡[∂ｘ ∂ｗ ]、あるいはＳ≡[∂ Ｃ ∂ｗ ∂ｗ ]すなわちｉ ｊ ｉ ｊ/ /２

１ １ １ ２ １ ｎ∂ｘ ∂ｗ ∂ｘ ∂ｗ ∂ｘ ∂ｗ/ / ... /
.........Ｓ≡

ｎ １ ｎ ２ ｎ ｎ∂ｘ ∂ｗ ∂ｘ ∂ｗ ∂ｘ ∂ｗ/ / ... /
を考えると、これは式 １より対称行列で、ｗの関数：Ｓ(ｗ)。16.

§ 定理：16.6.
①式 １より、行列Ｓは対称行列である。16.
②要素需要関数ｘ(ｗ Ｑ)は、明らかにｗに関して 次同次であるから、オイラー定理に, 0
よって、Σ (∂ｘ ∂ｗ )・ｗ すなわちＳ(ｗ)ｗ 。また、対称行列のため、ｗＳ(ｗ)ｊ ｉ ｊ ｊ/ =0 =0
すなわちΣ ｗ ・(∂ｘ ∂ｗ ) 。=0 / =0ｊ ｉ ｉ ｊ

③費用関数Ｃ(ｗ Ｑ)≡ｗｘ(ｗ Ｑ)は、明らかにｗに関して１次同次である。また、ｗに, ,
concave 1984 ,2nd,p.141 negative関して となる(証明略：高山[ ] )。よって行列Ｓは
で、∂ｘ ∂ｗ ≦ 。また、∀ｚ：ｚＳｚ≦ となる。semidefinite / 0 0ｉ ｉ

0 0④∀[ｚ∈Ｒ ：ｚ≠ ＆ ∀（α∈Ｒ：ｚ≠αｗ）］：ｚＳ(ｗ)ｚ＜ｎ

Ｓ＝ ＆∀ ：ｘ ＜ ＆ｎ 次のＳの首座小行列は (こ⇒ rank n­1, , i 0, , ­1 negative definiteｉｉ

の前提条件は の と言われる)。Samuelson regularity condition

16.7. Shepherd­Samuelson§ 定理：
①ｆ(ｘ)が１次同次 Ｃ＝ｗｘ＝λΣｆ ｘ ＝λＱ ← ｗ λｆ とｵｲﾗｰ定理⇒ ｉ ｉ ｉ ｉ=

/ / Shephard­Mckenzie lemmaλ＝ＣＱ＝∂Ｃ∂Ｑ＝λ ←
②このときには∂λ∂Ｑ ∂(Ｃ ) ∂Ｑ (∂Ｃ ∂Ｑ ＣＱ) Ｑ ⇒ ＡＣ＝ＣＱ＝一定/ = /Q / = / ­ / / =0 /

§ 定義：利潤最大化16.8.
(ＰＭ) π≡ｐｘ－ｗｘMaximize:

Subject to: 0 0ｆ(ｘ)≧Ｑ、ｘ≧ ＆ Ｑ≧
を考える。ただし、ｘ∈Ｒ 、Ｑ∈Ｒ を選択してπを最大化する。ｎ ｍ

16.9. Hotelling's Lemma§ 定理：
(ＰＭ)の解をｘ(ｐ ｗ)、Ｑ(ｐ ｗ)とし、, ,
π(ｐ ｗ)≡ｐｘ(ｐｗ)－ｗｘ(ｐｗ), , ,
を定義（これが ）し、maximum value function
Φ≡π＋λ(ｆ(ｘ)－Ｑ)、
Ψ≡(ｐｘ(ｐ ｗ)－ｗｘ(ｐ ｗ))＋λ(ｆ(ｘ(ｐ ｗ))－Ｑ(ｐｗ)), , , ,
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とすると、 定理より、Envelope
ｉ ｉ∂π∂ｐ ＝Ｑ/

∂π∂ｗ ＝－ｘ 式 ３/ 16.ｉ ｉ

となる。これはホテリングの補題と呼ばれる。
番目の式は、 財の価格上昇は、 財の生産量に等しい利潤増加をもたらすことを示す。1 i i
２番目の式は、 要素の価格上昇は、 要素の投入量に等しい利潤減少をもたらすことを示i i
す。また、この式は、 要素への需要関数は利潤関数を 要素価格で微分することで得られi i
ることを示す。

16.10. Hotelling's symmetry relations§ 定理：
π(ｐｗ)が２階連続微分可能であれば、ヤングの定理により、ヘシアンは対称行列で、,

ｊ ｉ ｉ ｊ∂ｘ ∂ｗ ＝∂ｘ ∂ｗ/ /
ｊ ｉ ｉ ｊ∂ｘ ∂ｐ ＝－∂Ｑ ∂ｗ/ /

を得る。これは と呼ばれる(式 ２と同じである)。Hotelling's symmetry relations 16.

§ 定義：支出最小化問題16.11.
(ＥＭ) ｐｘMinimize:

ｎSubject to: 0ｕ(ｘ)≧ｕ、ｘ≧ 、ｘ∈Ｒ
を考える。この問題の解をｘ (ｐ ｕ)とする。これは 補償需＊ , compensated demand function
要関数と呼ばれる。

16.12. Expenditure function§ 定義：
支出関数（ ）を以下のように定義する：maximum value function
Ｅ(ｐ ｕ)≡ｐｘ (ｐｕ), ,＊

§ 定理：16.13.
定理を使うとEnvelope

/ , 0∂Ｅ∂ｕ＝λ(ｐｕ)＞
∂Ｅ ∂ｐ ＝ｘ (ｐｕ)＞ 式 ４/ , 0 16.ｉ ｉ

＊

これは、 ( ) の消費者版である。２番目の関係は、支出関数をShephard -McKenzie lemma
ｊ財価格で偏微分すると、その財に対する補償需要関数となることを示す。

§ 定理：16.14.
式 ４をさらに微分すると16.

ｉ ｊ ｊ ｉ∂ Ｅ∂ｐ ∂ｐ ＝∂ Ｅ∂ｐ ∂ｐ２ ２/ /
あるいは

ｊ ｉ ｉ ｊ∂ｘ ∂ｐ ＝∂ｘ ∂ｐ/ /
となって、価格変化の需要への影響は対称的であることが分かる。

注意：以下の議論は§ と基本的に同じであるので説明は簡単にする。16.5.

16.15. matrix of net substitution term§ 定義：
ｎ×ｎ行列Ｓ ≡[∂ｘ ∂ｐ ]、すなわちＳ ≡[∂ Ｅ∂ｐ ∂ｐ ]＊ ＊ ＊ ２

ｉ ｊ ｉ ｊ/ /
１ １ １ ２ １ ｎ∂ｘ ∂ｐ ∂ｘ ∂ｐ ∂ｘ ∂ｐ＊ ＊ ＊/ / ... /

.........Ｓ ≡＊

ｎ １ ｎ ２ ｎ ｎ∂ｘ ∂ｐ ∂ｘ ∂ｐ ∂ｘ ∂ｐ＊ ＊ ＊/ / ... /
を考えると、これは対称行列で、ｐの関数：Ｓ (ｐ)。＊

/ / net substitution term Slutsky coefficient注意：∂ｘ ∂ｐ ＝∂ Ｅ∂ｐ ∂ｐ は あるいはｉ ｊ ｉ ｊ
＊ ２
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と呼ばれる。

§ 定理：16.16.
①行列Ｓ は対称行列である。*
②補償需要関数ｘ (ｗ Ｑ)は、明らかにｐに関して 次同次であるから、オイラー定理に＊ , 0
よって、Ｓ (ｐ)ｐ 。また、対称行列のため、ｐＳ (ｐ) 。＊ ＊=0 =0
③支出関数Ｅ(ｗ Ｑ)≡ｐｘ (ｐｕ)は、明らかにｐに関して１次同次である。また、ｐに, * ,
関して となる。よって行列Ｓ は で、∂ｘ ∂ｐ ≦ 。まconcave negative semidefinite / 0＊ ＊

ｉ ｉ

た、∀ｚ：ｚＳｚ≦ となる(§ ④は省略する)。0 16.6.

16.17. Hicks­Slutsky equation§ 定義：
(ＵＭ)問題を考える。ただし、ｐ＞ 、∀ｉ：最適点でｕ (ｘ)＞ 。0 0ｉ

このときの解をｘ(ｐ Ｍ)とする。更に、Ｕ≡ｕ[ｘ(ｐ Ｍ)]を定義。このときには, ,
Ｅ(ｐ ｕ)＝Ｍ かつ ｘ(ｐ Ｍ)＝ｘ (ｐ ｕ), , ,＊

となる。前者を後者に代入すると
ｘ[ｐ Ｅ(ｐｕ)] ＝ｘ (ｐｕ), , ,＊

を得る。これをｐ で微分し、関係∂Ｅ∂ｘ ＝ｘ とｘ＝ｘ を使うとｊ ｊ ｊ/ ＊ ＊

∂ｘ ∂ｐ ＝∂ｘ ∂ｐ －ｘ ∂ｘ ∂Ｍ、 ｉｊ ｎｉ ｊ ｉ ｊ ｊ ｉ/ / / , =1,...,ｕ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ

となる。これが 。Hicks­Slutsky equation

第１７章古典的な最適化の解法.
§ 定義：最大化問題17.1.
Ｘ⊂Ｒ 、Ａ⊂Ｒ 、Ａ、Ｘは開集合とする。ｆＸ�Ａ→Ｒ、ｇ (ｘ)：Ｘ�Ａ→Ｒ，ｎ ｑ : ｊ

とし、２階連続微分可能とし、以下の問題を考える：j=1,...,m
ｆ(ｘα)Maximize: ,

Subject to: , =0 j=1,...,mｇ(ｘ α) 、

ｏｌｄ§ 定義：ＦＯＣ17.2.
関数の定義：Φ(ｘ λα)≡ｆ(ｘα)＋λｇ(ｘα), , , ,
ただし、ｇ(ｘ α)＝[ｇ (ｘ) ｇ (ｘ) ｇ (ｘ)]。また、, , ,...,１ ２ ｑ

Φのｘに関する ベクターをΦ と表記。gradient ｘ

以下の２条件を定義：
(ＬＭＡＸ) ∃ｘ ∈Ｘ：ｘ は、制約条件のもとにｆの を達成する。＊ ＊ local maximum

, , =0 , =0(ＦＯＣ )∃ｘ ∈Ｘ ＆ λ∈Ｒ ：Φ (ｘ λ α) ＆ ｇ(ｘ α)ｏｌｄ ｘ
＊ ｍ ＊ ＊ ＊

§ 定義：ＳＯＮＣとＳＯＳＣ17.3.
ｎ×ｎ行列Ａ＝［ａ ］ｉｊ

ｘｘ ｉｊ ｉ ｊＡ≡Φ (ｘ λ α) ａ ≡∂ Φ(ｘ λ α)∂ｘ ∂ｘ＊ ＊ ２ ＊ ＊, , or , , /
とｍ×ｎ行列Ｂ＝［ｂ ］ｉｊ

ｘ ｉｊ ｉ ｊＢ≡ｇ (ｘ λ α) ｂ ≡∂ｇ (ｘ λ α) ∂ｘ＊ ＊ ＊ ＊, , or , , /
を定義する。
更に、以下の３条件を定義する：

=0 0(ＳＯＮＣ) ∀Ｂｚ ：ｚＡｚ≦
=0 0 0(ＳＯＳＣ) ∀Ｂｚ ＆ｚ≠ ：ｚＡｚ＜

(ＲＮＫ) Ｂ＝ｍRank
ただし、ｍ＜ｎを仮定。



­ 39 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

§ 定理：17.4.
①ＬＭＡＸ＆ＲＮＫ ＦＯＣ ＆ＳＯＮＣ⇒ ｏｌｄ

②ＦＯＣ ＆ＳＯＳＣ ＬＭＡＸｏｌｄ ⇒

§ 定理：§ の定理より、縁付きヘシアンを使うと17.5. 13.8.
条件(ＳＯＳＣ)
⇔
(ＢＨＣ) ( ) ０ Ｂ ＞０、­1 ｒ ｍｒ

ｍｒ ｒＢ Ａ'
ただし、ｒ＝ ｎで、m+1,m+2,...

１１ １ｒａ ．．． ａ
Ａ ≡ ．．．．．．ｒ

ｒ１ ｒｒａ ．．． ａ

１１ １ｒｂ ．．． ｂ
Ｂ ≡ ．．．．．．ｍｒ

ｍ１ ｍｒｂ ．．． ｂ

§ 定理：17.6.
仮定①ｆとｇ の２階偏微分が存在し、連続的ｉ

②ＦＯＣ とＳＯＳＣが成立ｏｌｄ

③行列 ０ Ｂ
Ｈ ≡＊

Ｂ Ａ'
とすると、｜Ｈ ｜≠０。＊

このときには、陰関数の定理により、連続微分可能な関数ｘ ＝ｘ(α )とλ ＝λ(α )が存＊ ＊ ＊ ＊

在し、
Φ (ｘ(α) λ(α)α)＝ ，ｘ , , 0
Φ ≡ｇ(ｘ(α) α)＝ 式 １λ , 0 17.

が、Ｖ(α )で成立。＊

§ 定義：17.7.
式 １を使って、αの変化がｘやλの与える影響を分析することを、比較静学17.

と言う。comparative statics

注意：これは、変数の微少な変化に対する な影響の分析である。local

§ 定理：17.8.
式 １をα で偏微分すると∃Ｖ(α )：｛∀α α∈Ｖ(α )｝17. * :ｊ

＊

Φ Φ ∂ｘ∂α ＋ Φ ＝０ｘｘ ｘλ ｊ ｘαｊ/
λｘ ｊ λαｊΦ ０ ∂λ∂α Φ/

ただし、すべての偏微分はαで評価されている。
注意：Φ ＝Φ ＝ｇ [ｘ(α) α]ｘλ λｘ ｘ ,
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行列
ｘｘ ｘλΦ Φ

Ｈ≡
Φ ０λｘ

と定義すると、Ｈをα で評価したものがＨ であるから、ある近傍Ｖ(α )で、Ｈも＊ ＊ ＊

となってnonsingular
ｊ ｘｘ ｘλ ｘαｊ∂ｘ∂α ＝－ Φ Φ Φ/ －１

ｊ λｘ λαｊ∂λ∂α Φ ０ Φ/
を得る。
これは、比較静学の基本方程式と呼ばれる。

§ 定理：17.9.
§ の仮定②と③が成り立つときはＢＨＣが成立する。よって、§ の定理より、17.6. 17.5.
行列Ｈの小行列は符号を変えるから、ｈ を行列Ｈの 要素の余因子とするとｉｉ i­i
∀ｉ： (｜Ｈ｜)≠ (ｈ )sign sign ｉｉ

となる。
したがって、Ｈ の対角要素＝ｈ ｜Ｈ｜はすべてマイナスとなる。－１

ｉｉ/

§ 例：17.10.
ｕ(ｘ ｘ )Maximize: １， ２

Ｐ ｘ１＋ｐ ｘ ＝ＭSubject to: １ ２ ２

式 １は17.
Ｍ－Ｐ ｘ１－ｐ ｘ ＝０１ ２ ２

ｕ (ｘ (Ｐ Ｍ) ｘ (ＰＭ))－λ(ＰＭ)ｐ ＝０１ １ ， ２ １, , ,
ｕ (ｘ (Ｐ Ｍ) ｘ (ＰＭ))－λ(ＰＭ)ｐ ＝０ 式 ２２ １ ， ２ ２, , , 17.
で、ｐ で偏微分すると１

１ ２0 －ｐ －ｐ
１ １１ １２Ｈ≡ －ｐ ｕ ｕ
２ ２１ ２２－ｐ ｕ ｕ

で、ＳＯＳＣは Ｈ＞ となる。det 0
式 ２をｐ で微分すると17. １

１ １ １∂ｘ ∂ｐ ｘ/
Ｈ ∂ｘ ∂ｐ ＝ ０２ １/
∂λ∂ｐ λ/ １

したがって
１ １ １∂ｘ ∂ｐ ｘ/

－１∂ｘ ∂ｐ ＝ ０ Ｈ２ １/
∂λ∂ｐ λ/ １
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第２部：経済主体の行動

第１章 消費者行動：消費者と選好順序.
§ 定義：1.1.
消費集合 Ｘ⊂Ｒ は①コンパクト、②Ｘ≠�とする。Consumption set ｎ

初期資産もしくは初期所得をＭ∈Ωとする。

§ 定義：予算集合1.2.
予算集合ｇ(ｐ Ｍ)≡{ｘ∈Ｘ：ｐｘ≦Ｍ}と定義される。ｇ(ｐＭ)≠�とする。, ,
ｐ∈Ｒ 、かつ、Ｍ∈Ωであるから、Ｂ≡Ｒ �Ωとし、(Ｘ τ)を とすｎ ｎ , topological space
ると、関数ｇ(ｐ Ｍ)＝｛ｘ∈Ｘ：ｐｘ≦Ｍ｝は、 (あるいは, set­valued function

)ｇ Ｂ→τを表わす。correspondence :
correspondence需要

§ 定義1.3.
消費者の選好関係は
２項関係 �Binary relation
によって示される。
∀ｘｙ∈Ｘについて、ｘ�ｙは、,
『ｘが、少なくともｙと同じか、
それ以上に良い』ことを示す。

§ 定義1.4.
, topological spaceＸ⊂Ｒ で、(Ｘ τ)をｎ

とする。前と同様に、ｐ∈Ｒ 、Ｍ∈Ω、Ｂ≡Ｒ �Ωとすると、消費者の需要ｎ ｎ

Ｆ：Ｂ→τは以下のように定義される：correspondence
Ｆ(ｐ Ｍ)≡{ｘ∈ｇ(ｐＭ)：[∀ｙ∈ｇ(ｐ Ｍ)：ｘ�ｙ]} 式 １, , , 1.

§ 定義：選好関係�が満たすと思われる性質1.5.
反射 ∀ｘ∈Ｘ：ｘ�ｘAxiom 1 reflexivity
推移 ∀ｘｙｚ∈Ｘ：ｘ�ｙ＆ｙ�ｚ ｘ�ｚAxiom 2 transitivity , , ⇒
完備 ∀ｘｙ∈Ｘ：ｘ�ｙ ｙ�ｘAxiom 3 completeness , or

３性質を満たす選好は、Ｘでの ( ) ( ) (あるいは単にcomplete total quasi pre ­ordering
選好順序)と呼ばれる。 ３を満たさない場合には、( )preference ordering Axiom partial

と言う。もしｘ�ｙ＆ｙ�ｘ⇒ｘ ｙを満たせば、 ( )が消える。quasi­ordering = quasi­ pre­

§ 定義1.6.
ｘ�ｙ、かつｙ�ｘでない場合には、 と呼ばれ、ｘ�ｙと表記する。strictly preferred

§ 定義1.7.
ｘ�ｙかつｙ�ｘのときには、 と言われ、ｘ�ｙと表記。indifferent

§ 定義：1.8.
Axiom 4 continuity
∀ｘ∈Ｘ： 集合{ｙ∈Ｘ ｙ�ｘ}も、 集合{ｙ∈Ｘ：ｘupper contour set : lower contour set
�ｙ}も、Ｘで 閉じている(閉集合となる)ときには選好順序は連続的と言う。closed

1.9. *§ 定理： ｙ
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q選好順序が連続的 ｙ⇔
& & X*∀［点列{ｘ }∈Ｘ {ｙ }∈Ｘ ｘ →ｘｑ ｑ ｑ ＊

q& & Xｙ →ｙ ｘ �ｙ ］ ｘ �ｙｑ ＊ ｑ ｑ ＊ ＊⇒

§ 定義1.10.
集合と 集合のupper contour lower contour

共集合は、無差別集合 Ｉ(ｘ)＝{ｙ∈Ｘ：ｘ�ｙ}intersection indifferent class

§ 定義：1.11.
�をＸで定義された２項関係とする。このときに以下の関係を満たす関数ｕ：Ｘ→Ｒが存
在すれば、この関数は２項関係�を表わす効用関数と呼ばれる：
∃(ｕ：Ｘ→Ｒ)∀(ｘ ｙ∈Ｘ)：ｕ(ｘ)≧ｕ(ｙ) ｘ�ｙ, ⇔

§ 定理：1.12.
(Ｘτ)を可算数 の開集合の基底(＝任意の集合が基底の和集合で表される)を, countable
持つ とし、�をＸで定義されている２項関係で、 ～４を満たすとtopological space Axiom1
すると、連続的な効用関数ｕが存在する。

§ 定義： 単調性1.13. monotonicity
選好順序は、［ｘ≧ｙ＆ｘ≠ｙ］ ｘ�ｙ を満たせば、 と言われる。⇒ monotonic

§ 定義： 飽和点1.14. satiation point
下記条件を満たすとき、ｘ∈Ｘは選好順序�における 飽和点と呼ばれる：satiation point
∀ｙ∈Ｘ：ｘ�ｙ

1.15. Non­satiation§ 定義：
消費者は、以下の条件を満たすとき、点ｘ∈Ｘで と言われる：locally not satiated
∃ｘの開球Ｂ (ｘ)：｛∀［ε：ε∈Ｒ ＆ ＜ε＜δ］∃［ｙ∈Ｂ (ｘ)］：ｙ�ｘ｝δ ε0

注意：①εが実数であるから、財が であることを仮定している。divisible
② のときには、効用関数は、近傍内で一定の値をとることはない。Non­satiation

§ 定理：1.16.
選好順序が点ｘ で で、ｘ ∈Ｆ(ｐ，Ｍ)であれば、ｐｘ ＝Ｍとなる。＊ ＊ ＊locally not satiated
すなわち所得がすべて使われる。

§ 定義：最小支出関数(選好順序による定義)1.17.
Ｅ(ｐｘ)≡ ｛ｐｚ：ｚ∈Ｘ ｚ�ｘ｝, min ,

§ 定理：1.18.
選好順序が｛∀ｘ∈Ｆ(ｐ，Ｍ)： ｝であれば、Ｅ(ｐ ｘ)＝ｐｘlocally not satiated ,
注意： のときにはＥ(ｐｘ)＝ｐｚ＜ｐｘとなる。locally satiated ,

§ 定義：1.19.
Ｘの選好順序は以下の条件を満たすとき と言われる：convex

convex∀ｘ∈Ｘ：集合｛ｙ∈Ｘ：ｙ�ｘ｝が

§ 定理：1.20.
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選好順序が 効用関数は 。convex quasi­concave⇔

§ 定義：1.21.
Ｘの選好順序は以下の条件を満たすとき と言われる：strictly convex
∀[ｘ∈Ｘ ｙ∈Ｘｘ≠ｙ ｘ�ｙθ∈Ｒ ≦θ≦ ]：θｘ ( θ)ｙ�ｙ, , , , ,0 1 + 1­

§ 定理：1.22.
strictly convex strictly quasi­concave選好順序が 効用関数は⇔

1.23. cheaper point or interior point§ 定義：
以下の条件を満たすとき、 を満たすと言う：cheaper point assumption
任意の点ｘ∈Ｘと価格ｐが与えられたとき、∃ｙ∈Ｘ：ｐｙ＜ｐｘ

注意：消費集合Ｘが内点(∀ｉ：ｘ ＞ )を持てば、 条件は満たされる(Ｘがｉ 0 cheaper point
３点からなれば内点を持たない)。

第２章需要 と需要関数の連続性. correspondence
§ 注意：2.1.

single­valued function set­valued function set­valued以下では、 と を区別するため、
を写像あるいは コレスポンデンスと呼ぶ。function correspondence

§ 定義： (§ まで§ などの再褐)2.2. upper semi­continuous 2.6. 5.37
Ｘ⊂Ｒ で、(Ｘ τ)を 、Ｙ⊂Ｒ とし、 Ｆ：Ｙ→τを考ｎ ｍ, topological space correspondence

upperえる。Ｘはコンパクトとすると、以下の条件を満たせば、Ｆはｙ ∈Ｙで、＊

と言われる：hemi­continuous
∀[数列ｘ →ｘ ｙ →ｙ ｘ ∈Ｆ(ｙ )］：ｘ ∈Ｆ(ｙ )ｑ ＊ ｑ ＊ ｑ ｑ ＊ ＊, ,

§ 定義：2.3.
Ｙ⊂Ｒ 、Ｘ⊂Ｒ 、 (Ｘτ)を考える。 Ｆ：Ｙ→τとすｍ ｎ topological space , correspondence
るとき、以下の条件を満たすものを と呼ぶ。graph
Ｇ(ｙ)もしくはＧ(Ｆ)≡｛(ｘ ｙ)：ｘ∈Ｘ ｙ∈Ｙ ｘ∈Ｆ(ｙ)｝, , ,

§ 定理：2.4.
Ｆ(ｙ)の が閉集合 Ｆ(ｙ)は 。correspondence graph upper hemi­continuous⇔

2.5. lower hemi­continuous or lower semi­continuous§ 定義：
Ｘ⊂Ｒ で、(Ｘ τ)を とし、 Ｆ：Ｙ→τを考える。 こｎ , topological space correspondence
のときに以下の条件を満たせば、 Ｆはｙ∈Ｙで、 ：correspondence lower hemi­continuous
∀[数列ｙ →ｙ ｘ∈Ｆ(ｙ)］：∃［数列ｘ →ｘ］∀［ｑ：ｘ ∈Ｆ(ｙ )］ｑ ｑ ｑ ｑ,

§ 定義：2.6.
は かつ であれば、correspondence upper hemi­continuous lower hemi­continuous

と言われる。continuous

§ 定理：2.7.
予算 ｇ(ｐ Ｍ)≡{ｘ∈Ｘ：ｐｘ≦Ｍ}を考える。§ で定義された予算correspondence , 1.2.

ｇ：Ｂ→τは以下の条件を満たす：correspondence
1.23. convex予算集合が内点を持ち（§ を参照）、かつ
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, lower hemi­continuous⇒ ∀［(ｐ Ｍ)∈Ｂ］：ｇ(ｐ，Ｍ)は

§ 定理：2.8.
予算 の は なため、 でもあり、結局、correspondence graph closed upper hemi­continuous

である。continuous

§ 定義：2.9.
Ｘ⊂Ｒ で、(Ｘ τ)を とする。ｕ：Ｘ→Ｒを効用関数とすると、消費ｎ , topological space
者の需要 Ｆ：Ｂ→τは以下のように定義される：correspondence
Ｆ(ｐＭ)≡{ｘ∈ｇ(ｐＭ) [∀ｙ∈ｇ(ｐ Ｍ)：ｕ(ｘ)≧ｕ(ｙ)]} 式 １, , : , 2.

注意：これは式 １を効用関数を使って定義しなおしただけである。ただし、この場合に1.
は、効用関数の存在を保証するため １～４を仮定する必要がある(§ 参照)。Axiom 1.12.

§ 定理：2.10.
予算 ｇ(ｐ Ｍ)が で、選好順序が連続的(§ )correspondence , lower hemi­continuous 1.8.

, upper hemi­continuous⇒ ∀(ｐＭ)∈Ｂ：Ｆ(ｐ，Ｍ)は

§ 定理：2.11.
選好順序�が (§ 参照)であれば、需要 Ｆ(ｐＭ)の はconvex 1.20. correspondence , graph
になる。convex

§ 定理：2.12.
選好順序�が とする。また、予算集合ｇ(ｐＭ)が とする。このstrictly convex , compact
ときには、需要 Ｆ(ｐ Ｍ)は、 な連続関数となり、また、財correspondence , single­valued
価格と所得の０次同次関数となる。

§ 定理：§ と§ よりの系2.13. 2.12. 1.22.
効用関数が で、予算集合ｇ(ｐ Ｍ)がコンパクトであれば、需要strictly quasi­concave ,

Ｆ(ｐ Ｍ)は、 な連続関数となり、また、財価格と所得の０次correspondence , single­valued
同次関数となる。

第３章効用関数と需要関数の微分可能性.
§ 定義：3.1.
以下では、効用関数ｕ：Ｘ→Ｒは以下の条件を満たすと仮定する：
(Ａ１)２階連続微分可能、
したがって、２階の偏微分係数分が存在し連続的
(Ａ２)増加関数、 ∀ｘｙ∈Ｘｘ�ｙ：ｕ(ｘ)＞ｕ(ｙ)i.e. , ,

/ 0したがって、∂ｕ∂ｘ ＝ｕ ＞ｉ ｉ

strictly quasi­concave i.e.(Ａ３) 、
∀(ｘｙ∈Ｘｕ(ｘ)≧ｕ(ｙ))＆∀(θθ⊂Ｒ＆θ∈( ))：, : : 0,1

ｕ(θｘ ( θ)ｙ)＞ｕ(ｙ)+ 1­
このときには、§ により、需要 は となる。2.13. correspondence single­valued function

§ 定理：(証明は )3.2. Handbook of Mathematical Economics, p.404
Ｕ をｕのヘシアンとする。ｘｘ

strictly quasi­concave : =0 0ｕ(ｘ)が ∀(ｚ∈Ｒ ｕ ｚ )：ｚＵ ｚ≦⇒ ｎ
ｘ ｘｘ
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concave quasi­concave concave 0注意： ⇒ 。また、 ⇒∀ｚ∈Ｒ ：ｚＵ ｚ≦ｎ
ｘｘ

§ 定義：3.3.
な効用関数は以下の条件を満たすとき な効strictly quasi­concave strongly quasi­concave

用関数と言われる：
: =0 0∀(ｘ∈Ｒ ｕ ｚ ＆ｚ≠０)：ｚＵ ｚ＜ｎ
ｘ ｘｘ

§ 定義：3.4.
(ｎ＋１)×(ｎ＋１)のヘッセ縁付き行列を以下のように定義する：

ｘ０ ｕ
Ｈ≡ 式 １3.

ｘ ｘｘｕ Ｕ

§ 定義：(§ 再褐)3.5. 12.11
ヘッセ縁付き行列のｋ＋１番目の 連続的主小行列式をＢ とsuccessive principal minor ｋ

表記すると。Ｂ はｋ番目のヘッセ縁付き行列式 とｋ the k­th bordered Hessian determinant
言われる：

§ 定理：(§ 再褐)3.6. 12.12
quasi­concave 0, 0,..., 0①ｕが ∀(ｘ≧０)：Ｂ ≧ Ｂ ≦ (－１) Ｂ ≧⇒ ２ ３ ｎ

ｎ

0, 0, 0..., 0②∀(ｘ∈Ｒ )：Ｂ ＜ Ｂ ＞ Ｂ ＜ (－１) Ｂ ＞ｎ ｎ
１ ２ ３ ｎ

strictly quasi­concave⇒ｕはＲ でｎ

注意：ともに ではない。特に、②で でもＢの は保⇔ strictly quasi­concave nonsingularity
証できないことに注意。

§ 定理：3.7.
strongly quasi­concave効用関数が単調増加関数で、

3. nonsingular⇔ヘッセ縁付き行列(式 １)が

§ 定義：限界代替率3.8.
効用関数の効用を一定にして、ｘ とｘ を変動させると、 にｉ ｊ locally
(∂ｕ ∂ｘ )ｄｘ ＋(∂ｕ ∂ｘ )ｄｘ 。/ / =0ｉ ｉ ｉ ｊ

これより、限界代替率を定義
Ｒ ＝－ｄｘ ｄｘ ＝(∂ｕ ∂ｘ ) (∂ｕ ∂ｘ )ｉｊ ｊ ｉ ｉ ｉ/ / / /

§ 説明：3.9.
限界代替率が逓減とは

ｉｊ ｉ ｉｊ ｉ ｉｊ ｊ ｊ ｉｄＲ ｄｘ ＝∂Ｒ ∂ｘ ＋(∂Ｒ ∂ｘ )・ｄｘ ｄｘ/ / / /
＝［ｕ ｕ －２ｕ ｕ ｕ ＋ｕ ｕ ］ｕ ＜ 式 ２ｉｉ ｊ ｉ ｊ ｉｊ ｊｊ ｉ ｊ

２ ２ ３/ 0 3.

§ 定理：3.10.
式 ２の[ ]内の式は、ｚ ＝ｕ 、ｚ ＝－ｕ 、その他のｚ (ｋ≠ )とおいたときに3. =0 i,jｉ ｉ ｊ ｊ ｋ

はヘシアンによる２次形式ｚＵ ｚそのものである：ｘｘ

ｊ ｉ ｉｉ ｉｊ ｊ[ ｕ ｕ ] ｕ ｕ ｕ­ ­
ｊｉ ｊｊ ｉｕ ｕ ｕ

また、ｚ ＝ｕ 、ｚ ＝－ｕ の場合にはｕ ｚ －ｕ ｕ ＋ｕ ｕ となるから、以下の命ｉ ｉ ｊ ｊ ｘ ｉ ｊ ｊ ｉ= =0
題が成立する：

限界代替率が逓減strongly quasi­concave⇒
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§ 定理：3.11.
によって、上記の反対の命題が成立することも示されてる。よってArrow­Enthoven

限界代替率が逓減strongly quasi­concave⇔

注意：したがって 効用関数が であれば、ヘッセ縁付き行列がstrictly quasi­concave
となって、限界代替率が逓減する。この反対も成立する。nonsingular

§ 定理：3.12.
需要関数Ｆ(ｐ Ｍ)が、ｘ で(ｐ Ｍ)に関して連続微分可能, ,＊

, nonsingular⇔以下の行列がｘ ＝Ｆ(ｐ Ｍ)で＊

０ ｐ
ｐ Ｕ 式 ３ｘｘ

＊ 3.

§ 定理：3.13.
3. nonsinglular 3. nonsingular式 ３が ヘッセ縁付き行列式 １が⇔

§ 定理：微分可能性のまとめ3.14.
効用関数が２階連続微分可能で、増加関数で、 とすると、§ とstrictly quasi­concave 3.7.
§ と§ と§ より、以下の命題が成立する：3.11. 3.13. 3.12.

strongly quasi­concave需要関数が微分可能 効用関数が⇔

3. nonsingular限界代替率が逓減 ヘッセ縁付き行列式 １が⇔

§ 定義：補償需要関数(選好順序による定義)3.15.
ｎ次元ベクター関数を以下のように定義：
ｑ(ｐｘ)≡Ｆ(ｐＥ(ｐ ｘ)), , ,
ただし、
Ｅ(ｐｘ)≡ ｛ｐｚ：ｚ∈Ｘ ｚ�ｘ｝, min ,

§ 定理：(§ 再褐)3.16. 16.16
ｑ(ｐｘ)が微分可能で、選好順序が連続で 、消費集合が で, locally non­saturated convex

を持つとし、Ｓ ≡∂ｑ ∂ｐ 、Ｓ≡［Ｓ ］とおけばinterior point /ｉｊ ｉ ｊ ｉｊ

① ｐ∂ｑ∂ｐ ＝Σ ｐ ∂ｑ ∂ｐ ＝０/ /ｊ ｉ ｉ ｉ ｊ

ｊ ｊ② ∂Ｅ(ｐ ｘ)∂ｐ ＝ｑ, /
③ ∂ｑ ∂ｐ ＝∂ｑ ∂ｐ －ｑ ∂ｑ ∂Ｍｉ ｊ ｉ ｊ ｊ ｉ/ / /＊

④ Ｓは対称行列
negative semidefinite / 0⑤ Ｓは 、したがって、∂ｑ ∂ｐ ≦ｉ ｉ

⑥ Ｓｐ＝Σ ∂ｑ ∂ｐ ・ｐ ＝０ｊ ｉ ｊ ｊ/

注意：
substitution matrix or matrix of net substitution term行列Ｓは代替行列

3.16. Shephard lemma§ ②は
§ ③は 方程式3.16. Hicks­Slutsky

第４章 生産技術Ⅰ.
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§ 定義：生産集合Ｙ4.1.
, =technically possible production一般的な生産集合Ｙ⊂Ｒ ＝｛ｙ：ｙ∈Ｒ ｙｎ＋ｍ ｎ＋ｍ

｝。process
ｉ １ｙ ≧ ， は 、 ｑ0 i=1,...,n output
ｙ ≦ ， は 。ｉ 0 i=n+1,...,n+m input

§ 定義：4.2.
ｉ １output for i=1,...,n：ｑ≡ｙ ｘ

input for i=n+1,...,n+m： ｘ≡ｙｉ
と定義すると、ｙ＝(ｑ ｘ)と表わせ、,
ある点が生産集合のメンバーであるときは、 Ｙ
(ｑｘ)∈Ｙと表記できる。,

§ 定義：4.3.
一般的に以下のような性質が仮定される。
仮定Ｙ１：Ｙは閉集合。

convex仮定Ｙ２：Ｙは
仮定Ｙ３：０∈Ｙ（まったく生産しないこと可能）
仮定Ｙ４：∃ｙ∈Ｙ：すくなくとも１つのｉについてｙ ＞ （ ）ｉ 0 productiveness

0 or仮定Ｙ５：ｙ≧ ｙ�Ｙ⇒
Ｙ∩Ω＝｛０ ｝（生産要素なしに生産できない）ｎ＋ｍ

仮定Ｙ６：(ｑ ｘ)∈Ｙ＆ｘ�ｘ (ｑ ｘ)∈Ｙ（ ）, ' , ' Free disposal⇒
仮定Ｙ７：(ｑ ｘ)∈Ｙ＆ｑ�ｑ (ｑ ｘ)∈Ｙ（ ）, ' ', Free disposal⇒
仮定Ｙ８：∀(ｑ ｘ)∈Ｙ：∞＞ｑ�０(ｙ ), is bounded from above

注意：Ｙ２の は、 に財の無限分割性を仮定している。convexity implicitly

4.4. Efficient Point§ 定義：
Ｙを生産集合とする。 ∈Ｙは以下の条件を満たすとき、生産集合Ｙの とy Efficient point＊

言われる：
＊�ｙ∈Ｙ：ｙ�ｙ

§ 定義：4.5.
は、境界点の集合(上図の境界線)で、これより、 変Efficient point transformation function

換関数(あるいは陰関数形式の生産関数)が考えられる：
ｆ (ｑ ｘ)＝０。～ ,
これより、ｑ ≡ｑ ｑ と置けば、ｑ の生産関数として、＊

２ ｍ １,...,
ｑ ＝ｆ(ｑ ，ｘ)１

＊

が定義できる。
ｆは、直接的には以下のように定義される：
ｆ(ｑ ｘ)≡ ｛ｑ ：(ｑ ，ｑ ｘ)∈Ｙ｝＊ ＊, max ,ｑ１ １ １

注意：ｑ の値が大きすぎるときには、ｑ は－∞になり、関数を定義できない可能性がある。＊
１

上記の定義はこの点を考慮していない。

§ 例：4.6.
２財ｑ ｑ 、２生産要素ＫＬのケースであれば は１ ２, , transformation function
ｆ (ｑ ｑ Ｋ Ｌ)＝０～

１ ２, , ,
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となる。生産関数は
ｑ ＝ｆ(ｑ ＫＬ)１ ２, ,

と表わされる。

§ 定理：4.7.
生産集合が§ の仮定Ｙ１２６７８を満たせば、関数ｆは以下の条件を満たす：4.3. , , , ,
①上から連続的、すなわち
Ｌ(ｑ )≡｛(ｑ ｘ)：ｆ(ｑ ｘ)≧ｑ ｝は閉集合 式 １１ １

＊ ＊, , 4.
② となるconcave function
③ に関して非減少関数であるinput

§ 注意：4.8.
set­valued function 4. correspondence upper写像Ｌは であるから、式 １は Ｌが
であることを示す（§ の定理を参照）。 はhemi­continuous 2.4. continuous from above
な を生み出すような関数の性質である。upper hemi­continuous correspondence

§ 定理： ｑ ｐｑ ｗｘ4.9. ­
生産集合Ｙ∈Ｒ とする。ｎ

∃［ｐ：ｐ＞ ｐ∈Ｒ ‖ｐ‖＜∞］∀［ｙ∈Ｙ］ 生産関数0, ,ｎ

efficient point：ｐｙ ≧ｐｙ ｙ は＊ ＊⇒

§ 定理：4.10.
生産集合Ｙ∈Ｒ が とする。ｎ convex
ｙ は ｘ＊ efficient point⇒
∃［ｐ：ｐ� ｐ∈Ｒ ‖ｐ‖＜∞］∀［ｙ∈Ｙ］：ｐｙ ≧ｐｙ0, ,ｎ ＊

注意：これらの定理より、 は利潤最大化と結びつく。efficient point

第５章生産技術Ⅱ.
§ 定義：5.1.
(ＲＧＬＲ) 生産関数ｆ(ｘ)は

①ｆ：Ｒ →Ω (正実数値)、 ②有限、 ③２階微分可能、ｎ ＋

strictly strictly quasi­concave④ 増加関数、 ⑤

注意：このときには、利潤最大化・費用最小化の解はユニーク。

§ 定義：費用最小化問題(再褐)5.2.
(ＣＭ) ｗｘMinimize:

Subject to: 0ｆ(ｘ)≧Ｑ、ｘ≧
ただし、Ｑは生産量ベクター、ｗは賃金率ベクターでともにプラスで一定。ｆは生産関数。

§ 定義：ＦＯＣ＋(再褐)5.3.
ｆ ≡∂ｆ∂ｘ とすると、ＦＯＣ＋はｉ ｉ/
－ｗ ＋λ ｆ (ｘ )≦ 、ｉ ｉ

＊ ＊ 0
+ =0［－ｗ λ ｆ (ｘ )］ｘｉ ｉ
＊ ＊ ＊

λ ［ｆ(ｘ )－Ｑ ］ 、＊ ＊ =0
ｆ(ｘ)－Ｑ≧ 、ｘ ≧ 、λ ≧ 式 １0 0 0 5.＊ ＊
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すべてのｘ についてｘ ＞ であれば、 解で、この場合には、ｉ ｉ 0 interior
ｉ ｉ∀ｉ：λ ｆ (ｘ )＝ｗ＊ ＊

あるいは
∀ｉ，ｊ：λ＝ｗ ｆ (ｘ )＝ｗ ｆ (ｘ ) 式 ２ｉ ｉ ｊ ｊ/ / 5.＊ ＊

となって、これから要素需要関数ｘ ＝ｘ (ｗＱ)とλ＝λ(ｗＱ)を得る。ｉ ｉ
＊ , ,

§ 定義：最小費用関数5.4.
Ｃ(ｗ Ｑ)≡ｗ・ｘ(ｗ Ｑ)＝Σ ｗ ｘ (ｗ Ｑ), , ,ｉ ｉ ｉ

§ 定義： 関数5.5. homothetic
同次関数の連続単調変換で定義される関数は 関数と呼ばれる。homothetic

注意：ただし、経済学では、１次同次関数の連続的な単調非減少関数による変換と定義され
ることが多い。以下でも、この定義を使う。

§ 定義：5.6.
１次同次関数ｆ(ｘ)の、連続的な非減少関数φ(・)による変換
ｇ(ｘ)≡φ(ｆ(ｘ))

よってによって得られる関数を 関数と言う。homothetic

注意： な生産関数はホモセティックな生産関数である。linear homogeneous

§ 定理：(ここからしばらくは、 を参照)5.7. Takayama, Analytical Methods in Economics
ｆ(ｘ)がホモセティックな生産関数でＲＧＬＲを満たす
⇔
最小費用関数が以下の意味で分離可能 ：separable
∀ｗ＞ とＱ＞ ：Ｃ(ｗ Ｑ)＝ｈ(ｗ)φ(Ｑ)0 0 ,
注意：このときには、λ＝∂Ｃ∂Ｑより、λ(ｗ Ｑ)＝ｈ(ｗ)φ(Ｑ)。 よ/ , ' Shephard lemma
り、ｘ ＝ｈ(ｗ)φ(Ｑ)。ｉ '

§ 定理：5.8.
の により、∂Ｃ∂ｗ ＝ｘ 。よって以下の命題が成立する：Shephard lemma / ｉ ｉ

ｆ(ｘ)がホモセティックな生産関数でＲＧＬＲを満たす
⇔
要素需要関数が以下の意味で分離可能 ：separable
∀ｗ＞ とＱ＞ ：ｘ (ｗＱ)＝ｈ (ｗ)φ(Ｑ)0 0 ,ｉ ｉ

ただし、ｈ (ｗ)≡∂ｈ ∂ｗ 。ｉ ｉ/

§ 定理：5.9.
ｆ(ｘ)がホモセティックな生産関数でＲＧＬＲを満たす
∀ｗ＞ ：すべての 規模拡大経路は原点を通る直線となる⇔ 0 expansion path

すなわち、ホモセティックな生産関数では、原点を通る直線上の傾きは常に一定。

§ 定理(上記定理の系)：5.10.
関数の偏微分係数の比は０次同次関数で、変数の比にのみ依存するhomothetic

§ 定義：要素需要の生産量に関する弾力性 ｆ(λ)5.11.



­ 50 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

η ≡[∂ｘ (ｗ Ｑ)∂Ｑ](Ｑｘ ) ｆ(λ)ｉ ｉ ｉ, / /
λｆ

§ 定理：5.12.
ｆがホモセティックであれば、 ｆ( )1
∀ｉｊ：η ＝η （＝φＱφ）, ' /ｉ ｊ

ｆが線形同次であれば、φ(ｆ(ｘ))＝ｆ(ｘ)＝Ｑ、
かつφ＝１のため ∀ｉ：η ＝１' ｉ

§ 定義：規模係数5.13.
α(λｘ )≡ｆ(λｘ ) [λｆ(ｘ )] λｆ( ) λ, / 1０ ０ ０

ただし、λは あるいは と言う。scale coefficient scale factor

§ 定義：5.14.
以下の条件を満たすときには、 規模に関して収穫逓増（ＩＲincreasing returns to scale
Ｓ ）と言う：ｓｃｌ

∀λ＞１：α(λ ｘ )＞１, ０
λ＝１：α(λ ｘ )＝１, ０
∀０＜λ＜１：α(λ ｘ )＜１, ０
不等号が反対になると、 (ＤＲＳ )と言う。decreasing returns to scale ｓｃｌ

また、以下の条件を満たすときは (ＣＲＳ )と言う：constant returns to scale ｓｃｌ

, =1∀λ：α(λ ｘ )０

§ 定義：費用の生産量に関する弾力性5.15.
ε(Ｑ)≡[∂Ｃ(ｗ Ｑ)∂Ｑ](ＱＣ), / /

注意：これは、ＭＣＡＣである。/

§ 定理：ｉ 番目要素の費用におけるシェアー5.16. ­
θ ≡ｗ ｘ Ｃｉ ｉ ｉ/
とすると

ｊ ｊε＝Σθ η

convex combination注意：Σθ ＝１であるから、εはη のｊ ｊ

§ 定義：ＭＣ・ＡＣの大小とＩＲＳ5.17.
ｍｃε(Ｑ)＜１ ＩＲＳ⇔
ｍｃε(Ｑ)＝１ ＣＲＳ⇔
ｍｃε(Ｑ)＞１ ＤＲＳ⇔

§ 定義：平均費用5.18.
β(Ｑ)≡Ｃ(ｗ Ｑ)Ｑ, /

§ 定義：平均費用の傾きとＩＲＳ5.19.
ａｃβ(Ｑ)＜０ ＩＲＳ' ⇔
ａｃβ(Ｑ)＝０ ＣＲＳ' ⇔
ａｃβ(Ｑ)＞０ ＤＲＳ' ⇔

§ 定義：規模の弾力性5.20.
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生産関数をｆ(λｘ )と表わし、μを以下のように定義する：０

μ(λｘ)≡[∂ｆ(λｘ )∂λ](λｆ(λｘ )), / /０ ０

これは、規模λが１％増加したときの生産量の増加％を示す。

§ 定義：5.21.
０ ｅｌｓ∀λ＞ ：μ(λ ｘ )＞１ ＩＲＳ0 , ⇔
０ ｅｌｓ∀λ＞ ：μ(λ ｘ )＝１ ＣＲＳ0 , ⇔
０ ｅｌｓ∀λ＞ ：μ(λ ｘ )＜１ ＤＲＳ0 , ⇔

§ 定理：5.22.
ｓｃｌ ｍｃ ａｃ ｅｌｓＣＲＳ ＣＲＳ ＣＲＳ ＣＲＳ⇔ ⇔ ⇔
ｓｃｌ ｅｌｓ ｍｃ ａｃＩＲＳ ＩＲＳ ←(生産関数がホモセティック)⇒ ＩＲＳ ＩＲＳ⇔ ⇔
ｓｃｌ ｅｌｓ ｍｃ ａｃＤＲＳ ＤＲＳ ←(生産関数がホモセティック)⇒ ＤＲＳ ＤＲＳ⇔ ⇔

注意：ＩＲＳ とＩＲＳ は、 に沿っての定義であり、ＩＲＳ とＩＲｓｃｌ ｅｌｓ ａｃexpansion path
Ｓ は費用最小化経路に沿った定義である。ｍｃ

§ 定義：5.23.
ＩＲＳの は以下のように定義する：local measure
α ＝ｌｉｍ α(λ ｘ )＊

λ→１ ０,
ε ＝ｌｉｍ ε(Ｑ)＊

Ｑ→Ｑ１

β ＝ｌｉｍ β(Ｑ)＊
Ｑ→Ｑ１

μ ＝ｌｉｍ μ(λ ｘ )＊
λ→１ ０,

ただし、Ｑ ≡ｆ(ｘ )。１ ０

§ 定理：5.24.
＊ ＊ ＊ ＊α ＝ε ＝β ＝μ

§ 注意：5.25.
ｍ次同次関数の定義は、λ∈Ｒに対してｆ(λｘ)＝λ ｆ(ｘ)。ｍ

これをλで微分すると
ｘｆ ＝ｍλ ｆ(ｘ)ｘ

ｍ－１

よって、ｍ＝１すなわち１次同次であれば、規模の弾力性のμ ＝１。＊

一般には
μ ＝ｌｉｍ （λｆ(λｘ)）（∂ｆ(λｘ) ∂λ）＊

λ→１ / /
と定義する。したがって
μ ＝ｌｉｍ （λλ ｆ）（ｍλ ｆ）＝ｌｉｍ ｍλ＝ｍ＊ ｍ ｍ－１

λ→１ λ→１/

第６章生産技術Ⅲ.
§ 定義：代替弾力性σ6.1.
生産要素が２種類ｘ ｘ のケースで、生産関数ｆ(ｘ ｘ )を考えると代替弾力性は、以１ ２ １ ２, ,
下のように定義される：
σ≡ｌｉｍ －[△(ｘ ｘ ) (ｘ ｘ )]／[△(ｗ ｗ ) (ｗ ｗ )]△（ｗ１／ｗ２）→０ １ ２ １ ２ １ ２ １ ２/ / / / / /
＝－［∂(ｘ ｘ ) (ｘ ｘ )]／[∂(ｗ ｗ ) (ｗ ｗ )］１ ２ １ ２ １ ２ １ ２/ / / / / /

これは
『要素価格の相対価格の変化率に対する要素比率の変化率』
を表わす。
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また、 (ｘｙ)＝ (ｙ ｘ) 、すなわち、ｘ ｙの 上昇はｙ ｘの の減少であるlog / log / / 1% / 1%－１

から、
σ＝［∂(ｘ ｘ ) (ｘ ｘ )]／[∂(ｗ ｗ ) (ｗ ｗ )］１ ２ １ ２ ２ １ ２ １/ / / / / /
と書くこともできる。
また、要素価格をｗ とｗ とすると、式 ２より、以下のようにも表わされる：１ ２ 5.
σ＝[∂(ｘ ｘ ) (ｘ ｘ )]／[∂(ｆ ｆ ) (ｆ ｆ )] 式 １１ ２ １ ２ ２ １ ２ １/ / / / / / 6.
ただし、ｆ ≡∂ｆ∂ｘ 、 。ｉ ｉ/ i=1,2

§ 説明例：6.2.
関数Ｑ＝Ｋ Ｌ の場合にはCobb­Douglas α β

ｆ ＝αＱＫ、ｆ ＝βＱＬＫ Ｌ/ /
∂(ｆ ｆ )∂(Ｌ Ｋ)＝ｄ[(αＱ Ｋ) (βＱＬ)]／ｄ(Ｌ Ｋ)Ｋ Ｌ/ / / / / / /
＝ｄ(αＬ βＫ)ｄ(ＬＫ)＝α β/ / / /

これらを式 １を書き換えた次式に代入するとσ＝１を得る。6.
σ＝[∂(ｘ ｘ )∂(ｆ ｆ )][(ｆ ｆ ) (ｘ ｘ )]１ ２ ２ １ ２ １ １ ２/ / / / / /

§ 定理：6.3.
一般的には
σ＝ ｆ ｆ (ｘ ｆ ＋ｘ ｆ ) [ｘ ｘ (ｆ ｆ － ｆ ｆ ｆ ＋ｆ ｆ )]­ / 2１ ２ １ １ ２ ２ １ ２ １１ ２ １２ １ ２ ２２ １

２ ２

となる。

6.4. isoquant§ 定義：等産出量曲線
ｙ∈Ｒ、ｘ∈Ｒ とする。生産関数をｙ＝ｆ(ｘ)を考えるとき、ｎ

Ｓ≡｛ｘ∈Ｒ ：ｆ(ｘ)＝ｙ ｝ｍ
０

を等産出量曲線と言う。
このときには
Σｆ ｄｘ ＝０。ｉ ｉ

２要素のときには
ＭＰ ｄｘ ＋ＭＰ ｄｘ ＝０１ １ ２ ２

より、技術的限界代替率
１２ ２ １ ２ １ＭＲＳ ≡ｄｘ ｄｘ ＝－ＭＰ ＭＰ/ /

§ 注意：6.5.
技術的限界代替率逓減は
ｄＭＲＳ ｄｘ ＜ を意味するから１２ １/ 0

１２ １ １２ １ １２ ２ ２ １ｄＭＲＳ ｄｘ ＝∂ＭＲＳ ∂ｘ ＋(∂ＭＲＳ ∂ｘ )・ｄｘ ｄｘ/ / / /
＝［ｆ ｆ －２ｆ ｆ ｆ ＋ｆ ｆ ］ｆ ＜０１１ ２ １ ２ １２ ２２ １ ２

２ ２ ３/
となる必要がある。

注意：§ と§ より、ＭＲＳの傾き具合と代替弾力性には関係があることがわかる。6.3. 6.5.

第７章生産関数・費用関数の具体的な関数形について.
§ 定義：生産関数①：7.1.

生産関数Leontief
ｙ＝ (ａｘ ｂｘ )min ,１ ２

ただし、ａｂ＞ 。σ＝０。, 0
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§ 定義：生産関数②7.2.
生産関数Cobb­Douglas
α βｙ＝Ａｘ ｘ１ ２

ただし、σ＝１＆μ＝α＋β

§ 定義：生産関数③7.3.
生産関数CES

－ρ －ρ －ｖ／ρｙ＝γ[δｘ ＋( δ)ｘ ］１ ２1­
ただし、 ＜δ＜ 、ρ≧ 、σ＝ ( ρ)、μ＝ｖ。0 1 ­1 1/ 1+

§ 定理：7.4.
生産関数の性質①CES

－ρ １＋ρＭＰ ＝δγ (ｙ ｘ )１ １/
－ρ １＋ρＭＰ ＝( δ)γ (ｙ ｘ )２ ２1­ /

生産関数の性質②CES
１／σＭＲＳ ＝(δ／(１－δ))(ｘ ／ｘ )１２ ２ １

§ 定理：7.5.
生産関数の性質③CES
σ＝１のときにはＣＥＳ生産関数は 生産関数になる。Cobb­Douglas
σ＝０のときにはＣＥＳ生産関数は 生産関数になる。Leontief

§ 定義：7.6.
を以下のように定義する：Translog function
０ ｉ ｉ ｉ ｊ ｉｊ ｉ ｊlog , + log + 1/2 log logＣ(ｗＱ)＝ａ Σａ ｗ ( )Σ Σ ａ ｗ ｗ
Σｂ ｗ Ｑ [ｃ Ｑ ( )ｃ ( Ｑ) ]+ log log + log + 1/2 logｉ ｉ １ ２

２

ただし、Ｃ(ｗ Ｑ)がｗについて１次同次であるため、また、ヘシアンが対称行列になるた,
めに、以下の条件が必要：
Σ ａ ＝１、 ∀ｉ：Σ ａ ＝ 、ａ ＝ａ 、 Σ ｂ ＝０。ｉ ｉ ｊ ｉｊ ｉｊ ｊｉ ｉ ｉ0

注意： は、 をとった任意の関数を 展開して、２次形式で近似しtranslog function log Taylor
た式と考えられる。

第８章双対関係： 双対性：生産者行動. introduction to
§ 定義：費用関数8.1.
ｎ次元の生産要素ベクターをｘ≧０、要素価格ベクターをｗ＞ とする。生産関数はｑ0
＝ｆ(ｘ)でＲ →Ｒ。ｎ

このときには費用関数は以下のように定義される：
Ｃ(ｗ ｑ)≡ ｛ｗｘ：ｆ(ｘ)≧ｑ｝ 式 １, min 8.ｘ

§ 定義：8.2.
集合Ｑ≡｛ｑ∈Ｒ：ｑ∈ ｆ｝は、Ｑ≡｛ｑ：ｑ ≦ｑ＜ｑ ｝となる。range ｍ Ｍ

ただし、ｑ ＝ｆ(０)。したがって、下から有界である。ｍ

ｑ は で、＋∞であってもよい。Ｍ least upper bound
集合Ｗ≡｛ｗ∈Ｒ ：∀ｉ：ｗ ＞ ｝ｎ

ｉ 0

§ 定義：8.3.
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条件( Ⅰ)(§ で１度定義されている)8. 4.7.
ｆは『上から連続的』
∀ｑ∈Ｑ：Ｌ(ｑ)≡｛ｘ：ｘ≧ ，ｆ(ｘ)≧ｑ｝は閉集合。0

注意：①これは、ｑが技術的に生産可能であることを仮定する。
②ｆが連続関数であれば、上から連続的となる。
③これらの仮定で、制約集合は下から有界で、閉集合となり、費用最小化問題式 １に8.
は解が存在する。

＊④上から連続は、以下のようにも定義できる：∀ｘ ≧ｘ ≧ｘ ．．． ｌｉｍｘ ＝ｘ１ ２ ３ ｊ&
ｆ(ｘ )＝ｆ(ｘ )⇒ lim ｊ ｊ

＊

§ 定理：8.4.
条件( Ⅰ)が満たされると、以下の条件が満たされる：8.
条件( Ⅱ)8.
①∀ｑ∈Ｑ＆ｗ∈Ｗ：Ｃ(ｗ ｑ)≧０,
②∀ｑ∈Ｑ＆ｗ∈Ｗ＆ｋ∈Ｒ＆ｋ＞ ：Ｃ(ｋｗｑ)＝ｋＣ(ｗｑ)0 , ,
すなわち 。linear homogeneous
③∀ｑ∈Ｑ：ｗ ＞ｗ Ｃ(ｗ ｑ)≧Ｃ(ｗ ｑ)１ ２ １ ２⇒ , ,

, concave function④∀ｑ∈Ｑ：Ｃ(ｗ ｑ)はｗの
⑤∀ｑ∈Ｑ＆ｗ∈Ｗ：Ｃ(ｗ ｑ)はｗの連続関数,
⑥∀ｑ∈Ｑ＆ｗ∈Ｗ：ｑ ＞ｑ Ｃ(ｗｑ )≧Ｃ(ｗｑ )１ ２ １ ２⇒ , ,

, continuous from below in q, i.e.⑦∀ｗ∈Ｗ：Ｃ(ｗ ｑ)は
＊∀ｗ∈Ｗ＆∀(ｊ：ｑ ∈Ｑ)＆ｑ ≦ｑ ≦ｑ ．．． ｌｉｍｑ ＝ｑｊ １ ２ ３ ｊ&

＆ｑ ∈Ｑ ｌｉｍ Ｃ(ｗｑ )＝Ｃ(ｗｑ )＊ ＊⇒ ｊ ｊ, ,

注意：以下の命題が満たされる：
－ｆが上から連続的 ｆが下から連続的⇔

§ 定義：8.5.
条件( Ⅲ) 生産関数ｆは非減少関数8.
条件( Ⅳ) 生産関数ｆは 。8. quasi­concave

§ 定理： 第１部の§ の式 の再褐( より導出)8.6. Samuelson 15.8 15.7 Envelope Theorem
＊生産関数が条件( Ⅰ)を満たし、費用関数は式 １で定義されるものとする。また、ｑ8. 8.

∈Ｑ＆ｗ ＞ を以下のように定義する：＊ 0
＊ ＊ ＊ ＊Ｃ(ｗ ｑ )≡ ｛ｗｘ：ｆ(ｘ)≧ｑ｝＝ｗ ｑ, min ｘ

また、Ｃが点(ｗ ｑ ）で連続微分可能とすると、＊ ＊,
＊ ＊ ＊∀ｊ：∂Ｃ(ｗ ｑ )∂ｗ ＝ｘ, / ｊ ｊ

8.7. Shephard§ 定理：
費用関数が、条件( Ⅱ)①～⑦を満たすものとし、Ｃが点(ｗ ｑ ）で連続微分可能とす8. ,＊ ＊

ると
∀ｊ：∂Ｃ(ｗ ｑ )∂ｗ ＝ｘ (ｗ ｑ )＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / ,ｊ ｊ

ただし、ｘ (ｗ ｑ )は、要素価格ｗ のもとでｑ を生産するときに費用最小化する生産ｊ
＊ ＊ ＊ ＊ ＊,

要素の量。また、生産関数は以下のように定義される：
ｆ (ｘ)≡ ｛ｑ：ｗｘ≧Ｃ(ｗ ｑ) ｗ＞ ｝＊ max , for every 0ｑ

§ 注意：8.8.
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① 定理では、生産関数の存在と性質を仮定しているが、 定理では、Samuelson Shephard
費用関数の存在と性質の仮定から、定理を得ている。
②条件( Ⅲ)と条件( Ⅳ)が満たされれば、ｆとｆ が一致する。8. 8. ＊

§ 図解：8.9.

２ｘ
isoquant実線はｆの

f isoquant波線は の＊

直線はｗｘ

２ｘ

ｗｘ
１ｘ ｘ１

第９章双対関係：費用関数と生産関数の関係.
§ 定義：9.1.
条件( Ⅰ)：9.
①ｆ：Ω →Ｒは、∀ｘ∈Ω で連続関数ｎ ｎ

②ｆは増加関数
quasi­concave③ｆは

§ 定義：9.2.
集合Ｑ≡｛ｑ∈Ｒ：ｑ∈ ｆ｝は、Ｑ≡｛ｑ：ｑ ≦ｑ＜ｑ ｝となる。range ｍ Ｍ

ただし、ｑ ＝ｆ(０)。ｑ は で、＋∞であってもよい。ｍ Ｍ least upper bound

§ 定理：9.3.
条件( Ⅰ)のもとでは、ｑ∈Ｑ＆ｗ∈Ｗで定義された費用関数は以下の条件を満たす：9.
条件( Ⅱ)9.
①Ｃ(ｗ ｑ)は、はＷ�Ｑ→Ｒで定義され、この領域上で(ｗｑ)の連続関数。, ,
②∀ｗ∈Ｗ：Ｃ(ｗ ｑ )＝０。, ｍ
ただし、ｑ は§ で定義。ｍ 8.2.
③∀ｗ∈Ｗ：Ｃ(ｗ ｑ)はｑについて増加関数。,
④∀ｗ∈Ｗ：Ｃ(ｗ ｑ )＝＋∞, Ｍ
⑤∀ｑ∈Ｑ：Ｃ(ｗ ｑ)はｗについて１次同次関数,

, concave⑥∀ｑ∈Ｑ：Ｃ(ｗ ｑ)はｗについて
⑦∀ｑ∈Ｑ＆ｑ＞ｑ ：Ｃ(ｗ ｑ)はｗの増加関数。ｍ ,
⑧Ｃ(ｗ ｑ)は以下の条件を満たす：,
ｆ (ｘ)≡ ｛ｑ：ｗｘ≧Ｃ(ｗ ｑ) ｗ∈Ｗ＆ｑ∈Ｑ｝が連続関数。＊ max , for everyｑ

§ 定理：9.4.
∀ｘ≧０：ｆ (ｘ)＝ｆ(ｘ)＊

ただし、ｆ は条件( Ⅱ)の⑧で定義された生産関数で、ｆは実際の生産関数。＊ 9.
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§ 注意：9.5.
9. sufficient条件( Ⅰ)が成立する場合には、費用関数は生産関数すべての性質を表現する（

）。statistic for production function

§ 定理：9.6.
Ｃが条件( Ⅱ)を満たす場合には、ｆ は条件( Ⅰ)を満たす。9. 9.＊

更に、
Ｃ (ｗ ｑ)≡ ｛ｗｘ：ｆ (ｘ)≧ｑ｝＊ ＊, min ｘ
をｆ で定義される費用関数とすると、Ｃ＝Ｃ となる。＊ ＊

9.7. Shephard lemma§ 定理：
Ｃが条件( Ⅱ)を満たし(したがってｆ は条件( Ⅰ)を満たし)、点(ｗ ｑ )∈Ｗ�Ｑで、9. 9. ,＊ ＊ ＊

ｗに関して微分可能であれば、費用最小化問題
｛ｗｘ：ｆ(ｘ)≧ｑ｝min ｘ

に対する解はユニークであり、かつ
∀ｊ：∂Ｃ(ｗ ｑ )∂ｗ ＝ｘ (ｗ ｑ )＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / ,ｊ ｊ

となる。

第１０章双対関係：消費者者行動.
§ 定義：支出関数(効用関数による定義)10.1.
ｎ次元の財ベクターｑ≧０、価格ベクターｐ＞ とする。効用関数はｕ＝ｇ(ｑ)でＲ →0 ｎ

Ｒ。
このときには支出関数は以下のように定義される：
Ｅ(ｐ ｕ)≡ ｛ｐｑ：ｇ(ｑ)≧ｕ｝ 式 １, min 10.ｑ

§ 定義：10.2.
集合Ｕ≡｛ｕ∈Ｒ：ｕ∈ ｇ｝は、Ｕ≡｛ｕ：ｕ ≦ｕ＜ｕ ｝となる。range ｍ Ｍ

ただし、ｕ ＝ｇ(０)。ｍ

ｕ は で、＋∞であってもよい。Ｍ least upper bound
集合Ｐ≡｛ｐ∈Ｒ ：∀ｉ：ｐ ＞ ｝ｎ

ｉ 0

§ 定義：10.3.
条件( Ⅰ)10.
ｇは『上から連続的』
∀ｕ∈Ｕ：Ｌ(ｕ)≡｛ｑ：ｑ≧ ，ｇ(ｑ)≧ｕ｝は閉集合0

注意：
①これは、効用点ｕが実現可能であることを示す。
②ｇが連続関数であれば、上から連続的となる。
③この仮定で、支出最小化問題式 １には解が存在する。10.

§ 定理：10.4.
条件( Ⅰ)が満たされると、以下の条件が満たされる。10.
条件( Ⅱ)10.
①∀ｕ∈Ｕ＆ｐ∈Ｐ：Ｅ(ｐ ｕ)≧０,
②∀ｕ∈Ｕ＆ｐ∈Ｐ＆ｋ∈Ｒ＆ｋ＞ ：Ｅ(ｋｐｕ)＝ｋＥ(ｐｕ)0 , ,
③∀ｕ∈Ｕ：ｐ ＞ｐ Ｅ(ｐ ｕ)≧Ｅ(ｐ ｕ)１ ２ １ ２⇒ , ,
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, concave function④∀ｕ∈Ｕ：Ｅ(ｐ ｕ)はｐの
⑤∀ｕ∈Ｕ＆ｐ∈Ｐ：Ｅ(ｐ ｕ)はｐの連続関数,
⑥∀ｕ∈Ｕ＆ｐ∈Ｐ：ｕ ＞ｕ Ｅ(ｐｕ )≧Ｅ(ｐｕ )行１ ２ １ ２⇒ , ,

, continuous from below in , i.e.⑦∀ｐ∈Ｐ：Ｅ(ｐ ｕ)は ｕ
＊∀ｐ∈Ｐ＆∀(ｊ：ｕ ∈Ｕ)＆ｕ ≦ｕ ≦ｕ ．．． ｌｉｍｕ ＝ｕｊ １ ２ ３ ｊ&

＆ｕ ∈Ｕ ｌｉｍ Ｅ(ｐｕ )＝Ｅ(ｐｕ )＊ ＊⇒ ｊ ｊ, ,

10.5. Shephard§ 定理：
支出関数が、条件( Ⅱ)①～⑦を満たすものとし、Ｅが点(ｐ ｕ )で連続微分可能とす10. ,＊ ＊

ると
∀ｊ：∂Ｅ(ｐ ｕ )∂ｐ ＝ｑ (ｐ ｕ )＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / ,ｊ ｊ

ただし、ｑ (ｐ ｕ )は、価格ｐ のもとで効用水準ｕ を達成するときに支出最小化するｊ
＊ ＊ ＊ ＊ ＊,

財の量。また、効用関数は以下のように定義される：
ｇ (ｑ)≡ ｛ｕ：ｐｑ≧Ｅ(ｐ ｕ) ｐ＞ ｝＊ max , for every 0ｕ

第１１章双対関係：効用関数と支出関数の関係.
§ 定義：11.1.
条件( Ⅰ)：11.
①ｇ：Ω →Ｒは、∀ｑ∈Ω で連続関数ｎ ｎ

②ｇは増加関数
quasi­concave③ｇは

§ 定理：11.2.
式 １によって、ｕ∈Ｕ＆ｐ∈Ｐで定義された支出関数は以下の条件を満たす：10.
条件( Ⅱ)11.
①Ｅ(ｐ ｕ)は、はＰ�Ｕ→Ｒで定義され、この領域上で(ｐｕ)の連続関数。, ,
②∀ｐ∈Ｐ：Ｅ(ｐ ｕ )＝０。, ｍ
③∀ｐ∈Ｐ：Ｅ(ｐ ｕ)はｕについて増加関数。,
④∀ｐ∈Ｐ：Ｅ(ｐ ｕ )＝＋∞, Ｍ
⑤∀ｕ∈Ｕ：Ｅ(ｐ ｕ)はｐについて１次同次関数,

, concave⑥∀ｕ∈Ｕ：Ｅ(ｐ ｕ)はｐについて
⑦∀ｕ∈Ｕ＆ｕ＞ｕ ：Ｅ(ｐ ｕ)はｐの増加関数。ｍ ,
⑧Ｅ(ｐ ｕ)は以下の条件を満たす：,
ｇ (ｑ)≡ ｛ｕ：ｐｑ≧Ｅ(ｐ ｕ) ｐ∈Ｐ＆ｕ∈Ｕ｝｝が連続関数。＊ max , for everyｕ

§ 定理：11.3.
∀ｑ≧０：ｇ (ｑ)＝ｇ(ｑ)＊

ただし、ｇ は条件( Ⅱ)の⑧で定義された効用関数で、ｇは実際の効用関数。＊ 11.

§ 注意：11.4.
条件( Ⅰ)が成立する場合には、支出関数は効用関数すべての性質を表現する11.
（ ）。sufficient statistic for utility function

§ 定理：11.5.
Ｅが条件( Ⅱ)を満たす場合には、ｇ は条件( Ⅰ)を満たす。11. 11.＊

更に、
Ｅ (ｐ ｕ)≡ ｛ｐｑ：ｇ (ｑ)≧ｕ｝＊ ＊, max ｑ
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をｇ で定義される支出関数とすると、Ｅ＝Ｅ となる。＊ ＊

§ 定理：11.6.
Ｅが条件( Ⅱ)を満たし、点(ｐ ｕ )∈Ｐ�Ｕで、ｐに関して微分可能であれば、 効11. ,＊ ＊

用最大化問題
｛ｐｑ：ｇ(ｑ)≧ｕ｝max ｑ

に対する解はユニークであり、かつ
∀ｊ：∂Ｅ(ｐ ｕ )∂ｐ ＝ｑ (ｐ ｕ )＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / ,ｊ ｊ

(すなわち補償需要関数)となる。

第１２章 双対関係：効用関数と間接効用関数の関係.
§ 定義：12.1.
効用関数は条件( Ⅰ)を満たすものとする。ここでの最大化問題は11.

ｇ(ｑ) ｐｑ≦Ｍmax subject toｑ

ただし、ｐ＞ 、Ｍ＞ 。ｐｑ≦Ｍを して(ｐ Ｍ)ｑ≦１と書き直し、ｖ≡ｐ Ｍ0 0 normalize / /
とおいて制約条件はｖｑ≦１と表すから、間接効用関数は以下のように定義される：
Ｇ(ｖ)≡ ｛ｇ(ｑ) ｖｑ≦１，ｑ≧ ｝ 式 １max : 0 12.ｑ

§ 定義：12.2.
条件( Ⅰ)：これは条件( Ⅰ)とまったく同じ。12. 11.
①ｇ：Ω →Ｒは、∀ｑ∈Ω で連続関数ｎ ｎ

②ｇは増加関数
quasi­concave③ｇは

定義：
Ｖ≡｛ｖ：ｖ＞ ｝0

§ 定理：12.3.
効用関数は条件( Ⅰ)を満たすものとすると、式 １で定義された間接効用関数は以12. 12.
下の条件を満たす：
条件( Ⅱ)12.
①Ｇ(ｖ)は、Ｖで定義された、実数値関数で、この領域上で連続関数となる。
②Ｇ(ｖ)はｖについて減少関数。

quasi­convex③Ｇ(ｖ)は、ｖについてＶで
④Ｇ(ｖ)は以下の条件を満たす：
ｑ＞ で定義された関数0
ｇ ( ｑ)≡ ｛Ｇ(ｖ) ｖｑ≦１，ｖ＞ ｝＊ min : 0ｖ

が、この領域で連続的で、領域Ω≡｛ｑ：ｑ≧ ｝に拡張される。0

12.4. Wold Identity§ 定理：
ｇが条件( Ⅰ)を満たすものとし、ｑ を12. ＊

｛ｇ(ｑ)ｖ ｑ≦１，ｑ≧ ｝max : 0ｑ
＊

の解とする。このとき、ｇがｑ で微分可能で、∂ｇ(ｑ ) ∂ｑ ＞ 、 、であれば、＊ ＊ / 0 i=1,...,nｉ

以下のような関係（ ）が成立する。inverse demand function
ｖ ≡ｐ Ｍ＝∂ｇ(ｑ )∂ｑ ／［Σ ｑ ・∂ｇ(ｑ ) ∂ｑ ］ 式 ２ｉ ｉ ｉ ｊ ｊ ｊ
＊ ＊ ＊ ＊/ / / 12.
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例：ｕ＝ｑ ｑ なら、ｐ Ｍ＝？１ ２ １
α１ α２ /

§ 定理：12.5.
Ｇが条件( Ⅱ)を満たすものとすると、関数ｑ＞ で定義された関数12. 0
ｇ ( ｑ)≡ ｛Ｇ(ｖ) ｖｑ≦１，ｖ≧ ｝＊ min : 0ｖ

は、領域Ω≡｛ｑ：ｑ≧ ｝に拡張され、また、条件( Ⅰ)を満たす。更に、0 12.
Ｇ (ｖ)≡ ｛ｇ (ｑ) ｖｑ≦１，ｑ≧ ｝＊ ＊max : 0ｑ

と定義すれば、Ｇ(ｖ)＝Ｇ (ｖ)となる。＊

12.6. Roy identity§ 定理：
Ｇが条件( Ⅱ)を満たすものとし、ｑ を12. ＊

｛ｇ(ｑ)ｖ ｑ≦１，ｑ≧ ｝max : 0ｑ
＊

の解とし、Ｇがｖ で微分可能で、∂Ｇ(ｖ )∂ｖ ＜ 、 、であれば、以下のような＊ ＊ / 0 i=1,...,nｉ

関係が成立する。
ｑ ≡∂Ｇ(ｖ ) ∂ｖ ／［Σ ｖ ・∂Ｇ(ｖ ) ∂ｖ ］ 式 ３ｉ ｉ ｊ ｊ ｊ
＊ ＊ ＊ ＊/ / 12.

§ 注意：定義より、ｖ≡(ｐ ｐ )Ｍであるから12.7. ,..., /１ ｎ

∂Ｇ∂ｐ ＝∂Ｇ∂ｖ ・∂ｖ ∂ｐ＝(∂Ｇ ∂ｖ ) Ｍ/ / / / /ｊ ｊ ｊ ｊ

２∂Ｇ∂Ｍ＝Σ{∂Ｇ∂ｖ ・∂ｖ ∂Ｍ}＝－(Σｐ ・∂Ｇ∂ｖ )Ｍ/ / / / /ｊ ｊ ｊ ｊ

より、式 ３は12.
ｑ ≡－∂Ｇ∂ｐ ／∂Ｇ∂Ｍｉ ｉ
＊ / /

となる( )。すなわち、需要関数は から導き出せる。Roy's identity Roy's identity

第１３章双対アプローチ：派生需要関数の分析.
§ 定義：13.1.
生産関数ｆは以下の仮定（これは条件( Ⅰ)の再褐）を満たすものとする：8.
条件( Ⅰ)13.
ｆは『上から連続的』：∀ｑ∈Ｑ：Ｌ(ｑ)≡｛ｘ：ｘ≧ ，ｆ(ｘ)≧ｑ｝は閉集合。0

§ 定理：13.2.
このときには§ の条件( Ⅱ)①～⑦を満たすようなＣ(ｗ ｑ)が存在する。8.4. 8. ,
Ｃ(ｗｑ)が、点ｗ ｑ （ｑ ∈Ｑ、ｗ ＞ ）で２階連続微分可能とすると、§ の, , 0 8.7.＊ ＊ ＊ ＊

補助定理によって、Shephard
∂Ｃ(ｗ ｑ )∂ｗ ＝ｘ (ｗ ｑ )、 式 １＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / , i=1,...,n 13.ｊ ｊ

したがって、Ｃ(ｗ ｑ)が、点ｗ ｑ （ｑ ∈Ｑ、ｗ ＞ ）で２階連続微分可能とすると、, , , 0＊ ＊ ＊ ＊

１階連続微分可能な要素需要関数の存在が保証される。

13.3. substitution matrix§ 定義：
ｎ×ｎ行列Ｓ≡[∂ Ｃ(ｗ ｑ ) ∂ｗ ∂ｗ ]＝[∂ｘ (ｗ ｑ )∂ｗ ]、２ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / , /ｉ ｊ ｉ ｊ

１ １ １ ｎ∂ｘ (ｗ ｑ ) ｗ ∂ｘ (ｗ ｑ )∂ｗ＊ ＊ ＊ ＊, / ... , /
.........Ｓ≡

ｎ １ ｎ ｎ∂ｘ (ｗ ｑ )∂ｗ ∂ｘ (ｗ ｑ )∂ｗ＊ ＊ ＊ ＊, / ... , /
を定義する。

§ 定理：13.4.
式 １より、 の定理によってＳは対称行列で、13. Young

ｉ ｊ ｊ ｉ∀ｉｊ ：∂ｘ （ｗ ｑ ) ∂ｗ ＝∂ｘ （ｗ ｑ )∂ｗ, ,i=1,...,n , / , /＊ ＊ ＊ ＊
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注意：これは と呼ばれる(第１部§ )。Samuelson's reciprocity relations 16.4

§ 定理：13.5.
§ の条件( Ⅱ)④によって、Ｃ(ｗ ｑ)はｗの となる。したがって、8.4. 8. , concave function
Ｃ(ｗｑ)のヘシアンは (第１部§ 参照)：, negative semidefinite 8.16

/ 0∀ｎベクターｚ：ｚＳｚ≡ｚ［∂ｘ ∂ｗ ］ｚ≦ｉ ｊ

ここで、ｚ＝ｅ （ｊ番目のみ１で他は０のベクター）と置くとｊ

/ 0 =1,...,n∂ｘ ∂ｗ ≦ 、 ｊｊ ｊ

を得る。

§ 定理：13.6.
条件( Ⅱ)の②より、Ｃはｗに関して１次同次、Ｃ(ｋｗｑ)＝ｋＣ(ｗｑ)。8. , ,
この両辺をｗ で偏微分するとｊ

ｋＣ (ｋｗ ｑ )＝ｋＣ (ｗ ｑ )ｊ ｊ
＊ ＊ ＊ ＊, ,

ただし、Ｃ ≡∂Ｃ∂ｗ 。したがって、Ｃ (ｋｗ ｑ )＝Ｃ (ｗ ｑ )であり、これをｋでｊ ｊ ｊ ｊ/ , ,＊ ＊ ＊ ＊

微分すると（ｋ＝１のときには）
, / j=1,...,nΣ ∂ Ｃ(ｗ ｑ )∂ｗ ∂ｗ ＝０、ｊ ｉ ｊ

２ ＊ ＊

を得る（第１部§ ②と同じ）。16.6

§ 定理：13.7.
ｆが線形同次関数の場合には
Ｃ(ｗ ｑ)≡ ｛ｗｘ：ｆ(ｘ)≧ｑ｝, min ｘ

＝ ｛ｑｗ(ｘｑ)：ｆ(ｘ ｑ)≧１｝min / /ｘ

＝ｑ・ ｛ｗ(ｘｑ)：ｆ(ｘ ｑ)≧１｝min / /ｘ

＝ｑ・ ｛ｗｚ：ｆ(ｚ)≧１｝min ｚ
≡ｑＣ(ｗ １)≡ｑｃ(ｗ),

§ 定理：13.8.
ｆが線形同次関数の場合には
Ｃ(ｗ ｑ)＝ｑｃ(ｗ),

となるから、式 １は13.
ｑ∂ｃ(ｗ) ∂ｗ ＝ｘ (ｗ ｑ) 式 ２/ , 13.ｊ ｊ

となる。よってｑで微分すると
ｉ ｉ∂ｘ (ｗ ｑ)∂ｑ＝∂ｃ(ｗ)∂ｗ, / /

よって、生産量に関する生産要素の弾力性は
(∂ｘ (ｗ ｑ)∂ｑ)(ｑ ｘ )＝ｑ［∂ｃ(ｗ)∂ｗ ］ ｘ ＝１ｉ ｉ ｉ ｉ, / / / /
となる(最後の「＝１」は式 ２より成立する)。13.

第１４章双対アプローチ：消費者行動の分析.
§ 定義：14.1.
効用関数ｇは以下の仮定（これは条件( Ⅰ)の再褐）を満たすものとする：10.
条件( Ⅰ)14.
ｇは『上から連続的』：∀ｑ∈Ｑ：Ｌ(ｑ)≡｛ｑ：ｑ≧ ，ｇ(ｑ)≧ｑ｝は閉集合。0
§ 定義：14.2.
集合Ｕ≡｛ｕ∈Ｒ：ｕ∈ ｇ｝は、Ｕ≡｛ｕ：ｕ ≦ｕ＜ｕ ｝となる。range ｍ Ｍ

ただし、ｕ ＝ｇ(０)。ｕ は で、＋∞であってもよい。ｍ Ｍ least upper bound
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集合Ｐ≡｛ｐ∈Ｒ ：∀ｉ：ｐ ＞ ｝ｎ
ｉ 0

§ 定理（再褐）：14.3.
このときには条件( Ⅱ)の①～⑦を満たすようなＥ(ｐｕ)が存在する。10. ,

§ 定義：14.4.
価格をｐ 、所得をＭ とすると、消費者が効用最大化したときの効用は以下のように定義＊ ＊

される：
ｕ ≡ ｛ｕ：Ｅ(ｐ ｕ)≦Ｍ ， ｕ∈Ｕ｝＊ ＊ ＊max , for everyｕ

§ 定義：以下の仮定を行う14.5.
条件( Ⅱ)14.
Ｅ(ｐ ｕ )が、点ｐ ｕ で２階連続微分可能で、＊ ＊ ＊ ＊, ,

, / 0∂Ｅ(ｐ ｕ )∂ｕ＞＊ ＊

注意：
①条件( Ⅱ)⑥で∂Ｅ(ｐ ｕ )∂ｕ≧ は保証されている。10. , / 0＊ ＊

②この仮定で、以下の条件を満たす：
Ｅ(ｐ ｕ )＝Ｍ 式 １＊ ＊ ＊, 14.

§ 定理：14.6.
また、条件( Ⅱ)②より、Ｅ(ｐ ｕ)はｐの線形同次関数であるから式 １より10. , 14.
Ｅ(ｐ Ｍ ｕ )＝１ 式 ２＊ ＊ ＊/ , 14.

§ 定理：14.7.
連続微分可能の仮定と式 ２より、陰関数定理によって、ｐ Ｍ の近傍で２階微分可能14. /＊ ＊

な関数ｕ＝Ｇ(ｐ Ｍ)が存在し、以下の条件を満たす：/
ｕ ＝Ｇ(ｐ Ｍ )＊ ＊ ＊/

これが、(支出関数から導き出された)間接効用関数である。

§ 定義：補償需要関数ｑ (ｐ ｕ )14.8. ,ｊ
＊ ＊ ＊

は、以下の最大化問Constant real income demand function or Hicksian demand function
題の解として得られる：

｛ｐｑ：ｇ(ｑ)≧ｕ｝min ｑ
注意：選好順序による定義は§ で行われている。3.15.

§ 定理：14.9.
§ のシェパードの補助定理により10.5.
∂Ｅ(ｐ ｕ )∂ｐ ＝ｑ (ｐ ｕ )、 式 ３＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / , i=1,...,n 14.ｊ ｊ

§ 定義： Ｄ (ｐ Ｍ )14.10. market demand function ,ｉ
＊ ＊

式 ３のｕ にＧ(ｐ Ｍ )を代入すると 需要関14. / market demand function or Marshallian＊ ＊ ＊

数Ｄ (ｐ Ｍ ) Ｄ (ｐ Ｍ )を得る。１ ｎ
＊ ＊ ＊ ＊, ,..., ,

ただし、Ｇ(ｐ Ｍ )は、価格ｐ で所得Ｍ のときに消費者が得られる最大効用を示す。＊ ＊ ＊ ＊/
したがって
Ｄ (ｐ Ｍ )≡ｑ (ｐ Ｇ(ｐ Ｍ ))、 ｉ ｎｉ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊ ＊, , / =1,...,
注意：このように需要関数は、効用関数(すなわち )からでも、支出関数からRoy's identity
でも導き出せる。



­ 62 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

§ 定理：14.11.
反対に、需要関数のＭ に、費用最小化したときの支出＝支出関数を代入すると＊

Ｄ (ｐ Ｅ(ｐ ｕ ))＝∂Ｅ(ｐ ｕ ) ∂ｐ （＝ｑ ） 式 ４ｊ ｊ ｊ
＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊, , , / 14.

すなわち、補償需要関数を得る。

§ 定理：14.12.
式 ４の両辺をｐ で微分すると14. ｊ

∂ Ｅ(ｐ ｕ )∂ｐ ∂ｐ ＝Ｄ Ｄ ・Ｄ (ｐ Ｍ ) 式 ５２ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / + , 14.ｉ ｊ ｉｊ ｉＭ ｊ

§ 説明：14.13.
式 ４の両辺を微分すると(右辺２項で式 １のＥ(ｐ ｕ )＝Ｍ を使って)14. 14. ,＊ ＊ ＊

ｉ ｊ ｉｊ ｉＭ ｊ∂ Ｅ(ｐ ｕ )∂ｐ ∂ｐ ＝Ｄ Ｄ ・∂Ｅ(ｐ ｕ ) ∂ｐ２ ＊ ＊ ＊ ＊, / + , /
ただし、
Ｄ ≡∂Ｄ (ｐ Ｍ )∂ｐ ＆ Ｄ ＝∂Ｄ (ｐ Ｍ )∂Ｍｉｊ ｉ ｊ ｉＭ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊, / , /
ここで、式 ３を使うと、右辺２項の∂Ｅ(ｐ ｕ ) ∂ｐ ＝ｑ (ｐ ｕ )。よって14. , / ,＊ ＊ ＊ ＊ ＊

ｊ ｊ

∂ Ｅ(ｐ ｕ )∂ｐ ∂ｐ ＝Ｄ Ｄ ・ｑ (ｐ ｕ )２ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊, / + ,ｉ ｊ ｉｊ ｉＭ ｊ

更に式 ４を使うと式 ５をえる。14. 14.
したがって式 ５は、以下の そのものである：14. Hicks­Slutsky equation
∂ｑ ∂ｐ ＝∂ｑ ∂ｐ －ｑ ・∂ｑ ∂Ｍ、ｉ ｊ ｉ ｊ ｊ ｉ/ / /ｕ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ

§ 定理：14.14.
式 ５の右辺をｋ と置けば、行列Ｋ≡［ｋ ］はＥ(ｐ ｕ )のヘシアン。ところ14. ,ｉｊ ｉｊ

＊ ＊ ＊

が、条件( Ⅱ)④によって、Ｅ(ｐ ｑ)はｐの となる。したがって、Ｅ10. , concave function
(ｐｑ)のヘシアンは で、以下のような結果をえる：, negative semidefinite
①行列Ｋは対称行列

0②∀ｎ次元ベクターｚ：ｚＫｚ≦
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第３部：市場の理論

第１５章 厚生経済学の基本命題.
§ 定義：記号15.1.
ｘ ≡消費者ｉの消費量で、ｎ ベクター、 。ｉ ­ i=1,...,m
ｙ ≡生産者ｊの生産量で、ｎ ベクター、 。ｊ ­ j=1,...,k

ｉ＝１ ｉｘ≡Σ ｘｍ

ｊ＝１ ｊｙ≡Σ ｙｋ

Ｘ ≡消費者ｉの消費集合(予算集合とは異なる)ｉ

Ｙ ≡生産者ｊの生産集合(技術的に可能な生産要素と財の組み合わせ)ｊ

Ｘ ⊂Ｒ ⇒ 負の消費量(生産要素)も可能ｉ
ｎ

Ｙ ⊂Ｒ ⇒ 負の生産量(生産要素)も可能ｊ
ｎ

ｉ＝１ ｉＸ≡総消費集合 ≡Σ Ｘaggregate consumption set ｍ

ｊ＝１ ｊＹ≡総生産集合 ≡Σ Ｙaggregate production set ｋ

⇔技術的外部経済・不経済は存在しない。
すべてのｉについて、選好順序 � (第２部§ 「反射・推移・完備をpreference order 1.5ｉ

満たす選好関係」を参照)が、Ｘ で定義されている。ｉ

⇔消費の外部性が存在しない( )。selfish or individualistic

注意：以下では� における下付ｉを省略する。ｉ

ｐ≡価格で、ｎ ベクター­
ｐｙ ≡生産者ｊの利潤ｊ

ｘ ≡消費者ｉの財の初期保有量ｉ
＾

＾ ｍ ＾ｘ ≡ Σ ｘｉ＝１ ｉ

§ 定義： 実現可能性15.2. Feasibiltiy
消費ベクター{ｘ }は、以下の条件を満たすとき、 実現可能と呼ばれる：ｉ Feasible
∃[生産ベクター{ｙ }：ｘ＝ｙ＋ｘ ]ｊ

＾

注意：財の を仮定すればｘ≧ｙ＋ｘ となる。この場合には、価格ベクターはfree disposal ＾

非負となる。

§ 定義： パレート最適15.3. Pareto optimality
実現可能な消費ベクター{ｘ }は、以下の条件を満たすとき、パレート最適(Ｐ Ｏ )と呼ｉ

＊ . .
ばれる：
�{実現可能なｘ }：すべてのｉについてｘ �ｘ ＆ｉ ｉ ｉ:i=1,...,m ＊

＊すくなくとも１つのｉについてｘ �ｘｉ ｉ

§ 定義： 競争均衡15.4. Competitive equilibrium
, , .ベクターの組み合わせ{ｐ {ｘ } {ｙ }}は、以下の条件を満たすとき、競争均衡(Ｃ＊ ＊ ＊
ｉ ｊ

Ｅ )と呼ばれる：.
,i=1,...,m , =1,...,k①ｘ ∈Ｘ 、ｙ ∈Ｙ ｊｉ ｉ ｊ ｊ

＊ ＊

ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ②∀(ｘ ｘ ∈Ｘ ＆ ｐ ｘ ≦ｐ ｘ ＆ )：ｘ �ｘ: i=1,...,m＊ ＊ ＊ ＊

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ③∀(ｙ ｙ ∈Ｙ ＆ ｊ )：ｐ ｙ ≧ｐ ｙ: =1,...,k ＊ ＊ ＊

＊ ＊ ＾④ｘ ＝ｙ ＋ｘ

注意：財の を仮定すれば条件④は以下のようになる：free disposal
0 0ｘ≧ｙ＋ｘ 、ｐ (ｙ ＋ｘ －ｘ )＝ 、ｐ ≧＾ ＊ ＊ ＾ ＊ ＊
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§ 定義： 選択点15.5. Chosen point
価格ｐ のもとで、ｘ ∈Ｘ が、以下の条件を満たせば、ｘ は 選択点と＊ ＊ ＊

ｉ ｉ ｉ Chosen point
呼ばれる：

ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ∀[ｘ ｘ ∈Ｘ ＆ｐ ｘ ≦ｐ ｘ ]：ｘ �ｘ: ＊ ＊ ＊ ＊

§ 定義： 局部非飽和点(第２部 参照)15.6. Local nonsatiation point 1.16
消費点ｘ ∈Ｘ は、以下の条件を満たすとき、点ｘ で と言われる：ｉ ｉ ｉ locally not satiated
∃開球Ｂ (ｘ )⊂Ｘ ：δ ｉ ｉ

{∀［ε：ε∈Ｒ ＆ ＜ε＜δ]∃[ｘ ∈Ｂ (ｘ)∩Ｘ ]：ｘ �ｘ ｝0 ' 'ｉ ε ｉ ｉ ｉ

注意：①εが実数であるから、少なくとも１財が であることを仮定している。divisible
② のときには、効用関数は、近傍内で一定の値をとることはない。Non­satiation

§ 定義： 局部非飽和選好順序15.7. Locally nonsatiating preference ordering
選好順序�は以下の条件を満たすとき、 局部でLocally nonsatiating preference ordering
非飽和な選好順序と呼ばれる：
∀局部非飽和点ｘ ：[ｘ �ｘ ⇒ｘ が局部非飽和点]ｉ ｉ ｉ ｉ' '

§ 定義：局部非飽和選好順序の仮定15.8.
仮定Ａ１ 選好順序�はすべての消費者について局部非飽和である。

§ 定理：15.9.
価格ｐ のとき、ｘ を消費者ｉの局部非飽和な選択点とすると、仮定Ａ１のもとでは＊ ＊

ｉ

＊ ＊ ＊ ＊①ｘ �ｘ ⇒ ｐ ｘ ＞ｐ ｘｉ ｉ ｉ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊②ｘ �ｘ ⇒ ｐ ｘ ≧ｐ ｘｉ ｉ ｉ ｉ

§ 定理15.10.
ベクターの組み合わせ{ｐ {ｘ } {ｙ }}は、すべてのｉについてｘ が局部非飽和な競＊ ＊ ＊, ,ｉ ｊ ｉ

争均衡(Ｃ Ｅ )とすると、仮定Ａ１のもとでは、消費・生産集合{ｘ } {ｙ }はパレート最. . ,ｉ ｊ
＊ ＊

適である。
注意：
①局部非飽和点ではｐ ＞ 。＊ 0
②上記の定理には、凸性選好順序は必要でない。
③仮定Ａ１だけでは、競争均衡の存在は保証されない。
④ここまでは、消費者が財を購入するための所得が定義されていない。

15.11. Competitive equilibrium of Private Ownership Economy§ 定義：
個人所有経済競争均衡

ベクターの組み合わせ{ｐ {ｘ } {ｙ } {θ }}は、以下の条件を満たすとき、個人所＊ ＊ ＊, , ,ｉ ｉ ｊｉ

有経済競争均衡(Ｃ ＥＰＯＥ )と呼ばれる：. . . . .
,i=1,...,m , =1,...,k①ｘ ∈Ｘ 、ｙ ∈Ｙ ｊｉ ｉ ｊ ｊ

＊ ＊

ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ②∀(ｘ ｘ ∈Ｘ ＆ ｐ ｘ ≦Ｍ ＆ )：ｘ �ｘ: i=1,...,m＊ ＊

ここで、Ｍ ≡ｐ ｘ ＋Σ θ ｐ ｙ 、ただし ≦θ ≦ 、∀ｊΣ θ ＝１。ｉ ｉ ｊ＝１ ｊｉ ｊ ｊｉ ｉ ｊｉ
＊ ＾ ｋ ＊ ＊ 0 1 :

ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ③∀(ｙ ｙ ∈Ｙ ＆ ｊ )：ｐ ｙ ≧ｐ ｙ: =1,...,k ＊ ＊ ＊

＊ ＊ ＾④ｘ ＝ｙ ＋ｘ

§ 定理：15.12.
{ｐ {ｘ } {ｙ } {θ }}がＣ ＥＰＯＥであれば、それはＣＥ である。＊ ＊ ＊, , , . . . . . . .ｉ ｊ ｊｉ
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注意：すべてのＣＥは、あるＣＥＰＯＥから以下の要領で導出できる：. . . . . . .
｛ｐ {ｘ } {ｙ }｝がＣ Ｅ であれば、消費者ｉに＊ ＊ ＊, , . .ｉ ｊ

/mｘ ≡ｘ －ｙｉ ｉ
＾ ＊ ＊

1/m∀ｊ：θ ≡ｊｉ
を与える。

注意：以下では、定理§ と反対方向の定理を考える。15.10.

§ 定義： (第２部 参照)15.13. convex preference ordering 1.19
Ｘ の選好順序�は以下の条件を満たすとき と言われる：ｉ convex

convex①集合Ｘ はｉ
ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ②∀[ｔ <ｔ< ]：ｘ �ｘ ⇒ ｘ ＋( )ｘ �ｘ:0 1 t 1­t＊ ＊

ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ③∀[ｔ <ｔ< ]：ｘ �ｘ ⇒ ｘ ＋( )ｘ �ｘ:0 1 t 1­t＊ ＊

注意：①上記定義は「集合｛ｚ∈Ｘ：ｚ�ｘ｝が 」と同じである。convex
②すべての財の を仮定している。divisibility

§ 定義：15.14.
ｘ ：Ｃ (ｘ )≡{ｘ ：ｘ ∈Ｘ ｘ �ｘ }No­worse­than­ set ,ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ
＊ ＊ ＊

ｘ ：Ｃ (ｘ )≡{ｘ ：ｘ ∈Ｘ ｘ �ｘ }Preferred­to­ set ,ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ
＊ ＾ ＊ ＊

注意：いずれも 。convex set

§ 定義： (第２部§ 参照)15.15. cheaper point or interior point 1.23
以下の条件を満たすとき、 を満たすと言う：cheaper point assumption
消費点ｘ ∈Ｘ と価格ｐ が与えられたとき、ｉ ｉ

＊

ｉ ｉ ｉ ｉ∃ｘ ∈Ｘ ：ｐ ｘ ＜ｐ ｘ' '＊ ＊

注意：
①消費集合Ｘ が内点を持てば、 条件は満たされる。ｉ cheaper point
②これは とも呼ばれる。minimum wealth condition

§ 定義：(下から)連続的な選好順序(第１部§ 参照)15.16. 1.8
∀[ｘ ∈Ｘ ]： 集合{ｘ ∈Ｘ：ｘ �ｘ }が閉集合となるとき、ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ' ,i=1,...,m lower contour set '
選好順序は(下から)連続的と言う。
注意：高山では連続的とされているが、正確には下から連続的。

§ 定義： 非飽和15.17. nonsatiation
以下の条件を満たすとき、消費者ｉは点ｘ で 非飽和と言われる：ｉ

＊ nonsatiation
＊∃ｘ ∈Ｘ ：ｘ �ｘｉ ｉ ｉ ｉ

§ 定義：15.18.
仮定Ａ２ 選好順序がすべてのｉ について 。,i=1,...,m convex
仮定Ａ３ 総生産集合Ｙが 。convex
仮定Ａ４ が存在する。cheaper point
仮定Ａ５ 選好順序は(下から)連続的。
注意：個々の生産集合Ｙ の は仮定していない。ｊ convexity

§ 定理：15.19.
集合の組み合わせ[{ｘ } {ｙ }]がパレート最適で、かつ、すくなくとも１人の消費者ｉ ｊ

＊ ＊,
が非飽和とすると、仮定Ａ２とＡ３のもとでは、価格ベクターｐ ≠０が存在して以下の条件＊
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を満たす：
＊ ＊ ＊ ＊①∀[ｉ， ＆ｘ �ｘ ]：ｐ ｘ ≧ｐ ｘi=1,...,m ｉ ｉ ｉ ｉ

ｊ ｊ ｊ ｊ②∀[ｊ ＆ ｙ ∈Ｙ ]：ｐ ｙ ≧ｐ ｙ,j=1,...,k ＊ ＊ ＊

＊ ＊ ＾③ｘ ＝ｙ ＋ｘ

注意：この定理では条件①が支出最小化で効用最大化でない。

§ 定理：15.20.
上記の§ 定理におけるｘ とｐ について仮定Ａ４が成立し、更に、仮定Ａ５が成り15.19. ｉ

＊ ＊

立てば、すべてのパレート最適[{ｘ } {ｙ }]について、価格ベクターｐ ≠０が存在して、ｉ ｊ
＊ ＊ ＊,

[ｐ {ｘ } {ｙ }] はＣ Ｅ となる。＊ ＊ ＊, , . .ｉ ｊ

注意：§ 定理の条件③より、パレート最適が実現されるためには、すべての所得が消15.19.
費者に配分される必要がある。

第１６章コアーの理論.
§ 定義：記号と仮定16.1.
ｘ ≡消費者ｉの消費量で、ｎ ベクターｉ ­
Ｍ≡{ }1,...,m
Ｘ ≡消費者ｉの消費集合(予算集合とは異なる)ｉ

ｉ＝１ ｉＸ≡� Ｘｍ

消費者の選好順序は連続的な実数値関数ｕ (ｘ )で表されるｉ ｉ

消費ベクターの組み合わせｘ∈Ｘ、すなわちｘ≡(ｘ ｘ ｘ )かつｘ ∈Ｘ 、は配分１ ２ ｍ ｉ ｉ, ,...,
と呼ばれる。Allocation

注意：この章では純粋交換経済が分析対象となるため、生産活動はない。

16.2. Feasibility§ 定義：
配分ｘは、

ｍ ｍ ＾条件Σ ｘ ＝Σ ｘｉ＝１ ｉ ｉ＝１ ｉ

を満たすときには 実現可能と言う。ただし、ｘ は消費者ｉの初期保有量である。feasible ｉ
＾

すべての実現可能な配分の集合は以下のように定義される：
Ａ≡{ｘ：ｘ∈Ｘ Σ ｘ ＝Σ ｘ }, ｉ＝１ ｉ ｉ＝１ ｉ

ｍ ｍ ＾

§ 定義： と 阻止と連合16.3. Blocking Coalition
連合とはＭの部分集合Ｓ。
実現可能配分ｘ∈Ａは、以下の条件を満たすとき、連合Ｓによって阻止されると言う：
∃ｘ∈Ａ＆ｘ≠ｘ：' '
すべてのｉ∈Ｓについて ｕ (ｘ )≧ｕ (ｘ ) 、かつｉ ｉ ｉ ｉ'
あるｉ∈Ｓについて ｕ (ｘ )＞ｕ (ｘ ) 、かつｉ ｉ ｉ ｉ'

'Σ ｘ ＝Σ ｘｉ∈Ｓ ｉ ｉ∈Ｓ ｉ

このときには、ｘはＳ ｘ、あるいは、ｘ ｘ 連合Ｓと言' ­block superior to ' dominates by
い、ｘＢ ｘと表す。ただし、Ｂ はＡで定義された ２項関係。' Binary relationｓ ｓ

注意：
①配分ｘでは、Ｓのメンバー でない消費者は、配分ｘに比べて状態が悪化しているかも'
しれない。
②Ｓ＝Ｍの可能性もある。パレート最適は、すべての消費者による連合によって阻止され
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ない配分である。

§ 定義：16.4.
Ａにおける２項関係Ｂを以下のように定義する：
ｘＢｘ ⇔ ある連合Ｓ⊂ＭによってｘＢ ｘとなる' ' ｓ

§ 定義：16.5.
以下のようにコレスポンデンス を定義する：set­valued function
Ｂ (ｘ)≡{ｚ：ｚＢ ｘ ｚ∈Ａ} ←連合方式がＳで固定ｓ ｓ ,
Ｂ(ｘ)≡{ｚ：ｚＢｘ ｚ∈Ａ} ←どんな連合でも可,

§ 定義：コアー16.6.
コアー≡{ｘ∈Ａ：Ｂ(ｘ)＝�}
すなわち、どんな連合でも阻止できない実現可能配分のことである。

§ 定義16.7.
①連合Ｓのメンバー数をｓとする。
②ｘ ＝[ｘ ] を、実現可能配分ｘの部分ｓ次元ベクターとする(ｘ ∈ｘ ⇒ｉ∈Ｓ)ｓ ｉ ｉ∈Ｓ ｉ ｓ

ｓ ｉ∈Ｓ ｉ③Ｘ ≡� Ｘ
④連合Ｓ内で実現可能な配分は以下のように定義される：
ｓ ｓ ｓ ｉ∈Ｓ ｉ ｉ∈Ｓ ｉ ２Ａ ≡{∀ｓ ｘ ∈Ｘ ：Σ ｘ ＝Σ ｘ } ｕ: ＾

⑤関数ｕ ：Ａ →Ｒ を以下のように定義する：ｓ ｓ
ｓ

ｕ (ｘ )≡[ｕ (ｘ )] ←ｓ次元ベクターｓ ｓ ｉ ｉ ｉ∈Ｓ

§ 定義：効用フロンティアー16.8.
効用可能集合Utility possibility set

ｓ ｓ ｓ集合Ｕ(Ｓ)≡{ｕ ：∃ｘ ∈Ａ
ｓ ｓ ｓ １such that ｕ ＝ｕ (ｘ )} ｕ

§ 例：16.9.
消費者が３人、消費集合が非負実数空間の場合、連合の可能性は
{ } { } { } { } { } { } { }1,2,3 , 1,2 , 2,3 , 1,3 , 1 , 2 , 3

Ｕ ≡Ｕ({ })と表示すると（１，２） 1,2
, , i=1,2Ｕ ＝{(ｕ ｕ )：ｘ ∈Ω に対して、ｕ ＝ｕ (ｘ ) 、（１，２） １ ２ ｉ ｉ ｉ ｉ

ただし ｘ ＋ｘ ＝ｘ ＋ｘ }１ ２ １ ２
＾ ＾

16.10. nonempty core§ 定理：
の定理：選好順序が な純粋交換経済のコアーは空でない 。Scarf convex nonempty

§ 定義： 競争均衡16.11. Competitive equilibrium
ベクターの組み合わせ{ｐ ｘ }は、以下の条件を満たすとき、競争均衡(Ｃ Ｅ )と呼ばれ＊ ＊, . .
る：

0①ｘ ∈Ａ、ｐ ∈Ｒ 、ｐ �＊ ＊ ｎ ＊

②∀(ｘ ｘ ∈Ｘ ＆ ｐ ｘ ≦ｐ ｘ ＆ )：ｕ (ｘ )≧ｕ (ｘ )ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ: i=1,...,m＊ ＊ ＊ ＊

ｍ ＊ ｍ ＾③Σ ｘ ＝Σ ｘｉ＝１ ｉ ｉ＝１ ｉ

§ 定理： の定理16.12. Debreu and Scarf
すべてのＣＥはコアーの中にある。. .
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§ 定義：16.13.
消費者は以下の条件を満たすとき、同一タイプと呼ばれる：
①効用関数が同一、②消費集合が同一、③初期保有量が同一

§ 定義：ｋタイプｒ人経済16.14.
ｋ個のタイプの消費者が存在し、個々のタイプにはｒ人がいる場合、ｉ タイプのｊ 消­ ­
費者の消費ベクターは、ｘ ， ； ｒ。ｉｊ i=1,...,k j=1,...,
全体として初期保有量は、Σ (ｒｘ )と表される。ｉ＝１ ｉ

ｋ ＾

§ 定理：16.15.
' convex strictly quasi­concave仮定Ａ１ ∀ｉ：消費集合Ｘ は で、効用関数ｕ はｉ ｉ

この仮定のもとで、消費集合の組み合わせ(ｘ ｘ ｘ ｘ )がコアーに１１ １ｒ ｋ１ ｋｒ
＊ ＊ ＊ ＊,..., ,..., ,...,

ある配分であれば、同一タイプの消費者は同一の消費ベクターとなる。

§ 注意：16.16.
①§ 定理により、ｋタイプｒ人経済のコアーにある配分は(ｘ ｘ )と表示できる。16.15. ,...,１ ｋ

②コアーにある配分はｒに依存するから、コアーはＣ(ｒ)と表現できる。
ｋタイプｒ人経済の配分(ｘ ｘ )が連合Ｓで阻止されれば、ｋタイプｒ＋１人経済１ ｋ,...,

の配分(ｘ ｘ )も連合Ｓで阻止されるから、Ｃ(ｒ＋１)⊂Ｃ(ｒ)となって、コアーはｒ１ ｋ,...,
の増加につれて縮小(非増加)する。

§ 定義：16.17.
strictly quasi­concave仮定Ａ１ すべてのタイプについて消費集合はΩ で、効用関数はｎ

仮定Ａ２( )nonsatiation
すべてのｘ ∈Ωについて、∃ｘ ∈Ω ｕ (ｘ )>ｕ (ｘ )ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ' such that '

仮定Ａ３( )interior point
0すべてのタイプについて、ｘ >ｉ＾

注意：仮定Ａ３は (ｘ ｐｘ <ｐｘ )の存在を意味する。cheaper point ' such that 'ｉ ｉ
＾

16.18. Debreu and Scarf Limit Theorem§ 定理： の
仮定Ａ１～３のもとで、消費集合の組み合わせ(ｘ ｘ )がすべてのｒ(∞を含む)に１ ｋ

＊ ＊,...,
ついてコアーにあれば、それは１つの競争均衡である。
注意：ｒ＝∞でなければ、コアーにあってもＣＥとはかぎらない。. .

§ 定理：16.19.
§ と§ より以下の命題が満たされる：16.12. 16.18.
極限(ｒ→∞)では、コアーと競争均衡点の集合は等しい。

§ 定理： の定理16.20. Aumann
①消費者数が連続数存在すれば、選好順序が でなくても、コアーは空でない。convex
②同一数のメンバーがいる同一タイプの消費者を仮定しなくても、消費者数が連続数存在
すれば、コアーと競争均衡点の集合は等しい。

第１７章均衡の存在とユニーク性.
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Walras­Cassel system第１節ワルラス・カッセルの一般均衡モデル
§ 定義：17.1.
ａ ＝生産係数 で、ｊ 財１単位生産に必要なｉ 生産要素量ｉｊ coefficient of production ­ ­

­ =1,...,nｘ ＝経済全体として生産されるｊ 財、ｊｊ

­ i=1,...,mｖ ＝経済全体として利用できるｉ 生産要素量、ｉ

ｐ＝(ｐ ｐ )で、財価格を表すｎ ベクター１ ｎ,..., ­
ｗ＝(ｗ ｗ )で、要素価格を表すｍ ベクター１ ｍ,..., ­
とすると、ワルラス型の、①生産部門付き、②競争市場の、③一般均衡モデルは、以下のよ
うに定式化される：
Σ ａ ｘ ＝ｖ 式 １ｊ＝１ ｉｊ ｊ ｉ

ｎ i=1,...,m 17.
Σ ｗ ａ ＝ｐ 式 ２ｉ＝１ ｉ ｉｊ ｊ

ｍ j=1,...,n 17.
ｖ ＝ｖ (ｐ ｗ) 式 ３ｉ ｉ , i=1,...,m 17.
ｘ ＝ｘ (ｐ ｗ) 式 ４ｊ ｊ , j=1,...,n 17.

式 ３の要素供給関数は生産者の利潤最大化行動から、式 ４の財需要関数は消費者17. 17.
の効用最大化行動から導出される。式 １が生産要素への総需要量を決め、式 ３が生17. 17.
産要素の供給量を決める。財の需要量は式 ４で決められる。式 ２は利潤がゼロであ17. 17.
ることを示す。
式 １のｖ と式 ３のｖ が同じ記号であるから、個々の生産要素の需給は一致して17. 17.ｉ ｉ

いると仮定されている。財についても式 １と式 ４のｘ も同じ記号であるから、需給17. 17. ｊ

一致している。
ａ は利潤最大化行動で決まるから、ａ ＝ａ (ｐ ｗ)とするモデルも考えられる。ｉｊ ｉｊ ｉｊ ,

§ 説明：17.2.
ワルラスの法則によって

ｊ＝１ ｊ ｊ ｉ＝１ ｉ ｉΣ ｐ ｘ ＝Σ ｗ ｖｎ ｍ

であるから、システム全体として２ｍ＋２ｎ－１個の式があり。一方、価格の１つをニュー
メレールとすれば、未知の変数も２ｍ＋２ｎ－１個あるから、解が存在し、競争均衡が存在
する可能性がある。
しかし、式数と未知数が等しくても解が存在するとはかぎらない。たとえば、
ｘ＋ｙ＝１０
ｘ＋ｙ＝２０

のシステムは２個の式と２個の未知数があるが、解は存在しない。

§ 定義： によるワルラス・カッセルの一般均衡モデルの再定式化17.3. Schlesinger
Σ ａ ｘ ≦ｖ 式 ５ｊ＝１ ｉｊ ｊ ｉ

ｎ i=1,...,m 17.
Σ ａ ｘ ＜ｖ ⇒ ｗ ＝ 式 ６ｊ＝１ ｉｊ ｊ ｉ ｉ

ｎ 0 17.
Σ ｗ ａ ＝ｐ 式 ７ｉ＝１ ｉ ｉｊ ｊ

ｍ j=1,...,n 17.
ｐ ＝ｆ (ｘ ｘ ) 式 ８ｊ ｊ １ ｎ,..., j=1,...,n 17.
ｖ ＝ｖ 式 ９ｉ ｉ

＾ i=1,...,m 17.
ｐ ≧ 、ｘ ≧ 、ｗ ≧ 式 １０ｊ ｊ ｉ0 0 0 i=1,...,m,j=1,...,n 17.

式 ８は逆需要関数である。ｖ は初期保有量。17. ｉ
＾

§ 定理： による一般均衡解の存在証明17.4. Wald
以下の条件を満たすときには、システム式 ５～式 １０にはユニークな解が存在す17. 17.
る：①∀ｉ＆ｊ：ａ ≧０ｉｊ

②ｖ ＝[ｖ ｖ ]＞０ ＆ ∀ｉ＆ｊ：ａ ＝一定＾
１ ｍ ｉｊ,...,

③∀ｊ∃ｉ：ａ ＞０ｉｊ

④需要関数ｆ は で連続的な関数で、すべてのｘ＝[ｘ ｘ ]＞０で定義さｊ １ ｎsingle­valued ,...,
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れている。
⑤{ｘ }が財ベクターの点列で、ｘ →ｘとするとき、ｘ であれば、ｆ (ｘ )→∞ｑ ｑ ｑ' '=0ｊ ｊ

⑥ｐ＝ｆ(ｘ ｐｘ)、ｐ＝ｆ(ｘ ｐｘ)とすると、, ' ', ' '
以下の条件のいずれかが成立する(ただしｘ≠ｘ)：'
( )ｐｘ＜ｐｘ’ ( ) ｐｘ＜ｐｘ をa b ' ' ' weak axiom
(あるいはｐｘ≧ｐｘ’⇒ ｐｘ＜ｐｘ) 満たさないケース' ' '
注意：条件③は財の生産には生産要素が必要とする。
条件⑤は価格が無限に大きいときには需要がゼロ

0⇒需要が有限であれば価格>
条件⑥は解のユニーク性のための条件。これは

の (§ 参照)revealed preference weak axiom 17.16.

§ 説明：存在証明の概略17.5.
ステップⅠ
定義：行列Ａ≡[ａ ]ｉｊ
実現可能集合Ｘ≡{ｘ：ｘ≧ ，Ａｘ≦ｖ }0 ＾

１：集合Ｘはコンパクトで 。Lemma convex
定義：
①以下の問題：

ｐｘ ｘ≧ ，Ａｘ≦ｖ 式 １１Maximize subject to 0 17.＾

の解として、関数ｘ＝Ｇ(ｐ)を定義。
②合成関数ｆ・ＧよりコレスポンデンスＦ：Ｘ→Ｘを定義
Lemma upper­semicontinuous２：関数ｆの連続性よりコレスポンデンスＦは
Lemma convex３：写像Ｆ(ｘ)は空でなく、かつ、
ステップⅡ
第１部§ の すなわち5.50 Kakutani's fixed point theorem
『Ｘ⊂Ｒ を、(ｲ)コンパクトで とする。(ﾛ)コレスポンデンスＦ Ｘ→Ｘがｎ convex :

で、(ﾊ)Ｆ(ｘ)が とすると、 が存在する』upper­semicontinuous convex fixed point
における条件(ｲ)～(ﾊ)は １～３で満たされるから、以下のような点が存在する：Lemma
ｘ ∈Ｘかつｘ ∈Ｆ(ｘ )、＊ ＊ ＊

したがって、ｐ＝ｆ(ｘ)、かつ式 １１の問題の解となる(⇒ 式 ５を満たす)ｘ が存17. 17. ＊

在する。
ステップⅢ
ＬＰの双対定理(第１部§ )によって以下の問題にも解が存在する：11.9

Minimize subject to ' , 0ｗｖ Ａｗ＝ｐ ｗ≧＾ ＊

この解をｗ とすると、これは式 ７を満たす。したがって、組み合わせ(ｐ ｘ ｗ )は、＊ ＊ ＊ ＊17. , ,
によるワルラス・カッセルの一般均衡モデルを表す式 ５～式 １０の解とSchlesinger 17. 17.

なる。

第２節 の一般均衡モデルMakenzie
§ 定義：17.6.
ｘ ≡消費者ｉの消費量で、ｎ ベクター、 。ｉ ­ i=1,...,m
Ｘ ≡消費者ｉの消費集合、Ｘ ⊂Ｒ ⇒ 負の消費量は生産要素ｉ ｉ

ｎ

aggregate production setＹ≡総生産集合

§ 定義：消費集合に関する仮定17.7.
: convex closed bounded仮定Ａ１Ｘ は 、 、ｉ

仮定Ａ２Ｘ は: ｉ
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① (第２部§ 参照)すなわちcomplete quasi­ordering 1.5
反射 ∀ｘ∈Ｘ：ｘ�ｘAxiom 1 reflexivity
推移 ∀ｘｙｚ∈Ｘ：ｘ�ｙ＆ｙ�ｚ ｘ�ｚAxiom 2 transitivity , , ⇒
完備 ∀ｘｙ∈Ｘ：ｘ�ｙ ｙ�ｘAxiom 3 completeness , or

で順序付けられており、この選好順序は以下の条件を満たす：
② すなわちstrictly convex
∀[ｘ∈Ｘ ｙ∈Ｘｘ≠ｙ ｘ�ｙθ∈Ｒ ≦θ≦ ]：θｘ ( θ)ｙ�ｙ, , , , ,0 1 + 1­
③連続的すなわち
∀ｘ∈Ｘ： 集合{ｙ∈Ｘ ｙ�ｘ}も、 集合{ｙ∈Ｘ：ｘupper contour set : lower contour set
�ｙ}も、Ｘで 閉じている(閉集合となる)closed

strictly convex strictly quasi­concave注意：①選好順序が 効用関数は⇔
ｑ ｑ ｑ ＊②選好順序が連続的 ∀［数列{ｘ }∈Ｘ {ｙ }∈Ｘ ｘ →ｘ⇔ & &

ｑ ＊ ｑ ｑ ＊ ＊& &ｙ →ｙ ｘ �ｙ ］ ｘ �ｙ⇒

§ 定義：総生産集合Ｙに関する仮定17.8.
仮定Ａ３Ｙは (第１部§ ): closed convex cone 4.8
仮定Ａ４Ｙ∩Ω＝{０} (第２部§ ): 4.3
注意：
①仮定Ａ３は、総生産集合 が規模に関して収穫一定を意味するかaggregate production set
ら、個々の企業の収穫逓減を排除しない。
②外部経済・不経済を排除している。
③仮定Ａ３とＡ４より利潤はゼロとなる。

§ 定義：17.9.
消費者ｉの予算制約は以下のように定義される：
Ｈ (ｐ)≡{ｘ ｐｘ ≦ 、ｘ ∈Ｘ }ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ: 0

Upper­contour set価格ｐのもとでの消費者ｉの
Ｃ (ｐ)≡{ｘ ：ｘ �ｘ ∀ｘ ∈Ｈ (ｐ)}ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ' ' for

Upper­contour set価格ｐのもとでの経済全体の
Ｃ(ｐ)≡Σ Ｃ (ｐ)ｉ＝１ ｉ

ｍ

§ 定義：17.10.
ｘ を∀ｘ ∈Ｘ ｘ �ｘ で定義される飽和点とすると、以下の条件を満たすとき、消費ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ" : "
者ｉは価格ｐのもとで(の購入量ｘ で)飽和していると言う：ｉ

' '∀ｘ ∈Ｃ (ｐ)：ｘ �ｘｉ ｉ ｉ ｉ

§ 定義：消費・生産集合に関する仮定 食料17.11.
仮定Ａ５∀ｉ： (Ｘ ∩Ｙ)≠�: Interior ｉ

仮定Ａ６ (ｲ)どの消費者も価格ｐで飽和しない、:
ｉあるいは、(ﾛ)ある消費者が飽和している場合は Ｘ

Ｃ(ｐ)∩Ｙ＝�となる。 ・
注意：
①仮定Ａ５は、すべての消費者が、すべての Ｙ
生産要素をある程度保有していることを意味する。
したがって、すべての消費者はプラスの 労働
所得があり、市場での交換に参加できる(右図参照)。
②仮定Ａ５は に等しい。cheaper point assumption
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③仮定Ａ６(ﾛ)は、消費者が価格ｐのもとで飽和状態になるとすれば、そのときの消費者の需
要合計は生産可能な量を上回っていると言うことを意味する。すなわち飽和状態(パラダイ
ス)は生産可能な領域にはないことを保証する。

§ 定義：競争均衡17.12.
ベクターの組み合わせ[{ｘ ｘ }ｙ ｐ ]は、以下の条件を満たすとき、競争均衡１

＊ ＊ ＊ ＊,..., m , ,
と言う：

i=1,...,m①ｘ ∈Ｃ (ｐ )∩Ｈ (ｐ )、ｉ
＊ ＊ ＊

i i

②ｙ ∈Ｙ ＆ ｐ ｙ ＆ ［∀ｙ∈Ｙ：ｐ ｙ≦ ］＊ ＊ ＊ ＊=0 0
ｍ ＊ ＊③Σ ｘ ＝ｙｉ＝１ ｉ

注意：消費者ｉの需要関数はｆ (ｐ)≡Ｃ (ｐ)∩Ｈ (ｐ)と定義でき、仮定Ａ１とＡ２のもとｉ ｉ ｉ

では である(第２部§ 参照)。single­valued continuous function 2.12

§ 定理：均衡存在証明17.13.
仮定Ａ１～Ａ６のもとでは競争均衡が存在する。

注意：証明の概略は以下のようなものである：
①価格ベクターを要素とする集合から、 でコンパクトな集合Ｐを定義するconvex
②効用最大化と利潤最大化を達成するような、コレスポンデンスＦＰ→Ｐを定義する。た:
だし、コレスポンデンスＦは になるように定義する。upper­semi continuous
③ 定理を利用し、ｐ ∈Ｆ(ｐ )を証明する。このｐ が競争均衡となるKakutani ＊ ＊ ＊

たとえば、ｇ(ｘ)≡{ｐ：所与のｘに対して利潤最大化条件を満たすｐ}を定義し、さらに
upper­semi合成関数として、Ｆ(ｐ)≡ｇ(ｘ)・ｆ(ｐ)を定義する。Ｆ：Ｐ→Ｐで、

であれば、 定理が利用でき、ｐ ∈Ｆ(ｐ )が証明でき、このｐ は需要continuous kakutani ＊ ＊ ＊

関数ｆで効用最大化条件を満たし、コレスポンデンスｇで利潤最大化条件を満たすから、競
争均衡となる(詳しくは高山[ ] ２ 以降を参照)。1984 , nd.,ed., p.265

第３節競争均衡のユニーク性
§ 定義と仮定：17.14.
①経済にはｎ＋１個の財があり、第０財をニューメレールにできるものとする。
②ｆ (ｐ) を超過需要関数とする。ただし、ｐ＝(ｐ ｐ )∈Ω は価格ベクタｉ １ ｎ,i=1,...,n, ,..., ｎ

ー。
③ｆ (ｐ)は とする。ｉ single­valued, continuous, bounded from below

§ 定義：均衡価格17.15.
ｐ ∈Ω は以下の条件を満たすとき、均衡価格ベクターと言われる：＊ ｎ

①∀ｉ ：ｆ (ｐ )≦ 式 １２,i=0,1,...,n 0 17.ｉ
＊

②∀ｉ ：ｐ ｆ (ｐ )＝ 式 １３,i=0,1,...,n 0 17.ｉ ｉ
＊ ＊

ただし、ｐ ＝１。０

注意：
ワルラスの法則を使うと式 １２と式 １３はベクター記号で17. 17.

0 0ｆ(ｐ )≦ ＆ ｐ ｆ(ｐ )＝＊ ＊ ＊

となる。ただし、
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ｆ(ｐ)＝[ｆ (ｐ) ｆ (ｐ)]。１ ｎ,...,

§ 定理：17.16.
のユニーク性定理Wald

'以下の条件を満たすときには、 ｘ
均衡はユニークである： ｘ
仮定Ｒ： ｘ＝ｆ(ｐ)かつ
ｘ＝ｆ(ｐ)とすると' '
以下の条件のいずれかが成立する：
( )ｐｘ＜ｐｘ’ ｐa
( ) ｐｘ＜ｐｘ ｐ ｐb ' ' ' '

p'x p'x' px px'
注意：この条件は の 理論の であるが、ここでSamuelson revealed preference weak axiom
は経済全体として考えている。

§ 定義17.17.
ｆ(ｐ)をＲ の連結( )部分開集合ＰからＲ への微分可能な関数とし、そのヤコｎ ｎconnected
ビアンをＦ(ｐ)≡[ｆ ]とする。ただし、ｆ ≡∂ｆ ∂ｐ 。ｉｊ ｉｊ ｉ ｊ/

§ 定義17.18.
ｎ×ｎ行列Ａ＝[ａ ]は以下の条件を満たすとき、ヒクシアン と言う：ｉｊ Hicksian
①奇数階数の主（首座）小行列式( )がすべてマイナスprincipal minor
②偶数階数の主（首座）小行列式がすべてプラス
すなわち、以下のような × 行列を定義する(第１部§ 参照)：k k 8.10

ｉｉ ｉｊ ｉｋａ ａ ．．． ａ
ｊｉ ｊｉ ｊｋａ ａ ．．． ａ

Ｄ ≡ ．．．．．～
ｋ

ｋｉ ｋｊ ｋｋａ ａ ．．． ａ
ただし、( ) は｛ ｝からの任意に取り出したｋ個の順列(順序も考慮にいれたi,j,...,k 1,2,3,...,n
ｋ個の数字の組合せ)とすると

0, 0, 0,....Ｄ ＜ Ｄ ＞ Ｄ ＜～ ～ ～
１ ２ ３

注意：
8.18 Hicksian第１部§ より、ｆ：のヘシアン(１関数の多変数による２階微分の行列)が

であれば、ｆは な関数となることが分かっている。strictly concave
一方、ここで問題となっているのは、ヤコビアン(複数関数ｇ (ｘ ｘ ) のｉ １ ｎ,... =0,i=1,...,n,
複数変数ｘ によるる第１階の偏微分行列)である。ｉ

しかし、ある関数ｆを微分して に等しいと置いた関係(∂ｆ ∂ｘ ≡ｇ (ｘ ｘ )0 / ,...ｉ ｉ １ ｎ

，=0,i=1,...,n)が、第１階の最適条件であれば、このｎ個の第１階最適条件のヤコビアン(ｘｉ
で偏微分)は、関数ｆのヘシアンとなる。,i=1,...,n

したがって、関数ｆの がユニーク性を保証する可能性がある。concavity

§ 定理： の定理17.19. Gale­Nikaido
Ｒ の部分集合( )Ｐは長方形で、ヤコビアンＦ(ｐ)がすべてのｐ∈Ｐにおいてｎ region
とするとHicksian

one­to­one①写像ｆ(ｐ)はすべてのｐ∈Ｐについて
②不等式(ｐ －ｐ )[ｆ (ｐ) ｆ (ｐ )]≧ 、 、の解はｐ＝ｐ のみである。ｉ ｉ ｉ ｉ

＊ ＊ ＊­ 0 i=1,...,n

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)
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§ 定理：競争均衡のユニーク性17.20.
ｆ(ｐ)を微分可能な超過需要関数とし、Ω の長方形の部分集合で定義されているものとすｎ

る。このときには、Ｆ(ｐ)が であれば、競争均衡はユニークである。Hicksian

§ 補助定理：(§ 参照)17.21. 19.14.
Ａ＝[ａ ]をｎ×ｎ行列で、∀ｉ＆ｊ：ａ ≧ (ｉ≠ｊ)とする。このときにはｉｊ ｉｊ 0

Hicksian 0 0Ａが ⇔∃ｘ≧ ：Ａｘ＜

§ 定義：粗代替性( ) の仮定17.22. weak gross substitutability
0仮定Ｇ：∀ｐ＆ｉ≠ｊ：ｆ ≧ｉｊ

§ 定義：17.23.
, i=1,...,nｇ (ｐ ｐ )≡ｆ (ｐ)、ｉ ０ ｉ

ｇ (ｐ ｐ )≡ｆ (ｐ)０ ０ ０,
ただし、第０財はニューメレールで、ｐ ＝１。０

§ 定理：17.24.
仮定Ｇと条件
∂ｇ ∂ｐ ＞ 、 式 １４ｉ ０/ 0 i=1,...,n 17.

が成立すれば、均衡はユニークである。

§ 説明：17.25.
需要関数の０次同次性とオイラー定理より

/ / i=1,...,nΣ (∂ｇ ∂ｐ )ｐ ＝－∂ｇ ∂ｐ 、ｊ＝１ ｉ ｊ ｊ ｉ ０
ｎ

よって式 １４が成立すれば、§ 補助定理の条件が満たされ、Ｆ(ｐ)は と17. 17.21. Hicksian
なり、§ 定理によって均衡はユニークとなる。17.20.

第１８章微分方程式の安定性と均衡の安定性.
第１節微分方程式と均衡点の安定性
§ 例：第１階の微分方程式18.1.
ｘ( )＝ａｘ( ) 式 １' t t 18.

' t t / t realただし、ｘ( )＝ｄｘ( ) ｄｔ、ａは一定、ｘ( )は微分可能な実数値関数で、実数直線
で定義されている。line
微分方程式を解くとは、ｘ( )を発見すること。t
たとえば、ｘ( )＝ｃｅ (＝ｃ ( )とも表示する)を考える。ただし、ｃは一定のあt exp atａｔ

る値。これをｔで微分すると式 １になるから、これが解となる。18.

18.2. General solution Particular solution§ 定義：一般解 と特定解
解ｘ( )＝ｃｅ では、ｃが特定されていない。このような解は一般解と言う。t ａｔ

初期条件として、ｘ( )＝ｘ があれば、解はｘ( )＝ｘ ｅ となる。0 t０ ０
ａｔ

境界条件として、ｘ(ｔ )＝ｘ があれば、解はｘ( )＝ｘ [ (ｔ ｔ )]となる。０ ０ ０ ０t exp a ­
これらは特定解と呼ばれる。

§ 定義：ｎ 階微分方程式18.3. ­
ｎ 階微分方程式の例­
ａ ｘ ( )＋ａ ｘ ( )＋ ＋ａ ｘ( )＋ａ ｘ( )＝ｇ(ｘ)ｎ ｎ－１ １ ０

（ｎ） （ｎ－１）t t ... ' t t
特定解を得るためには、ｎ個の境界条件が必要。
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§ 定義：連立微分方程式体系18.4.
連結開集合Ｘ⊂Ｒ と区間Ｔ≡(Ｔ Ｔ )⊂Ｒを定義する。ｎ １ ２,
ｆ を実数値関数で、Ｘ�Ｔで定義されているものとする。ｉ,i=1,...,n,
このとき微分方程式体系

' t t ,..., t , i=1,...,nｘ ( )＝ｆ [ｘ ( ) ｘ ( ) ｔ]ｉ ｉ １ ｎ

あるいはベクター表示で
ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｔ]' t t ,
は、ｎ個の第１階微分方程式体系と言われる。この微分方程式体系のＴの一部区間Ｔ＝(ｔ'
ｔ )で定義される解φ( )とは以下のような条件を満たす関数：１ ２, t

ｎ①φ：Ｔ→Ｒ'
②∀ｔ⊂Ｔ：φ( )は連続' t
③∀ｔ⊂Ｔ：φ( )∈Ｘ' t
④∀ｔ⊂Ｔ 可算集合⊂Ｔ φ( )＝ｆ[φ( ) ｔ]' except ': ' t t ,

§ 定義：初期条件18.5.
ｔ が初期時点で、点(ｘ ｔ )∈Ｘ�Ｔが、条件ｘ(ｔ )＝ｘ を満たすとき、φ(ｔ )＝０ ０ ０ ０ ０ ０,
ｘ であれば、(ｘ ｔ )は初期条件と言われる。０ ０ ０,
このような初期条件を満たす解をφ(ｔｘ ｔ )、あるいはｘ(ｔ ｘ ｔ )、あるいはｘ; , ; ,０ ０ ０ ０

(ｔｘ )、あるいは単にｘ( )と表示する。; t０

§ 定義：18.6.
微分方程式体系 ｘ( )＝ｆ[ｘ()] は 自律系と言われ、微分方程' t t autonomous system
式体系 ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｔ] は 非自律系と言われる。' t t , nonautonomous system

§ 注意18.7.
一般的な第ｎ階微分方程式
ｘ ( )＝Φ[ｘ ( ) ｘ ( ) ｘ( ) ｔ]（ｎ） （ｎ－１）t t ,..., ' t , t ,
は、
ｚ ( )＝ ( )、ｚ ( )＝ｘ( ) ｚ ( )＝ｘ ( ) ｚ ( )＝ｘ ( )１ ２ ３ ｎt x t t ' t , t t ,..., t t（２） （ｎ－１）

と置けば、
１ ２ｚ ＝ｚ'
２ ３ｚ ＝ｚ'

...
ｚ ＝ｚ 、ｎ－２ ｎ－１'
ｚ ＝ｚ 、ｎ－１ ｎ'
ｚ ＝Φ[ｚ ( ) ｚ ( ) ｔ]ｎ １ ｎt ,..., t ,
となって、ｎ個の第１階微分方程式体系によって処理できる。

§ 定義：制御関数18.8.
微分方程式体系
ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ]' t t , t ,
において、関数形が分かっている関数ｕ( )∈Ｒ は制御関数 と呼ばれる。t control functionｍ

§ 定義：線形微分方程式体系18.9.
' t t t t i=1,...,nｘ ( )＝Σ ａ ( )ｘ ( )＋ｕ( )、ｉ ｊ＝１ ｉｊ ｊ

ｎ

あるいはベクター表示で
ｘ( )＝Ａ( )ｘ( )＋ｕ( )' t t t t
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は、線形微分方程式体系と呼ばれる。ｕ( )≡０の場合には、同次 と言われt homogeneous
る。

§ 定理： 定理18.10. Cauchy­Peano
ｎ個の第１階微分方程式体系
ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ]' t t , t ,
を考える。ただし、ｆ：Ｘ�Ｒ �Ｔ→Ｒ で、以下の条件を満たす：ｍ ｎ

Ａ１ｆはＸ�Ｒ �Ｔで連続: ｍ

Ａ２∀ｉ＆ｊ：∂ｆ ∂ｘ が定義域Ｘ�Ｒ �Ｔで存在し連続的: /ｉ ｊ
ｍ

Ａ３関数ｕ( )は、可算数の点∈Ｔを除いて、Ｔで連続的、すなわち区間連続的: t
Ｔpiecewise continuous on

Ａ４ (ｘ ｔ )∈Ｘ�Ｔ: ,０ ０

このときには、ｔ を含む区間Ｔ＝(ｔ ｔ )からＲ への関数φ( )が存在して以下の条件を０ ' , t１ ２ ｎ

満たす：
①φ( )はＴで連続的t '

０ ０ ０②φ(ｔ )∈Ｘ、かつ、φ(ｔ )＝ｘ
③φ( )＝ｆ[φ( ) ｕ( ) ｔ]、すなわちφ( )は解となる' t t , t , t
④ψ( )が、区間(ｓ ｓ )で、これらの条件①～③を満たせば、区間Ｔ∩(ｓ ｓ )ではt , ' ,１ ２ １ ２

φ( )＝ψ( )→初期条件を満たす解はユニーク。t t

注意：
①この定理は、区間Ｔでの解の存在を保証しているだけであるから、 に成立するだ' local
け。区間Ｔはきわめて狭い可能性もある。したがって、一般的には、大域的な解、すなわ'
ち区間(ｔ ∞)での解については、その存在を仮定する必要がある。,
②仮定Ａ２は以下のような仮定で置き換えることができる：
仮定Ａ２( )：' Lipschitz Condition
∃(ｋ＞ ＆ｋ∈Ｒ)∀[ｘ ｘ ∈Ｘ ＆ ｔ∈Ｔ]：0 ,１ ２

‖ｆ(ｘ ｕｔ) ｆ(ｘ ｕｔ)‖＜ｋ‖ｘ －ｘ ‖１ ２ １ ２, , ­ , ,
ただし、‖‖はユークリッドノーム(→ ( ) √Σ( ) 、第１部§ 参照)。d x,0 = x 2.7ｉ

２

§ 定理：線形微分方程式体系の解存在18.11.
線形微分方程式体系
ｘ( )＝Ａ( )ｘ( )＋ｕ( )' t t t t

を考える。ただし、Ａ( )とｕ( )はＴで連続で、初期値＝(ｘ ｔ )∈Ｘ�Ｔとする。t t ,０ ０

このときには、関数φ( )が存在して以下の条件を満たす：t
①φ( )はＴで連続的t

０ ０ ０②φ(ｔ )∈Ｘ、かつ、φ(ｔ )＝ｘ
③φ( )＝Ａ( )φ( )＋ｕ( )、すなわちφ( )は解となる' t t t t t
④初期条件を満たす解はユニーク。
すなわち、線形微分方程式体系の場合には解存在は大域的に保証される。

§ 定義：18.12.
ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｔ]' t t ,

, equilibrium point or stateにおける点ｘ ∈Ｘは、条件ｆ(ｘ ｔ)＝０を満たすとき、均衡点＊ ＊

と呼ばれる。



­ 77 ­

§ 大域安定性18.13.
初期値(ｘ ｔ )とは関係なく、ｔ→∞のときφ(ｔ ｘ ｔ )→ｘ となれば、均衡点ｘ は０ ０ ０ ０, ; , ＊ ＊

大域的に安定的と言う。正確には
∀ε＞ ∃ｔ∀ｔ≧ｔ ＋ｔ’：‖φ(ｔｘ ｔ )－ｘ ‖≦ε0 ' ; ,０ ＊

０ ０

ただし、‖ｘ ‖はいくらでも大きい値をとれる。０

§ 定義：局部安定性18.14.
∃閉球Ｂ (ｘ )：ｘ ∈Ｂ (ｘ )⇒ φ(ｔｘ ｔ )→ｘ ｔ→∞のときには、均衡点ｘδ ０ δ ０ ０

＊ ＊ ＊; , as
は局部安定的と言う。＊

正確には
∀ε＞ ∃δ(ε)＞ ＆ｔ(ε ｘ )∀ｔ≧ｔ ＋ｔ：0 0 ' , '０

０

‖ｘ －ｘ ‖≦δ⇒ ‖φ(ｔｘ ｔ )－ｘ ‖≦ε０ ０ ０
＊ ＊; ,

注意：
①均衡点がユニークでなく、ｔ→∞につれて、均衡点のどれかに収束するときには、体系
が大域的に安定的と言う。
②均衡点に収束しない動学的システムが必ず発散するわけではない。収束も発散もしない
システムは一般的には均衡点を中心にぐるぐる回る( の定理と言う)。Bendixson

18.15. t '§ 例： ｆ[ｘ( )] ｘ
ｘ( )＝－ａｘ( )、' t t

０ ０ｔｘ∈Ｒで、ｘ(ｔ )＝ｘ,
とすると、均衡点はｘ ＝０で、解は＊

φ(ｔｘ ｔ )＝ｘ [－ａ(ｔ－ｔ )]; , exp０ ０ ０ ０

である。ａ> であれば、初期値に関係なく、0
φ(ｔｘ ｔ )→０ ｔ→∞であるから、; , as０ ０

均衡点ｘ ＝０は大域安定的である。 ｘ＊

18.16. Phase diagram technique§ 定義：
微分方程式ｘ( )＝ｆ[ｘ( )](たとえばｘ( )＝－ｘ( ) )' t t ' t t ３

が右図のように示されれば、
0 ' t 0ｘ＞ では、ｘ( )＜
0 ' t 0ｘ＜ では、ｘ( )＞

となって、均衡点は大域的に安定的であることが分かる。

§ 定義：18.17.
固定係数の線形同次微分方程式体系
ｘ( )＝Ａｘ( ) 式 ２' t t 18.

を考える。ただし、Ａ＝[ａ ]、ａ ∈Ｒ。§ 定理により解が存在する。ｉｊ ｉｊ 18.11.

18.18. eigenvalue§ 定義：固有値
Ａ＝[ａ ]をｎ×ｎ行列とする(Ｒ からＲ への線形関数)。ｉｊ

ｎ ｎ

もし、λ(スカラーで実数値か複素数)ｘ∈Ｒ ｘ≠０が、関係, ,ｎ

Ａｘ＝λｘ 式 ３18.
を満たせば、λは固有値 あるいは特性根 、ｘは固有ベクターeigenvalue characteristic root

あるいは特性ベクター と呼ばれる。eigenvector characteristic vector

18.19. eigen equation§ 定義：固有方程式
式 ３は18.

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)
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(λＩ－Ａ)ｘ＝０ 式 ４18.
と表され、ｘ≠０であるから、行列λＩ－Ａは線形従属(ベクターｘ ｘ ．．．ｘ が全て１ ２ ｍ, , ,
がゼロでない α 、α ∈Ｒ、 に対して、Σα ｘ ＝０ となれば線形従属で、そのｉ ｉ ｉ ｉi=1,...,m
行列式は となる。第１部§ 参照)でsingular 3.3
ψ(λ)≡ [λＩ－Ａ]＝０det

18. eigen equation characteristic equationとなる。式 ４は固有方程式 あるいは特性方程式
と言い、
ψ(λ)≡λ ＋ａ λ ＋ ＋ａ λ＋ａ ＝０ｎ ｎ－１

１ ｎ－１ ｎ...
と表される。

§ 例：18.20.
Ａ≡ １ １ なら ψ≡ λ－１ －１ ＝λ λ＝λ(λ )２ ­2 ­2
１ １ －１ λ－１

となって、λ＝０とλ＝２が固有値となる。

注意：
固有値が実数値になるとはかぎらない。複素数の場合にはα＋β と表される(ｉは虚数)。ｉ

ただし、αが実数部である。

§ 定理：18.21.
18. ,固定係数の線形同次の微分方程式体系式 ２において、Ａがｎ個の異なった固有値λ１

λ λ を持てば、解は以下のように示される：２ ｎ,...,
; , i=1,...,nφ (ｔ ｔ ｘ )＝Σ ｃ ｅ ｘ 、ｉ ０ ０ ｊ＝１ ｉｊ ｉ０

ｎ λｊ

ただし、ｘ( )＝ｘ ≡(ｘ ｘ )、ｃ は一定。0 ,...,０ １０ ｎ０ ｉｊ

§ 定理：18.22.
微分方程式体系式 ２の均衡点ｘ ＝０は、固有値の実数部が負であるとき、また、こ18. ＊

のときのみ大域安定的である。

注意：固定係数の線形同次微分方程式体系が、ｘ( )＝Ａ[ｘ( )－ｘ ]と表されているとき' t t ＊

には、ｘ＝ｘ が均衡点となる。また、ｚ( )＝ｘ( )－ｘ と置けば、ｚ ＝０が均衡点とな＊ ＊ ＊t t
って、上記の定理が適用できる。

§ 例：解を求める18.23.
線形動学体系
ｘ＝２ｘ＋ｙ 式 ５' 18.
ｙ＝ｘ＋２ｙ'

を考えると、固有方程式は ２－λ １ ＝０
１ ２－λ

あるいは、
λ －４λ＋３＝(λ－３)(λ－１)＝０２

となって、λ＝３とλ＝１を得る。λ＝３に対応する固有ベクターをｂ ，ｂ とする。すｘ１ ｙ１

なわち関係
ｘ１ ｘ１２ １ ｂ ｂ
＝ ３

ｙ１ ｙ１１ ２ ｂ ｂ
を満たすとする。同様にλ＝１に対応する固有ベクターをｂ ，ｂ とするとｘ２ ｙ２

(ｘ＝ｂ ｅ ，ｙ＝ｂ ｅ ) 式 ６ｘ１ ｙ１
３ｔ ３ｔ 18.
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と
(ｘ＝ｂ ｅ ，ｙ＝ｂ ｅ ) 式 ７ｘ２ ｙ２

ｔ ｔ 18.
が解となる。

§ 例：解の確認18.24.
これらが解となることを確認するために、たとえば式 ７を式 ５に代入すると18. 18.

ｔ ｔ ｔｂ ｅ ＝２ｂ ｅ ＋ｂ ｅｘ２ ｘ２ ｙ２

ｔ ｔ→－ｂ ｅ ＝ｂ ｅｘ２ ｙ２

これは－ｂ ＝ｂ とおけば(λ＝１に対応する固有ベクターとなって)満たされる。ｘ２ ｙ２

§ 定理：18.25.
式 ２の動学的体系の線形独立な解として、ｘ ( )、ｘ ( ) ｘ ( )が発見されたとす18. t t ,..., t１ ２ ｎ

ると、これらの解の線形結合も式 ２の解となる。すなわち18.
φ( )≡ｃ ｘ ( )＋ｃ ｘ ( )＋ ＋ｃ ｘ ( )t t t ... t１ １ ２ ２ ｎ

ｎ

も解となる。

§ 例：18.26.
§ の例の場合には、２つの解式 ６、式 ７は一次独立であるから、一般解は、18.23. 18. 18.

３ｔ ｔｘ＝ｃ ｂ ｅ ＋ｃ ｂ ｅ１ ｘ１ ２ ｘ２

３ｔ ｔｙ＝ｃ ｂ ｅ ＋ｃ ｂ ｅ１ ｙ１ ２ ｙ２

と表される。ただしｃ は境界条件で決められる。ｉ

注意：
①この体系の場合は、経路は発散する。
②経路が均衡点に収束する場合で、固有値が実数値であれば、時間的経路は均衡点に直線
的に接近する。複素数の場合には、均衡点を中心に(ぐるぐる)回りながら 接近する。spiral
③固有方程式が異なった根を持たなければ、§ 定理は成立しない。たとえば、２本18.21.
の微分方程式で ２重根λの場合には、一般解は以下のような形になる：Double root

λｔ λｔｘ＝ｃ ｂ ｅ ＋ｃ (ｂ ＋ｂ ｔ)ｅ１ ｘ２ ２ ｘ１ ｘ２

λｔ λｔｙ＝ｃ ｂ ｅ ＋ｃ (ｂ ＋ｂ ｔ)ｅ１ ｙ２ ２ ｙ１ ｙ２

したがって、§ 定理は成立する。18.22.

§ 定理：18.27.
２×２行列Ａの固有値をλ とλ とすると１ ２

λ ＋λ ＝ Ａ１
２ trace

λ λ ＝ Ａ１ ２ det
となる。したがって、２個の固定係数線形微分方程式からなる体系、

２ｘ( )＝Ａｘ( )、ｘ∈Ｒ' t t
は、 Ａ＜ かつ Ａ＞ のとき、また、このときのみ均衡点が大域安定的となる(必trace 0 det 0
要十分条件)。

§ 定理：18.28.
２本の微分方程式からなる体系を考える。

２ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｔ]、ｘ∈Ｒ' t t ,
均衡点をｘ とする。Ａ＝[ａ ]、ただし ≡∂ｆ (ｘ ｘ )∂ と定義すると＊ ＊ ＊

ｉｊ ｉｊ ｉ １ ２ ｊa , /
trace 0 det 0Ａ＜ かつ Ａ＞
であれば、均衡点は局部安定的となる(十分条件)。
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§ 定理：18.29.
２本の微分方程式からなる体系を考える。

２ｘ( )＝ｆ[ｘ( ) ｔ]、ｘ∈Ｒ' t t ,
均衡点をｘ が大域安定的となるの以下の条件を満たすとき：＊

0 0∀ｘ：ｆ ＋ｆ ＜ かつｆ ｆ －ｆ ｆ ＞１１ ２２ １１ ２２ １２ ２１

0 0∀ｘ：ｆ ｆ ≠ もしくはｆ ｆ ≠１１ ２２ １２ ２１

§ 定理： の定理18.30. Routh­Hurwitz
方程式
ａ λ ＋ａ λ ＋ ＋ａ λ＋ａ ＝００ １ ｎ－１ ｎ

ｎ ｎ－１ ...
を考える。ただし、ａ ， は実数値で、ａ ＞ とする。この方程式の根の実数部i i=0,1,...,n 0０

が負であるための必要十分条件は以下の条件である：

0, 0, 0 0,..., 0 0 ...... 0 0ａ > ａ ａ > ａ ａ > ａ ａ >１ １ ０ １ ０ １ ０

...... 0ａ ａ ａ ａ ａ ａ ａ ａ ａ３ ２ ３ ２ １ ３ ２ １ ０

...... 0ａ ａ ａ ａ ａ ａ ａ５ ４ ３ ５ ４ ３ ２

.........
ｎ0 0 0 0 ..... 0 ａ

§ 例：18.31.
Ａ＝[ａ ]を２×２行列とすると、固有方程式はｉｊ

0λ ＋ａ λ＋ａ ＝２
１ ２

ただし、
ａ ≡－(ａ ａ )１ １１＋ ２２

２ １１ ２２ １２ ２１ａ ≡ａ ａ －ａ ａ
このときには 条件は、ａ ＝１よりRouth­Hurwitz ０

0 0ａ ＞ とａ ａ ＞１ １ ２

これはａ ＞ とａ ＞ と同値であるから、§ と同じ結果となる。１ ２0 0 18.27.

§ 説明：線形近似18.32.
一般的な微分方程式
ｘ( )＝ｆ[ｘ( )] 式 ８' t t 18.
の均衡点をｘ とする(すなわちｆ(ｘ )＝０)。このときには、ｘ でテーラー展開して、２次＊ ＊ ＊

微分以上の項を無視することで、局部安定性を分析できる。
すなわち式 ８の局部安定性は固定係数線形同次微分方程式18.
ｘ( )＝Ａ[ｘ( )－ｘ ]' t t ＊

を分析すればよい。ただし、Ａ≡[ａ ]で、ａ ≡∂ｆ ∂ｘ である(すなわち、関数ｆのｉｊ ｉｊ ｉ ｊ/
ヤコビアン行列)。これを線形近似体系と言う。

§ 定理：18.33.
①線形近似体系が安定的であれば、もとの微分方程式ｘ( )＝ｆ[ｘ( )]も均衡点ｘ で局' t t ＊

部安定的である。
②もとの微分方程式が局部あるいは大域安定的であっても、線形近似体系が安定的になる
とはかぎらない(２次微分以上の項が影響する)。

§ 例： の例の微分方程式18.34. phase diagram
３ｘ( )＝－ｘ( )' t t

は、ｘ ＝０が均衡点で、安定的であるが、線形近似は、ｘ( )＝０となって、ｘ ＝０は安＊ ＊' t
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定的でない。

§ 定理：18.35.
Ａが (第１部§ 参照)であれば、すべての固有値が実数で負となって、negative definite 8.9
均衡点は安定的である。

8.19 Hessian matrix negative definite注意：第１部§ より、最大化の第２階十分条件は が
であったから、２階十分条件から均衡の安定性を保証できる。

第２節 ( ) による安定性の証明Liapunov's Second Direct Method
§ 定義18.36.

微分方程式体系Autonomous
ｘ ’＝ｆ(ｘ)、 式 ９ｉ i=1,...,n 18.

ただし、ｆ：Ｘ→Ｒ 、Ｘ⊂Ｒ 、ｘ＝(ｘ ｘ )。またｆは連続的と仮定。あるいはｎ ｎ
１ ｎ,...,

微分方程式体系nonautonomous
ｘ ’＝ｆ(ｘ，ｔ)、 式 １０ｉ i=1,...,n 18.

ただし、ｆ：Ｘ�( ∞∞)→Ｒ 、Ｘ⊂Ｒ を考える。­ , ｎ ｎ

均衡点をｘ とする：ｆ( ) （もしｘ でなければ、ｚ＝ｘ－ｘ と変換すれば処理＊ ＊ ＊=0 0 =0 =0
できる）。

§ 仮定18.37.
①均衡点は孤立均衡点、すなわち、∃Ｂ ( )： 以外の均衡点を含まない。δ 0 0
②初期値∈Ｂ ( )δ 0
注意：均衡点がユニークであれば、δ＝∞とする。

§ 定義：リアプノフ安定性18.38.
動学的体系の均衡点ｘ は以下の条件を満たすとき、 安定的と言う：＊ Liapunov
∀ε＞ ＆ｔ ・∃δ(ε ｔ )・∀ｔ≧ｔ ：0 ,０ ０ ０

‖ｘ －ｘ ‖≦δ⇒ ‖ｘ(ｔｘ ｔ )－ｘ ‖≦ε０ ０ ０
＊ ＊; ,

注意：
①これは、均衡点近傍の動き関する定義であるから、 な定義である。local
②この定義は、ｘ(ｔ ｘ ｔ )→ｘ ｔ→∞を保証しない。すなわち。この定義は初期; , as０ ０

＊

値が均衡点の近くにあれば、ｘ( )は発散しないことを保証している。t

§ 定義18.39.
動学的体系の均衡点ｘ は以下の条件を満たすとき、 漸近局＊ asymptotically locally stable
部安定的と言う：
① 安定的Liapunov
②初期値が均衡点に十分近い場合には、均衡点に収束する。すなわち
∀ε＞ ・∃δ(ｔ )∈Ｒ＆Ｔ(εｘ ｔ )∈Ｒ・∀ｔ≧ｔ ＋Ｔ：0 , ,０ ０ ０ ０

‖ｘ －ｘ ‖≦δ⇒ ‖ｘ(ｔｘ ｔ )－ｘ ‖≦ε０ ０ ０
＊ ＊; ,

注意：条件②を満たしても①を満たさないケースがある。

§ 定義18.40.
動学的体系の均衡点ｘ は以下の条件を満たすとき、 漸近大＊ asymptotically globally stable
域安定的と言う：
① 安定的Liapunov
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②すべての経路が均衡点に収束する。

§ 定義18.41.
uniformly asymptotically globally動学的体系の均衡点ｘ は以下の条件を満たすとき、＊

一様漸近大域安定的と言う：stable
① 安定性におけるδがｔ に依存しない。Liapunov ０

②すべての経路が に均衡点に収束する。すなわちuniformly
∀ε＞ ＆δ＞ ・∃Ｔ(εδ)∈Ｒ・∀ｔ≧ｔ ＋Ｔ：0 0 , ０

‖ｘ －ｘ ‖≦δ⇒ ‖ｘ(ｔｘ ｔ )－ｘ ‖≦ε０ ０ ０
＊ ＊; ,

§ 定義：18.42.
strongly uniformly asymptotically動学的体系の均衡点ｘ は以下の条件を満たすとき、＊

と言う：globally stable
Uniformly asymptotically globally stable①
② 。すなわちUniformly bounded
∀δ＞ ・∃ε(δ)：‖ｘ －ｘ ‖≦δ⇒ ‖ｘ(ｔ ｘ ｔ )－ｘ ‖≦ε0 ; ,０ ０ ０

＊ ＊

18.43. for uniformly asymptotically globally stablility§ 定理：リアプノフ関数
な微分方程式体系式 ９を考える。ｆ( ) とする。Ｘで定義された連続微Autonomous 18. 0 =0

分可能な実数値関数Ｖ(ｘ)が存在して以下の条件を満たすものとする：
①∀ｘ≠０：Ｖ(ｘ)＞ ＆ Ｖ(０)＝０0

; , ; , 0②∀ｘ(ｔ ｘ ｔ )≠０：ｄＶ(ｘ(ｔｘ ｔ ))／ｄｔ＜０ ０ ０ ０

③Ｖ(ｘ)→∞ ‖ｘ‖→∞as
このときには、均衡点ｘ ＝０は となる。＊ uniformly asymptotically globally stable

注意：Ｖ(ｘ)はリアプノフ関数と呼ばれる。

§ 定理：リアプノフ関数18.44.
な微分方程式体系式 ９を考える。ｆ( ) とする。Ｘで定義された連続微Autonomous 18. 0 =0

分可能な実数値関数Ｖ(ｘ)と、空でなく有界なＸの部分集合Ｄが存在して以下の条件を満た
すとする：
①∀ｘ≠０＆ｘ∈Ｄ：Ｖ(ｘ)＞ ＆ Ｖ(０)＝０0
②∀ｘ(ｔ ｘ ｔ )≠０＆ｘ(ｔｘ ｔ )∈Ｄ：; , ; ,０ ０ ０ ０

; , 0ｄＶ(ｘ(ｔ ｘ ｔ ))／ｄｔ＜０ ０

asymptotically globally stableこのときには、均衡点ｘ ＝０は、初期値がＤにあるかぎり、＊

となる。

18.45. strongly uniformly asymptotically globally stable§ 定理：
Nonautonomous 18. 0; =0 ­な微分方程式体系式 １０を考える。∀ｔ：ｆ( ｔ) とする。Ｘ�(
∞∞)で定義された連続微分可能な実数値関数Ｖ(ｘ ｔ)が存在して以下の条件を満たすも, ;
のとする：
①Ｖ(０ ｔ)＝０かつ;
非減少実数値関数α()とβ()が存在し、α(０)＝β(０)＝０で
∀ｔ＆ｘ≠０： <α(‖ｘ‖)≦Ｖ(ｘｔ)≦β(‖ｘ‖)0 ;
②非減少実数値関数γ()が存在し、γ(０)＝０で

0 ; , , 0∀ｔ＆ｘ≠ ：ｄＶ(ｘ(ｔ ｘ ｔ )ｔ)／ｄｔ≦－γ(‖ｘ‖)＜０ ０

③α(‖ｘ‖)→∞ ‖ｘ‖→∞as
このときには、均衡点ｘ ＝０は となる。＊ strongly uniformly asymptotically globally stable
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18.46. for strongly uniformly asymptotically globally stablility§ 定理：リアプノフ関数
（上定理と同内容） な微分方程式体系を考える。∀ｔ：ｆ( ｔ) とすNonautonomous 0; =0
る。Ｘ�( ∞∞)で定義された連続微分可能な実数値関数Ｖ(ｘ ｔ)と連続的な正定値­ , ;

な関数ａｂｃが存在して以下の条件を満たすものとする：positive definite , , ,
①Ｖ(０ ｔ)＝０かつ;
∀ｔ＆ｘ≠０： <ａ(ｘ)≦Ｖ(ｘｔ)≦ｂ(ｘ)0 ;

0 ; , , 0②∀ｔ＆ｘ≠ ：ｄＶ(ｘ(ｔ ｘ ｔ )ｔ)／ｄｔ≦－ｃ(ｘ)＜０ ０

③ａ(ｘ)→∞ ‖ｘ‖→∞as
このときには、均衡点ｘ ＝０は となる。＊ strongly uniformly asymptotically globally stable

§ 例①：18.47.
微分方程式ｘ＝－ｘ を考える。Ｖ(ｘ)≡ｘ と置くと' ３ ２

0 0 0 0①∀ｘ≠ ：Ｖ(ｘ)＞ でＶ( )＝
/ ' 0②ｄＶｄｔ＝２ｘｘ＝－２ｘ ＜４

③Ｖ(ｘ)→∞、 ｘ→∞as
となって、均衡点ｘ ＝０は となる。＊ uniformly asymptotically globally stable

§ 例②：動学的体系18.48.
２ｘ＝－ｘ－ｘｙ'

ｙ＝－ｙ－ｘ ｙ' ２

を考える。
２ ２Ｖ(ｘ ｙ)≡ｘ ＋ｙ,

を定義すると
, 0 except for 0Ｖ(ｘ ｙ)＞ ｘ＝ｙ＝

Ｖ(ｘ ｙ)→∞ ‖(ｘｙ)‖→∞, as ,
' ' 'Ｖ＝Ｖ ｘ＋Ｖ ｙｘ ｙ

＝２ｘ(－ｘ－ｘｙ )＋２ｙ(－ｙ－ｘ ｙ)２ ２

0 except for 0＝－[２(ｘ ＋ｘ ｙ )＋２(ｙ ＋ｘ ｙ )]＜ ｘ＝ｙ＝２ ２ ２ ２ ２ ２

したがって、 となる。uniformly asymptotically globally stable

第３節競争均衡の安定性Ⅰ：財２種類のケースの
§ 定義：18.49.
超過需要関数ｆ ( ) 、 ＝(ｐ ｐ )を考える。このときには、ｐ≡ｐ ｐ 、ｆ≡ｉ １ ２ １ ２ｐ ｐ,i=1,2 , /
ｆ と表示すると、調整プロセスは以下のように表示される：１

ｐ( )＝ｋｆ(ｐ( ))' t t
ただし、ｋは調整速度。均衡点は孤立点ｐ とする。＊

§ 定理：18.50.
２財のケースでは、以下の命題が満たされる：

/ 0①ｐ が局部安定的⇔ｄｆ(ｐ ) ｄｐ＜＊ ＊

such that 0 / 0②ｐ が大域安定的でユニーク⇔∀ｐ ｆ(ｐ )＝ ：ｄｆ(ｐ )ｄｐ＜＊ ＊ ＊ ＊

注意： を描けば明らかである。Phase diaram

第４節競争均衡の安定性Ⅱ：財３種類のケースの 分析Phase diagram
§ 定義：18.51.

i=1,2,3 , , , ,超過需要関数ｆ (ｐ)、 、ｐ＝(ｐ ｐ ｐ )を考える。均衡点はｐ ＝(ｐ ｐｉ １ ２ ３ １ ２
＊ ＊ ＊
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ｐ )とする。３
＊

Gross subsitutability 0仮定Ａ１( ) ∀ｉ＆ｊ＆ｉ≠ｊ＆ｐ：ｆ ＞ｉｊ
仮定Ａ２( ) ∀ｉｆ (ｐ)は正の零次同次関数Homogeneity : ｉ

すなわち∀α> ｆ (ｐ)＝ｆ (αｐ)0: ｉ ｉ

Walras' law 0仮定Ａ３( ) ∀ｐ：Σ ｐ ｆ ＝ｉ＝１
３
ｉ ｉ

ｉ ２仮定Ａ４(正価格) ｐ ＞ ｐ0
=0仮定Ａ５(解存在) ∃ｐ ∀ｉ：ｆ (ｐ )＊ ＊

ｉ

←
§ 定義： ↓18.52.
仮定Ａ２より、ｐ ＝１と置いて、 →３

価格ベクターを正規化 できる。 ↓normalize
また、

によって２市場で均衡すればWalras' Law
＊３番目の市場も均衡するから、 ｐp '=２

f p =0動学的調整プロセスは以下のような ( )２
２式を考えればよい：
ｐ ( )＝ｋ ｆ (ｐ ｐ ) 式 １１１ １ １ １ ２' t , 18.
ｐ ( )＝ｋ ｆ (ｐ ｐ ) 式 １２ ↑ ↑２ ２ ２ １ ２' t , 18.
ただし、ｋ は正の実数値で調整速度を表す。 → ←ｉ

ｋ となるように個々の財の単位をｉ=1,i=1,2,
p '=f p =0とれば、ｋ は省略できる。 ( )ｉ １ １

１§ 定義： ｐ18.53.
Phase diagram右図のような

が描け、以下のような性質を満たす：
①均衡点はユニーク
∵ Ａ２より の定理で、∀ｉ：Σ ｆ ｐ ＝ 。よって、Ａ１とＡ４より、Euler 0ｊ＝１

３
ｉｊ ｊ

ｆ ＜ 式 １３ｉｉ 0 18.
また、∀ｊ：Σ ｐ ・∂ｆ ∂ｐ ＝－∂ｆ ∂ｐ ＜０。よって、後述のフロベニウスｉ＝１ ｉ ｉ ｊ ３ ｊ

２ / /
定理の章にある定理５ １４のⅠとⅣにより、ｆ とｆ のヤコビアンは となる。し- Hicksian１ ２

たがって、適当に矩形の定義域を設定すれば、 定理（§ ）によって、Gale-Nikaido 17.20.
均衡点はユニーク。
②ｆ (ｐ)曲線 は右上がり：ｉ i=1,2
∵ たとえば式 １１を微分すると18.
１１ １ １２ ２ ２ １ １１ １２ｆ ｄｐ ＋ｆ ｄｐ → ｄｐ ｄｐ －ｆ ｆ=0 / = /
となって、式 １３とＡ１よりプラスとなる。18.

' 0 ' 0③ｆ 曲線の左ではｐ ＞ 、右ではｐ ＜１ １ １

'/ 0 ' 0∵ ｄｐ ｄｐ ＝ｆ ＜ より、右ではｐ ＜１ １ １１ １

' 0 ' 0④ｆ 曲線の左ではｐ ＞ 、右ではｐ ＞２ ２ ２

'/ 0 ' 0∵ ｄｐ ｄｐ ＝ｆ ＜ より、右ではｐ ＞２ ２ ２２ ２

以上より、図の矢印のような動きが確認され、均衡点ｐ は安定的であることが分かる。＊

第５節競争均衡の安定性Ⅲ：ｎ種類の財のケース
§ 定義：18.54.
純粋交換経済を考え、以下のような調整プロセスを想定する：
ｐ ( )＝ｆ (ｐ)≡ｘ(ｐ)－ｘ 、 式 １４ｉ ｉ' t i=1,...,n 18.＾

ただし、ｐ＝(ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( ))。１ ２ ｎt , t ,..., t
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§ 定義：18.55.
以下のように仮定する：
①関数ｆ ：Ω →Ｒは連続微分可能とする。ｉ

ｎ

②初期条件はｐ( )＝ｐ ＞ とする。0 0０

③微分方程式体系式 １４にはｔ∈[ ∞)でユニークな解が存在する。18. 0,
④均衡価格ベクターｐ ＞ が存在する。＊ 0

§ 定義：18.56.
さらに以下のような仮定も置く：

Gross subsitutability 0仮定Ａ１( ) ∀ｉ＆ｊ＆ｉ≠ｊ＆ｐ：ｆ ＞ｉｊ
仮定Ａ２( ) 需要関数ｘ (ｐ)は正の零次同次関数Homogeneity ｉ

Walras' law 0仮定Ａ３( ) ∀ｐ：Σ ｐ ｆ (ｐ)＝ｉ＝１
ｎ
ｉ ｉ

§ 補助定理：18.57.
仮定Ａ１( )とＡ２( )のもとでは、均衡価格ベクターは正Gross subsitutability Homogeneity
のスカラーで乗ずればユニークで、αｐ と表示できる。ただし、α＞ 。＊ 0
注意：たとえばｐ ＝１と置けば、他の均衡価格ベクターはユニークに決まる。１

＊

§ 補助定理18.58.
0 0 such that 0∀ｐ＞ ＆ α＞ ｐ≠αｐ ⇒Σ ｐ ｆ (ｐ)＞＊ ｎ ＊

ｊ＝１ ｉ ｉ

証明は略(高山[ ]、２ ､ )1984 nd p.327

§ 定理： の一般均衡点の安定性定理18.59. Arrow­Block­Hurwicz
ｐ を均衡価格ベクターとすると、仮定Ａ１～Ａ３のもとでは、微分方程式体系＊

式 １４は大域安定的である。18.

§ 証明概略：18.60.
ユークリッド距離でリアプノフ関数を以下のように定義する：

＊ ｎ ＊ ２Ｖ(ｐ( ))≡‖ｐ－ｐ ‖≡Σ {ｐ ( )－ｐ }t tｊ＝１ ｉ

このときには
①∀ｐ≠ｐ ：Ｖ(ｐ)＞ ＆ Ｖ(ｐ )＝０＊ ＊0

0②∀ｐ≠ｐ ：ｄＶ(ｐ)／ｄｔ＜＊

③Ｖ(ｐ)→∞ ‖ｐ‖→∞as
が成立して、均衡点ｐ は大域安定的 となる。＊ uniformly asymptotically globally stable
ただし、条件②は以下のように示される：
ｄＶｄｔ＝Σ {ｐ ( )－ｐ } ｄｔ/ t /ｊ＝１ ｉ ｉ

ｎ ＊ ２

＝２Σ {ｐ ( )－ｐ }・ｄｐ ｄｔｊ＝１ ｉ ｉ ｉ
ｎ ＊t /

＝２Σ {ｐ ( )－ｐ }・ｆ ( )ｊ＝１ ｉ ｉ＊ ｉ
ｎ t t

＝２｛Σ ｐ ( )ｆ (ｐ)－Σ ｐ ｆ (ｐ)｝ｊ＝１ ｉ ｉ ｊ＝１ ｉ ｉ
ｎ ｎ ＊t

Walras' Law t =0＝－２Σ ｐ ｆ (ｐ) ← でΣ ｐ ( )ｆ (ｐ)ｊ＝１ ｉ ｉ ｊ＝１ ｉ ｉ
ｎ ＊ ｎ

これは§ 補助定理でマイナスとなる。18.58.

18.61. Gross subsitutability§ 例：
効用関数が
ｕ(ｘ)≡Σ α ｘ 式 １５ｊ＝１ ｊ ｊ

ｎ log 18.
ただし、Σ α 、∀ｊ：α ＞ 、を考える。ｊ＝１ ｊ ｊ

ｍ =1 0
ラグランジュ乗数をλとすると、効用最大化問題の第１階条件は、
λｐ ＝＝∂ｕ∂ｘ 、 ｎ 式 １６ｊ ｊ/ j=1,..., 18.
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となる。効用関数式 １５が であるため、この解は となる。18. concave global maximum
これらの関係より
λｐ ＝∂ｕ∂ｘ ＝α ｘ 、 ｎ 式 １７ｊ ｊ ｊ ｊ/ / j=1,..., 18.

したがって、λ＞ となって、所得Ｍがすべて使われる。すなわち0
Σ ｐ ｘ ＝Ｍ。ｊ＝１ ｊ ｊ

ｎ

式 １７より得られる関係λｐ ｘ ＝α をｊについて合計すると18. ｊ ｊ ｊ

Σ α ＝Σ λｐ ｘ ＝λＭｊ＝１ ｊ ｊ＝１ ｊ ｊ
ｎ ｎ

→ Ｍ＝１λ 式 １８/ 18.
初期保有量をｘ とするとｉ

＾

Ｍ＝Σ ｐ ｘ 式 １９ｊ＝１ ｊ ｊ
ｎ ＾ 18.

式 １７、式 １８、式 １９より18. 18. 18.
ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ ｊ＝１ ｊ ｊ ｊｘ ＝α λｐ ＝α Ｍ ｐ ＝α Σ ｐ ｘ ｐ/ / /ｎ ＾

よって、
/ / 0∂ｘ ∂ｐ α ｘ ｐ ＞ｊ ｉ＝ ｊ ｉ ｊ

となる。したがって、ｐ ＞ とｘ ＞ と仮定すれば、粗代替性が成立する。ｊ ｉ0 0＾

§ 注意：18.62.
仮定Ａ１( )とＡ２( )は、ｐ＞ でないと両立しない。たGross subsitutability Homogeneity 0
とえば、ｐ ＝ とすると、 によってｘ (αｐ)＞ｘ (ｐ)となる。たｋ ｉｋ ｉｋ0 Gross subsitutability
だし、αはスカラーで、α＞ 、また、ｘ はｉ消費者のｋ番目の財の消費量を示す。とこ1 ｉｋ

ろが、 は、条件ｘ (ｐ)＝ｘ (αｐ)が成立することを意味するから、これらHomogeneity ｉ ｉ

の２仮定は矛盾する。

§ 注意：18.63.
これらの均衡点の安定性の分析では、 (タトンマン)プロセスが仮定されてTa tonnement＾

いる。すなわち均衡点が実現するまでは、取引はまったく行わない。

§ 定義：ｎ財競争市場の調整プロセスの線形近似18.64.
純粋交換経済を考え、以下のような調整プロセスを想定する：
ｐ ( )＝ｆ (ｐ)≡ｘ(ｐ)－ｘ 、 式 ２０ｉ ｉ' t i=1,...,n 18.＾

ただし、ｐ＝(ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( ))。均衡点をｐ とする(すなわちｆ(ｐ )＝０)。このと１ ２ ｎt , t ,..., t ＊ ＊

きには、ｐ でテーラー展開した線形近似体系で、局部安定性を分析できる。すなわちて、こ＊

の体系の局部安定性は固定係数線形同次微分方程式
ｐ( )＝Ａ[ｐ( )－ｐ ]' t t ＊

を分析すればよい。ただし、Ａ≡[ａ ]で、ａ ≡∂ｆ (ｐ ) ∂ｐ である(すなわち、関ｉｊ ｉｊ ｉ ｊ
＊ /

数ｆのｐ におけるヤコビアン行列)。＊

§ 分析：18.65.
§ 定理によって、行列Ａの固有値の実数部分がマイナスであれば、均衡点は安定18.22.
的となる。
§ 定理によって、Ａが であれば、固有値は実数でマイナスとなる18.35. negative definite
が、Ａは対称行列でさえない。
また、§ によって、Ａの固有方程式がラウスハーヴィッツ条件を満たせば、均衡18.30.
は安定的となる。しかし、この条件は複雑で経済学的意味が解明できない。
この問題への対応方法は次章で明らかにされる。



­ 87 ­

第１９章フロベニウス定理と投入産出分析、安定性分析および比較静学.
第１節フロベニウス定理

19.1. Leontief's Input­Output Analysis§ 定義：投入産出分析
ａ ＝非負の生産係数 で、ｊ 財１単位生産に必要なｉ 生産要ｉｊ coefficient of production ­ ­
素量。 と同様にして でも一定と仮定される。Cassel Leontief

­ =1,...,nｘ ＝経済全体として生産されるｊ 財の量、ｊｊ

­ i=1,...,nｃ ＝経済全体として消費されるｊ 財の量、ｊ

このときには、需給一致は以下のように定義される：
Σ ａ ｘ ＋ｃ ＝ｘ 、 式 １ｊ＝１ ｉｊ ｊ ｊ ｉ

ｎ i=1,...,n 19.
あるいは、投入産出行列 Ａ＝[ａ ]を用いるとinout­output matrix ｉｊ

Ａｘ＋ｃ＝ｘ
さらに、Ｉを単位行列とすると
(Ｉ－Ａ)ｘ＝ｃ

と表される。したがって、式 １は以下のようにも表される：19.
ｘ＝(Ｉ－Ａ) ｃ 式 ２－１ 19.

これより、ｃが分かれば、ｘ＝各産業の産出量が予測できる。
注意：
戦後 によって行われて成功したため、行列(Ｉ－Ａ)は 行列と言われる。Leontief Leontief

§ 定義：投入産出分析における存在問題と 問題19.2. nonsingular
「すべてのｃに対して、関係式 ２を満たすようなｘが存在するか？」と言う問題と、19.
「行列(Ｉ－Ａ)は か、また(Ｉ－Ａ) ≧ を保証できるか」と言う２つの問nonsingular 0－１

題が生じる。

19.3. Decomposable Matrix and Indecomposable matrix§ 定義：
行列Ａの行あるいは列をいろいろと入れ換えることによって、行列Ａが

１１ １２Ａ Ａ
２２０ Ａ

と表されるときには、行列Ａは であると言い、不可能なときにはdecomposable
と言う。ただし、Ａ は行と列の数が等しいＡの部分行列。indecomposable ｉ i

§ 定義：固有値 (§ 再褐)19.4. eigenvalue 18.18.
Ａ＝[ａ ]をｎ×ｎ行列とする(Ｒ からＲ への線形関数)。ｉｊ

ｎ ｎ

もしλはスカラー(実数値か複素数)、ｘ∈Ｒ 、ｘ≠０が、関係ｎ

Ａｘ＝λｘ 式 ３19.
を満たせば、λは固有値 あるいは特性根 、ｘは固有ベクターeigenvalue characteristic root

あるいは特性ベクター と呼ばれる。eigenvector characteristic vector

§ 定義：固有式 (再褐)19.5. eigen equation
式 ３は19.
(λＩ－Ａ)ｘ＝０ 式 ４19.
と表され、ｘ≠０であるから、行列式は となってsingular
ψ(λ)≡ [λＩ－Ａ]＝０det
となる。式 ４は固有式 あるいは特性式 と言い、19. eigen equation characteristic equation
ψ(λ)≡λ ＋ａ λ ＋ ＋ａ λ＋ａ ＝０ｎ ｎ－１

１ ｎ－１ ｎ...
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と表される。
２例： Ａ≡ １ ０ なら ψ≡ λ－１ ０ ＝(λ １)­

０ １ ０ λ－１
となって、λ＝１が固有値となるが、重複根で単一根でない。

§ 定理：フロベニウス定理 なケース19.6. indecomposable
行列Ａは、 なｎ×ｎ行列で、Ａ≧０とするとindecomposable
①Ａは固有値λ ＞ を持つ＊ 0

0②λ の固有ベクターはプラス、すなわちｘ ＞＊ ＊

＊③もしあるμ≧ とｘ� に対して、Ａｘ＝μｘが成立すれば、μ＝λ0 0
＊④もしλがＡの固有値とすれば、｜λ｜≦λ

＊ ＊ ＊⑤Ａの要素のいずれかが増加すれば、λ も増加する。すなわち、Ａ �Ａ ⇒ λ ＞λ１ ２ １ ２

⑥λ は単一根である。＊

§ 定理：フロベニウス定理 なケース19.7. decomposable
行列Ａを非負のｎ×ｎ行列とすると
①Ａは固有値λ ≧ を持つ＊ 0

0②λ の固有ベクターはプラス、すなわちｘ �＊ ＊

③もしあるμ≧ とｘ� に対して、Ａｘ≧μｘが成立すれば、λ ≧μ0 0 ＊

＊④もしλがＡの固有値とすれば、｜λ｜≦λ
＊ ＊⑤Ａ ≧Ａ ⇒ λ ≧λ１ ２ １ ２

19.8. Frobenius Root§ 定義：フロベニウス根
上記のような固有値を、Ａのフロベニウス根と言い、以下では、λ と表示する。＊

19.9. Dominant Diagonal Matrix§ 定義：
dominant diagonal行列Ａ＝[ａ ]をｎ×ｎ行列が、以下の条件を満たすとき、行列Ａはｉｊ

を持つと言う：
j=1,...,n｜ａ ｜＞Σ ａ 、ｊｊ ｉ≠ｊ ｉｊ

注意：より一般的には以下のように定義される：
ｋ ｋ ｊ ｊｊ ｉ≠ｊ ｉ ｉｊ∀ｊ（∃α ＞ ＆α ∈Ｒ＆ｋ ）：α ｜ａ ｜＞Σ α ａ0 =1,...,n

§ 定理： に関する定理19.10. dominant diagonal
ｎ×ｎ行列Ａ＝[ａ ]を とすると、ｉｊ dominant diagonal matrix

nonsingular①Ａは
② 対角要素がプラスなら、すべての固有値はプラスの実数部を持つ。dominant diagonal

§ 定理：19.11.
Ｂ≡(Ｉ Ａ)＝[ｂ ]が、∀ｉ≠ｊ：ｂ ≦ かつｂ ＞ とする。このときには­ 0 0ｉｊ ｉｊ ｉｉ

∀ｃ≧ ・∃ユニークなｘ≧ ：(Ｉ Ａ)ｘ＝ｃ0 0 ­
(Ｉ Ａ)が を持つ⇔ ­ dominant diagonal

19.12. Hawkins­Simon Condition§ 定義：ホーキンス－サイモン条件

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)
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Ｂ≡[ｂ ]が、連続的主小行列が正、すなわち∀ｒ： Ｂ ＞ を満たすとき、ホーキｉｊ ｒdet 0
ンス－サイモン条件を満たすと言う。ただし、

１１ １２ １ｒｂ ｂ ｂ...
.........Ｂ ≡ｒ

２１ ２２ ２ｒｂ ｂ ｂ...
ｒ１ ｒ２ ｒｒｂ ｂ ｂ...

§ 定理：19.13.
行列Ａ＝[ａ ]を非負( ａ ≧ )のｎ×ｎ行列とし、Ｂ≡[ρＩ－Ａ]＝[ｂ ]とするｉｊ ｉｊi.e. 0 ij

(∀ ≠ ：ｂ ≦ )。ただし、ρ∈Ｒ。このときには、以下の７条件は同値である：i j 0ｉｊ

0 0Ⅰ ∃ｘ≧ ：Ｂｘ＞
Ⅱ ∀ｃ≧ ∃ｘ≧ ：Ｂｘ＝ｃ0 0

nonsingular 0Ⅲ Ｂは でＢ �－１

Ⅳ ホーキンス－サイモン条件が成立
Ⅴ すべての固有値の実数部はプラス

＊Ⅵ ρ＞λ
∞ ｋ －１Ⅶ ( ρ)Σ (Ａρ) ＝[ρＩ－Ａ]1/ /ｋ＝０

さらに
Ａが であれば①と③は以下のようになる：indecomposable

0 0Ⅷ ∃ｘ≧ ：Ｂｘ�
nonsingular 0Ⅸ Ｂは でＢ ＞－１

§ 定理：非負の非対角要素行列に関する定理19.14.
行列Ｓ＝[ｓ ]を、∀ ≠ ：ｓ ≧ （非対角要素が非負）のｎ×ｎ行列とする。また、ｉｊ ｉｊi j 0
Ｓ≡[Ｖ－ρＩ]と表されるものとする。ただし、ρ∈Ｒで、Ｖ≧ である。このときには0
以下の６条件は同値である：

0 0Ⅰ ∃ｘ≧ ：Ｓｘ＜
Ⅱ ∀ｃ≦ ∃ｘ≧ ：Ｓｘ＝ｃ0 0

nonsingular 0Ⅲ Ｓは でＳ �－１

Ⅳ Ｓは (§ 参照)Hicksian 17.18.
Ⅴ すべての固有値の実数部はマイナス

＊Ⅵ ρ＞λ
さらに、Ａが であれば①と③は以下のようになる：indecomposable

0 0Ⅶ ∃ｘ≧ ：Ｓｘ�
nonsingular 0Ⅷ Ｓは でＳ ＜－１

§ 定理：19.15.
行列Ｂ＝[ｂ ]を、∀ ≠ ：ｂ ≦ のｎ×ｎ行列とすると、以下の４条件は同値：ｉｊ ｉｊi j 0

0 0Ⅰ ∃ｘ≧ ：Ｂｘ＞
' 0 ' 0Ⅰ ∃ｐ≧ ：Ｂｐ＞
" 0 0Ⅰ ∃ｘ＞ ：Ｂｘ＞
"' 0 ' 0Ⅰ ∃ｐ＞ ：Ｂｐ＞
ただし、ＢはＢの転置行列。また、この定理は、Ｂｘ＞ などの不等号記号が＜ になっ' 0 0
ても成立する。

第２節投入産出分析
§ 定義：19.16.
ａ ＝非負の生産係数 で、ｊ 財１単位生産に必要なｉ 生産要ｉｊ coefficient of production ­ ­

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)
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素量。 と同様にして でも一定と仮定される。Cassel Leontief
­ =1,...,nｘ ＝経済全体として生産されるｊ 財の量、ｊｊ

­ i=1,...,nｃ ＝経済全体として消費されるｊ 財の量、j

このときには、需給一致は以下のように定義される：
(Ｉ－Ａ)ｘ＝ｃ

§ 分析：19.17.
ここで、§ で述べられた問題を考える。すなわち19.2.
①あるｃが与えられたとき、(Ｉ－Ａ)ｘ＝ｃとなるようなｘ≧ が存在するか？0
②存在すればユニークか？
③行列(Ｉ－Ａ)は か？nonsingular
④(Ｉ－Ａ) � となるか？－１ 0
ρ＝１と考えれば、§ 定理が応用できるから、定理ⅡとⅢによって、19.13.
(ｲ)λ ＜１であるか＊

(ﾛ) ホーキンス－サイモン条件が成立すれば、
問題①、③、④に「ｙｅ 」と答えられる。s
また、[Ｉ－Ａ]が を持てば、 § の定理によって、問題②にも肯dominant diagonal 19.11.
定的に答えられる。

19.18. Solow's Expenditure­Lag Input­Output Model§ 定義：
以下のような動学的モデルを考える：
ｘ( )＝Ａｘ( )＋ｃt t­1
ただし、ａ ≡ｘ ( ) ｘ ( )となる。これはｔ期の生産要素需要は 期の生産量に比例ｉｊ ｉｊ ｊt / t­1 t­1
すると考えている。

§ 定義：19.19.
均衡はｘ( )＝ｘ( )＝ｘ で定義され、均衡状態ではt t­1 ＊

ｘ ＝Ａｘ ＋ｃ あるいは [Ｉ－Ａ]ｘ ＝ｃ＊ ＊ ＊

を得る。問題は
①ｘ( )→ｘ ｔ→∞となるか？t as＊

②[Ｉ－Ａ]は で、[Ｉ－Ａ] � となるか？nonsingular 0－１

§ 分析：19.20.
１＞λ であれば、§ 定理のⅢによって、問題②の答えはｙｅｓとなる。＊ 19.13.
安定性の問題①については、以下のようなプロセスを考える：
ｘ( )＝Ａｘ( )＋ｃ1 0
ｘ( )＝Ａｘ( )＋ｃ＝Ａ ｘ( )＋(Ｉ Ａ)ｃ2 1 0 +２

ｘ( )＝Ａｘ( )＋ｃ＝Ａ ｘ( )＋(Ｉ Ａ Ａ )ｃ3 2 0 + +３ ２

ｘ( )＝Ａｘ( )＋ｃ＝Ａ ｘ( )＋(Ｉ Ａ Ａ Ａ )ｃ4 3 0 + + +４ ２ ３

.....
ｘ( )＝Ａｘ( )＋ｃ＝Ａ ｘ( )＋(Ｉ Ａ Ａ Ａ )ｃ 式 ５t t­1 0 + + +...+ 19.ｔ ２ ｔ－１

となり、条件１＞λ が成立すれば、§ の定理のⅦ(このケースではρ となってい＊ 19.13. =1
る)によって、
①Σ Ａ ｃ→[Ｉ－Ａ] ｃ(すなわち式 ５の第２項が収束する)ｔ＝０

∞ ｔ －１ 19.
②Ａ → ｔ→∞(なぜなら、Σ Ａ ｃが収束するときはＡ も収束する)ｔ ∞ ｔ ｔ0 as ｔ＝１

となる。したがって、式 ５より、ｘ( )→[Ｉ－Ａ] ｃとなることが分かる。19. t －１

以上より問題①と②は、実質的には同じ問題であることが分かる。
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第３節競争均衡の安定性(この問題は§ で分析されている)18.64.
初期保有量ｘ の純粋交換経済を考え、以下のような調整プロセスを想定する：＾

ｐ ( )＝ｆ (ｐ)≡ｘ(ｐ)－ｘ 、 式 ６ｉ ｉ' t i=0,1,...,n 19.＾

ただし、ｐ＝(ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( ))。ｐ を均衡価格ベクターとする。さらに、ｐ０ １ ２ ｎt , t , t ,..., t ＊

でテーラー展開して、２次微分以上の項を無視し、固定係数線形同次微分方程式体系＊

ｐ ( )＝Σ ａ [ｐ ( )－ｐ ]、 式 ７ｉ ｊ＝１ ｉｊ ｊ ｊ' t t i=0,1,...,n 19.ｎ ＊

を考える。ただし、ａ ≡∂ｆ ∂ｘ である。この線形近似体系によって局部安定性を分ｉｊ ｉ ｊ/
析する。

注意：
①式 ７は線形であるため、∀ｔ：解が存在する。19.
②∀ｔ：ｐ＞ と仮定する。0

§ 定義：19.21.
Walras' law 0仮定Ａ１( ) ∀ｐ：Σ ｐ ｆ (ｐ)＝ｉ＝０

ｎ
ｉ ｉ

仮定Ａ２( ) ∀ｉ∈[ ]：超過需要関数ｆ (ｐ)は正の零次同次関数Homogeneity 0,1,2...,n ｉ

§ 定義：19.22.
Ａ２より、第０財をニューメレールとし、ｐ ＝１として正規化する。そこで、Ａ１により、０

均衡状態は
ｆ (ｐ )＝ →( がない！)ｉ

＊ 0 i=1,...,n 0
と表され、動学的調整プロセス式 ７は以下のようになる：19.
ｐ ( )＝Σ ａ [ｐ ( )－ｐ ]、 式 ８ｉ ｊ＝１ ｉｊ ｊ ｊ' t t i=1,...,n 19.ｎ ＊

, ,...,ここで係数ａ を用いて、ｎ×ｎ行列Ａ≡[ａ ]を定義すると、Ａは関数ｆ＝(ｆ ｆｉｊ ｉｊ １ ２

ｆ )のヤコビアン行列である。ｎ

§ 定理：§ の再褐19.23. 18.22.
式 ８が大域安定性のための必要十分条件は、Ａのすべて固有値の実数部がマイナスと19.
なることである。

注意：定理：Ａが対称行列で負定値 であれば、すべて固有値はマイナスのnegative definite
実数値となるが(§ 参照)、一般均衡点の安定性分析では、行列Ａが対称行列で負定18.35.
値となるとは仮定できない。

19.24. Weak Gross Substitutability§ 定義：
0仮定Ａ３：∀ｉ≠ｊ：ａ ≧ｉｊ

§ 定理：19.25.
仮定Ａ３のもとでは、動学的システム式 ８は、下記の条件のいずれかが成立すれば、19.
安定的となる：

0 j=1,...,n(ｲ)仮定Ａ１とａ ＞ 、０ｊ

0 i=1,...,n(ﾛ)仮定Ａ２とａ ＞ 、ｉ０

§ 証明：19.26.
(ｲ)Ａ１より、すべてのｊについて、Σ ｐ ・∂ｆ ∂ｐ ＝ 。よって、ｉ＝０ ｊ ｊ ｉ

ｎ ＊ / 0
/ 0Σ ｐ ・∂ｆ ∂ｐ ＝Σ ｐ ａ ＝－ａ ＜ｉ＝１ ｊ ｊ ｉ ｉ＝１ ｊ ｉｊ ０ｊ

ｎ ＊ ｎ ＊

となるから、Ａは§ 定理のⅠを満たすが、§ 定理によって転置行列Ａでも成' 19.14. 19.15.
立するし、§ 定理Ⅴで、マイナスの実数部の固有値を持つから、均衡点は安定的と19.14.
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なる。
(ﾛ)Ａ２より、オイラー定理を使うと、すべてのｉについてΣ ∂ｆ ∂ｐ ・ｐ ＝ 。ｊ＝０ ｉ ｊ ｊ

ｎ ＊/ 0
よって、

/ 0Σ ∂ｆ ∂ｐ ・ｐ ＝Σ ａ ｐ ＝－ａ ＜ｉ＝１ ｉ ｊ ｊ ｉ＝１ ｉｊ ｊ ｉ０
ｎ ＊ ｎ ＊

となるから、Ａは§ 定理のⅠを満たし、§ 定理のⅤによって、マイナスの実19.14. 19.14.
数部の固有値を持つから、均衡点は安定的となる

第４節比較静学分析への応用
§ 定義：19.27.
経済システムが
ｆ (ｘ、α)＝ 、 式 ９ｉ 0 i=1,...,n 19.

で示されるものとする。ただし、ｘ＝(ｘ ｘ ｘ )で、αはパラメータで、関数ｆ はす１ ２ ｎ ｉ, ,...,
べての変数について連続微分可能とする。

§ 説明：19.28.
式 ９をαで微分すれば19.

/ 0 i=1,...,nΣ ｆ ・∂ｘ ∂α＋ｂ ＝ 、ｉ＝１ ｉｊ ｊ ｉ
ｎ

ただし、ｆ ≡∂ｆ ∂ｘ 、ｂ ≡∂ｆ ∂α。ｉｊ ｉ ｊ ｉ ｉ/ /
ここでＦ＝[ｆ ]、ｂ＝[ｂ ]、ｘ ＝[∂ｘ ∂α]とすると、これはベクター表示でｉｊ ｉ α ｊ/

0Ｆｘ ＋ｂ＝α

Ｆが とすればnonsingular
ｘ ＝－Ｆ ｂα

－１

ここで、∀ ≠ ：ｆ ≦ であれば、§ 定理が利用できるし、∀ ≠ ：ｆ ≧ でi j 0 19.14. i j 0ｉｊ ｉｊ

あれば、§ 定理が利用できる。19.13.

§ 例：ステップ１19.29.
ｎ＋１財市場の正規化された超過需要関数で市場均衡が
ｆ (ｐ、α)＝ 、 式 １０ｉ 0 i=1,...,n 19.

, ,...,と示されるものとする。ただし、第０財がニューメレールとする。また、ｐ＝(ｐ ｐ１ ２

ｐ )で、αはシフトパラメータ。ｎ

需要関数の零次同時性により
0Σ ｆ ｐ ＝ｊ＝０ ｉｊ ｊ

ｎ

ここで、∀ ≠ ＆ｐ：ｆ ＞ と仮定すると、i j 0ｉｊ

0Σ ｆ ｐ ＜ｊ＝１ ｉｊ ｊ
ｎ

を得るから、行列Ｆ＝［ｆ ］は§ 定理の条件Ⅰを満たし、この定理が利用できる。ｉｊ 19.14.

§ 例：ステップ２19.30.
たとえば、∂ｆ ∂α＝１、∂ｆ ∂α＝ ｊ≠ｋと置けば、αはニューメレールかｋ ｊ/ / 0 for
ら第ｋ財への需要シフトを示す。行列Ｆにはゼロなる要素がないから、 でindecomposable
あり、§ 定理のⅧが成立する。したがってＦ ＜ となって、19.14. 0－１

0ｐ ＝－Ｆ ｂ＞α
－１

を得る。
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第４部：動学分析と不確実性
(主要参考文献 ):Takayama, , Univ. of Michigan Press,1993Analytical Methods in Economics

第２０章最大値原理の基礎.
第１節最大値原理
§ 定義：20.1.
ｎ個の第１階微分方程式体系を考える：
ｘ ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、 式 １ｉ ｉ' t t , t , i=1,...,n 20.

ただし、ｘ( )＝[ｘ ( ) ｘ ( )]、ｕ( )＝[ｕ ( ) ｕ ( )]。ｆ 、ｘ 、ｕ はすべて実数t t ,..., t t t ,..., t１ ｎ １ ｒ ｉ ｉ ｉ

値関数。
境界条件として

' 0 i=1,...,nｘ ( )＝ｘ 、ｉ ｉ
０

を仮定する。

§ 定義：20.2.
①最適制御理論では、なんらかの目標を最大化あるいは最小化するように、ｕ( )を選択t
するので、ｕ( )は制御変数 と言う。t control variable
②ｕ( )の集合をＵとすると、Ｕは許容制御集合 と言う。t set of admissible control
③ｕ( )の定義域を Ｕとすると、 Ｕは制御域 と言う。 Ｕt range range control region range
は閉集合であってもよい。たとえばｕが消費性向であれば、∀ｔ： ≦ｕ( )≦ となる。0 t 1
③ｕ( )∈Ｕであれば、ｕ( )は許容制御 と言う。t t admissible control
④ｕ( )∈Ｕは、 な関数に限定する。 な関数とt piecewise continuous piecewise continuous
は、有限個の点を除いて連続的な関数のことである。

§ 定義：20.3.
①ｆ はｘ 、ｕ 、ｔについて連続的で、ｘ とｔについては連続微分可能。ｉ ｉ ｉ ｉ

②ｘ( )は、状態変数 と呼ばれ、連続的で、 な導関数t state variable piecewise continuous
を持ち、その定義域ＸはＲ の連結開部分集合である。ｎ

③境界条件(ｘ ｔ )は、ｘ ∈Ｘで、ｔ ∈(ｔ ｔ ) →有限区間に存在する０ ０ ０ ０, ,１ ２

§ 定義：基本的制御問題20.4.
Σ α ｘ (Ｔ) 式 ２Maximize: 20.ｉ＝１ ｉ ｉ

ｎ

Subject to: t , t , i=1,...,nｘ ’＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｉ ｉ

0 i=1,...,nｘ ( )＝ｘｉ ｉ
０

ただし、最終時点Ｔは固定されている。

§ 定義：20.5.
式 ２は、関数∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔを含む。すなわち、20. t , t ,０ ０

Ｔ

ｘ ＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ] 式 ３０ ０' t , t , 20.
かつｘ ( )＝ とおけば、式 ３の０からＴの積分の最大化はｘ (Ｔ)の最大化となり、０ ０0 0 20.
これは式 ２の最も単純な形式である。20.

§ 定義：20.6.
ハミルトン関数 を以下のように定義する：Hamiltonian
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ，ｐ( )]≡Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ] 式 ４t , t , t t t , t , 20.ｉ＝１ ｉ ｉ

ｎ

ただし、ｐ ( )は補助変数 あるいは(ハミルトン)乗数 あるいはｉ t auxiliary variable multiplier
共状態変数 と言う。costate variable
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§ 定理： 最大値原理20.7. Pontryagin's Maximum Principle
ｕ ( )が§ の問題の解で、ｘ ( )がそのときの状態変数とすると、連続的で＊ ＊t 20.4. t

な導関数を持つベクター関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( )]が存在し、すべpiecewise continuous t t ,..., t１ ｎ

ての時点で同時にはゼロにならず、以下の３条件を満たす：
①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )は、以下のハミルトン体系 の解となる：＊ ＊t t t Hamilton System
ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｐ 、 式 ５ｉ ｉ' t / i=1,...,n 20.＊

ｐ ( )＝－∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ６ｉ ｉ' t / i=1,...,n 20.＊

ただし、Ｈ ≡Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔｐ( )]。＊ ＊ ＊t , t , , t
②ｕ ( )はＨを最大化する。すなわち＊ t
∀ｕ( )∈Ｕ：Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ ｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )] 式 ７t t , t , , t t , t , , t 20.＊ ＊ ＊

transversality condition T i=1,...,n③(横断条件 ) ｐ ( )＝α 、ｉ ｉ

注意：
①∂Ｈ ∂ｐ は、∂Ｈ∂ｐ が[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ ｐ()]で評価されていることを意味する。＊ ＊ ＊/ / t , t , , tｉ ｉ

②この定理は、最適制御ｕ ( )の存在は保証しない。＊ t
③ｐ ( )は式 ２のα で決まり、ｘ ( ) はｘ ( )の 期の値でて決まる。ｉ ｉ ｉT 20. T ,i=1,...,n, t T＊

④式 ５は、式 １そのものである。20. 20.
⑤式 ６は、20.

ｐ ( )＝－Σ ｐ ∂ｆ ∂ｘ 、 式 ８ｉ ｊ＝１ ｊ ｊ ｉ' t / i=1,...,n 20.ｎ ＊

となる。
⑥すべてのｆ がｘとｕに関して であれば、上記の条件は十分条件にもなる。さｉ concave
らに、 であれば最適解はユニークとなる。strictly concave

§ 定理：20.8.
ｕ ( )∈ [ Ｕ]で、∀ｉ：ｆ がｕに関して微分可能であれば、§ 定理の②＊ t Interior range 20.7.ｉ

は以下の条件に等しい：
∂Ｈ ∂ｕ ＝０、 式 ９＊/ j=1,...,r 20.ｊ

また、関数Ｈがｕ について であれば、式 ９⇔ § 定理②となる。ｊ concave 20. 20.7.

§ 定義：20.9.
Ｕが閉集合、たとえば、∀ｔ： ≦ｕ( )≦ で、最適制御が、すべてのｊについてrange 0 t 1

t for 'ｕ ( )＝０ ｔ ≦ｔ≦ｔｊ ０
＊

ｊ １ｕ ( )＝１ ｔ≦ｔ≦ｔ＊ t for '
となる可能性もある。このような解は、 と言われる。bang­bang solution

§ 定理：一部(ｍ個)の状態変数の固定最終時点Ｔにおける値が決められているケース20.10.
ｘ ( )＝ｘ 、 、ｍ≦ｎｉ ｉT i=1,...,mＴ

の場合には、横断条件が以下のように変更される：
ｐ ( )＝α ＋λ 、 式 １０ｉ ｉ ｉT i=1,...,m 20.
ｐ ( )＝α 、 式 １１ｉ ｉT i=m+1,...,n 20.

ｍ個のλ は一定の値で、ｐ ( )とα の差として式 １０によって決められる。ｉ ｉ ｉT 20.

§ 定理：最終時点の値が関数で決められているケース20.11.
Ｆ [・]を実数値微分可能関数として、ｉ

Ｆ [ｘ( )]＝０、 、ｍ≦ｎ 式 １２ｉ T i=1,...,m 20.
となる場合には、横断条件式 １０は以下のように変更される：20.

ｐ ( )＝α ＋Σ λ ∂Ｆ ∂ｘ ( )、 式 １３ｉ ｉ ｊ＝１ ｊ ｊ ｉT / T i=1,...,m 20.ｍ
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20.12. Final time open§ 定理：最終時点Ｔが自由に決められるケース
が決められていない場合には、横断条件は以下のように変更される：T
Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｐ( )]＝０ 式 １４＊ ＊T , T ,T, T 20.
なケースはautonomous
Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｐ( )]＝０ 式 １５＊ ＊T , T , T 20.

となる。

§ 定義：初期点・最終点がすべて決められているケース20.13.
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ 式 １６Maximize: t , t , 20.０ ０
Ｔ

ｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、 式 １７Subject to: ' t t , t , i=1,...,n 20.ｉ

ｘ ( )＝ｘ 、ｘ ( )＝ｘ 、 式 １８ｉ ｉ ｉ ｉ0 T i=1,...,n 20.０ Ｔ

ただし最終時点Ｔも決められている。

§ 定理：20.14.
t , t 20. piecewise[ｘ ( ) ｕ ( )]が式 １６の問題の解とすると、ゼロでない連続的で、＊ ＊

な導関数を持つｎ＋１次元ベクター関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( )]が存在continuous t t , t ,..., t０ １ ｎ

し、以下の３条件を満たす(必要条件)：
①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )、ｘ ( )は、以下のハミルトン体系の解となる：＊ ＊ ＊t t t t０

ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｐ 、 式 １９ｉ ｉ' t / i=0,1,...,n 20.＊

ｐ ( )＝－∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ２０ｉ ｉ' t / i=0,1,...,n 20.＊

ただし、
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ，ｐ( )]≡Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]t , t , t t t , t ,ｉ＝０ ｉ ｉ

ｎ

また、Ｈ ≡Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔｐ( )]。＊ ＊ ＊t , t , , t
②∀ｕ( )∈Ｕ：Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ ｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]t t , t , , t t , t , , t＊ ＊ ＊

③(横断条件)∀ｔ∈[ ]：ｐ (ｔ)＝一定｛←∂Ｈ∂ｘ 。 Ｈはｘ の関数でない｝0,T / =0０ ０ ０

20.15. Final time open with fixed end point§ 定義：最終値固定・最終時未定のケース
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ 式 ２１Maximize: t , t , 20.０ ０
Ｔ

ｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、 式 ２２Subject to: ' t t , t , i=1,...,n 20.ｉ

ｘ ( )＝ｘ 、ｘ ( )＝ｘ 、 式 ２３ｉ ｉ ｉ ｉ0 T i=1,...,n 20.０ Ｔ

ただし最終時点 が決められていない。T

§ 定理：20.16.
t , t 20. piecewise[ｘ ( ) ｕ ( )]が式 ２１の問題の解とすると、「ゼロでない連続的で＊ ＊

な導関数を持つｎ＋１次元ベクター」(この「 」内の表現は以下では省略する)continuous ...
関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( )]が存在し、以下の４条件を満たす：t t , t ,..., t０ １ ｎ

①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )、ｘ ( )は、以下のハミルトン体系の解となる：＊ ＊ ＊t t t t０

ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｐ 、 式 ２４ｉ ｉ' t / i=0,1,...,n 20.＊

ｐ ( )＝－∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ２５ｉ ｉ' t / i=0,1,...,n 20.＊

②∀ｕ( )∈Ｕ：Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ ｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]t t , t , , t t , t , , t＊ ＊ ＊

③Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｐ( )]＝０＊ ＊T , T ,T, T
④(横断条件)∀ｔ∈[ ]：ｐ (ｔ)＝一定0,T ０

§ 定義：自律系 最終値固定・最終時未定のケース20.17. autonomous
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( )]ｄｔ 式 ２６Maximize: t , t 20.０ ０
Ｔ
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ｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( )]、 式 ２７Subject to: ' t t , t i=1,...,n 20.ｉ

ｘ ( )＝ｘ 、ｘ ( )＝ｘ 、 式 ２８ｉ ｉ ｉ ｉ0 T i=1,...,n 20.０ Ｔ

ただし最終時点 が決められていない。T

§ 定理：20.18.
§ の問題の場合には、§ 定理の③を以下のように変更する：20.17. 20.16.

Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｐ( )]＝０＊ ＊T , T , T

20.19. Final time fixed with free end point§ 定義：最終値未定・最終時固定のケース
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ 式 ２９Maximize: t , t , 20.０ ０
Ｔ

ｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、 式 ３０Subject to: ' t t , t , i=1,...,n 20.ｉ

ｘ ( )＝ｘ 、 式 ３１ｉ ｉ0 i=1,...,n 20.０

ただし最終時点 が決められている。T

§ 定理：20.20.
[ｘ ( ) ｕ ( )]が、式 ２９の問題の解とすると、関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( ) ｐ ( )]＊ ＊t , t 20. t t , t ,..., t０ １ ｎ

が存在し、以下の４条件を満たす(必要条件)：
①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )、ｘ ( )は、以下のハミルトン体系の解となる：＊ ＊ ＊t t t t０

ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｐ 式 ３２ｉ ｉ、' t / i=0,1,...,n 20.＊

ｐ ( )＝－∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ３３ｉ ｉ' t / i=0,1,...,n 20.＊

ただし、
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ，ｐ( )]≡Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ] 式 ３４t , t , t t t , t , 20.ｉ＝０ ｉ ｉ

ｎ

また、Ｈ ≡Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔｐ( )]。＊ ＊ ＊t , t , , t
②∀ｕ( )∈Ｕ：Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ ｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]t t , t , , t t , t , , t＊ ＊ ＊

T T i=1,...,n③(横断条件)ｐ ( )＝１、ｐ ( )＝０、０ ｉ

④ｐ ( )＝一定０ t

注意：このケースでは、③と④より∀ｔ：ｐ ( )＝１となり、ハミルトン関数は０ t
Ｈ≡ｆ ＋Σ ｐ ｆ 式 ３５０ ｉ＝１ ｉ ｉ

ｎ 20.
となる。

§ 定理：20.21.
すべてのｆ ， がｘとｕについて で、上記のいろいろな定理の条件①ｉ i=0,1,...,n concave
～③（あるいは①～④)を満たすベクター関数ｐが存在すれば、[ｘ ( ) ｕ ( )]は最大化問＊ ＊t , t
題の解となる(十分条件)。また、関数ｆ が であれば、最適解はユニークと０ strictly concave
なる。

第２節単純なミクロ経済問題への応用
§ 定義：地域間投資配分問題20.22.
２つの地域ｉ＝ が存在し、単一の生産物を生産していると仮定する。生産関数を1,2
Ｙ ＝ｂ Ｋ 、ｉ (→以下では省略する) 式 ３６ｉ ｉ ｉ =1,2 20.

とする。ただし、ｂ は一定、Ｙは生産量、Ｋは資本量。ｉ

§ 定義：20.23.
政策当局は、Ｔ期後の２地域間の生産物合計を最大化することを目標とする：

Ｙ( )≡Ｙ ( ) Ｙ ( ) 式 ３７Maximize: T T + T 20.１ ２
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§ 定義：20.24.
投資資金Ｚは貯蓄よりまかなわれるから 式 ３８20.

１ １ ２ ２Ｚ＝ｓ Ｙ ＋ｓ Ｙ
ただし、ｓ は貯蓄性向で、 ≦ｓ ≦ 。ここで、α ≡ｂ ｓ とおけばｉ ｉ ｉ ｉ ｉ0 1

Ｚ＝α Ｋ ＋α Ｋ 式 ３９１ １ ２ ２ 20.

§ 定義：20.25.
βを第１地域に配分される資本の比率とすると、 ≦β≦ 。資本減耗を無視すれば、0 1
Ｋ ＝β[α Ｋ ＋α Ｋ ] 式 ４０１ １ １ ２ ２' 20.
Ｋ ＝( β)[α Ｋ ＋α Ｋ ] 式 ４１２ １ １ ２ ２' 1­ 20.

§ 定義：20.26.
最大化問題は

Ｙ( )＝ｂ Ｋ ＋ｂ Ｋ 式 ４２Maximize: T 20.１ １ ２ ２

式 ４０と式 ４１と初期値Ｋ ( )＝Ｋ 式 ４３Subject to: 20. 20. 0 20.ｉ ｉ
０

と定義され、Ｋ が状態変数で、βが制御変数となる。ｉ

§ 分析：20.27.
最大値原理を応用すると、ハミルトン関数は
Ｈ≡ｐ β[α Ｋ ＋α Ｋ ]＋ｐ ( β)[α Ｋ ＋α Ｋ ]１ １ １ ２ ２ ２ １ １ ２ ２1­
＝[β(ｐ －ｐ )＋ｐ ](α Ｋ ＋α Ｋ )１ ２ ２ １ １ ２ ２

で、ハミルトン体系は( は省略する)＊

ｐ ＝－[β(ｐ －ｐ )＋ｐ ]α 式 ４４ｉ １ ２ ２ ｉ' 20.
横断条件は
ｐ ( )＝ｂ 、ｉ 式 ４５ｉ ｉT =1,2 20.

となる。最大値原理によれば、最適制御はハミルトン関数を最大化するから、
β＝１ ｐ ( )＞ｐ ( ) 式 ４６if t t 20.１ ２

β＝０ ｐ ( )＜ｐ ( ) 式 ４７if t t 20.１ ２

式 ４４より、ｐ ( ) ｐ ( )＝α α となって、20. ' t / ' t /１ ２ １ ２

ｐ ( )＝(α α )ｐ ( )＋ 式 ４８１ １ ２ ２t / t const. 20.
横断条件ｐ ( )＝ｂ より、i iT
ｐ ( )＝(α α )ｐ ( )＋ →ｂ ＝(ｂ ｓ ｂ ｓ )ｂ ＋ 式 ４９１ １ ２ ２ １ １ １ ２ ２ ２T / T const. / const. 20.
となって

１ １ １ ２const. /＝ｂ －ｂ ｓ ｓ
これを式 ４８の代入すると、結局、条件20.
式 ５０20.
１ ２ ２ １ １ ２ ２ ２ ２ ２ １ １ ２ ２ ２ｐ ( )－ｐ ( )＝ｐ ( )(ｂ ｓ －ｂ ｓ ) ｂ ｓ ＋(ｓ －ｓ )ｂ ｂ ｂ ｓt t t / /
を得る。よって、たとえば、ｓ ＝ｓ のときにｂ ＞ｂ であれば、ｐ ( )＞ｐ ( )となって、１ ２ １ ２ １ ２t t
すべてのｔについてβ＝１、すなわち生産性の高い地域にすべての資本を投資し続けるのが
最適となる。

第２１章無限期間最大値原理よる消費者行動・生産者行動の動学的分析.
第１節無限期間の最大値原理
§ 定義：無限期間・割引値最大化問題21.1.
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｅ ｄｔ 式 １Maximize: t , t , 21.０ ０
∞ －ρｔ

ｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、 式 ２Subject to: ' t t , t , i=1,...,n 21.ｉ

ｘ ( )＝ｘ 、 式 ３ｉ ｉ0 i=1,...,n 21.０

ｕ ( )≧ 、 式 ４ｊ t 0 j=1,...,r 21.
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ただし、以後、関数ｆ は( ｘｕｔ) 空間で連続微分可能と仮定する。ｉ,i=0,1,...,n, , , ­

§ 定理：21.2.
[ｘ ( ) ｕ ( )]が、式 １の問題の解とすると、関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( )]が存在し、＊ ＊t , t 21. t t ,..., t１ ｎ

以下の４条件を満たす(必要条件)：
①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )は、以下のハミルトン体系の解となる：＊ ＊t t t
ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｐ 、 式 ５ｉ ｉ' t / i=1,...,n 21.＾＊

ｐ ( )＝－∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ６ｉ ｉ' t / i=1,...,n 21.＾＊

ただし、
Ｈ [ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ，ｐ( )]≡＾＊ * t , * t , t
ｆ [ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ]ｅ Σ ｐ ( )ｆ [ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ]０ ｉ＝１ ｉ ｉ* t , * t , + t * t , * t ,－ρｔ ｎ

/ 0 / i=1,...,r②∂Ｈ ∂ｕ ≦ 、ｕ (∂Ｈ ∂ｕ )＝０、＾＊ ＾＊
ｊ ｊ ｊ

lim t t i=1,...,n③(横断条件) ｐ ( )ｘ ( )＝０、ｔ→∞ ｉ ｉ
＊

§ 定理：21.3.
すべてのｆ ， がｘとｕについて で、上記の定理の条件①～③を満たｉ i=0,1,...,n concave
すベクター関数ｐが存在すれば、[ｘ ( ) ｕ ()]は最大化問題の解となる(十分条件)。また、＊ ＊t , t
関数ｆ が であれば、最適解はユニークとなる。０ strictly concave

§ 定義： 現在価値ハミルトン関数21.4. Current Value Hamiltonian
関数ｑ ( )を以下のように定義する：ｉ t

ρｔｑ ( )≡ｐ ( )ｅｉ ｉt t
この新変数を使うと、ハミルトン関数は
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔｑ( )]≡t , t , , t
ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ] Σ ｑ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]０ ｉ＝１ ｉ ｉt , t , + t t , t ,ｎ

となる。これは現在価値ハミルトン関数と呼ばれる。

＾ －ρｔ注意：Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｑ( )]≡Ｈ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]ｅt , t , , t t , t , , t

§ 定理：21.5.
[ｘ ( ) ｕ ( )]が、式 １の問題の解とすると、関数ｑ( )≡[ｑ ( ) ｑ ( )]が存在し、＊ ＊t , t 21. t t ,..., t１ ｎ

以下の４条件を満たす(必要条件)：
①ｑ( )、ｕ ( )、ｘ ( )は、以下のハミルトン体系の解となる：t t t＊ ＊

ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｑ 、 式 ７ｉ ｉ' t / i=1,...,n 21.＊

ｑ ( )＝ρｑ －∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ８ｉ ｉ ｉ' t / i=1,...,n 21.＊

ただし、
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｑ( )]≡t , t , , t
ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ] Σ ｑ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]０ ｉ＝１ ｉ ｉt , t , + t t , t ,ｎ

で、星印 は関数がｕ ( )、ｘ ( )で評価されていることを示す。* t t＊ ＊

/ 0 / i=1,...,r②∂Ｈ ∂ｕ ≦ 、ｕ (∂Ｈ ∂ｕ )＝０、＊ ＊
ｊ ｊ ｊ

lim t t i=1,...,n③(横断条件) ｑ ( )ｅ ｘ ( )＝０、ｔ→∞ ｉ ｉ
－ρｔ ＊

注意：ρ＝ の場合には、③のような横断条件は成立しない。ρ＝ を含む一般的なケー0 0
スでの横断条件は判明していない。

第２節消費者行動の動学的分析
§ 定義：21.6.
消費者の所得Ｙ は賃金所得Ｗ と資産Ａ から得られる所得の合計ｔ ｔ ｔ
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ｔ ｔ ｔ ｔＹ ≡Ｗ ＋ｉ Ａ
ただし、ｉ は利子率、Ａ は所与。ｔ ０

消費者は所得を消費と資産増加に配分する：
'Ｙ ≡Ｃ ＋Ａｔ ｔ ｔ

これらの関係より
ｔ ｔ ｔ ｔ ｔＡ ＝Ｗ ＋ｉ Ａ －Ｃ'

財価格をｐ とし、すべての変数を実質化し、これらを小文字で示す。ただし、π を価格上ｔ ｔ

昇率とすると、実質利子率ｒ ＝ｉ －π となり、以下の関係ｔ ｔ ｔ

ａ ＝ｗ ＋ｒａ －ｃ 式 ９ｔ ｔ ｔ ｔ' 21.
を得る。ただし、ｒは一定と仮定している。

§ 定義：21.7.
消費者は式 ９の制約のもとで、21.
∫ ｕ(ｃ )ｅ ｄｔ０ ｔ
∞ －ρｔ

を最大化する。ただし、ｕは効用関数で、ｕ＞ 、ｕ”＜ 、ｕ( )＝∞。' 0 0 ' 0

§ 定義：21.8.
ハミルトン関数は
Ｈ≡ｕ(ｃ )＋ｑ (ｗ ＋ａ －ｃ )ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ

と定義され、最大値原理より
ａ ＝∂Ｈ∂ｑ →ａ ＝ｗ ＋ｒａ －ｃ 式 １０ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ' / ' 21.
ｑ ＝ρｑｉ－∂Ｈ∂ａ →ｑ ＝(ρ－ｒ)ｑ 式 １１ｔ ｔ ｔ ｔ' / ' 21.
∂Ｈ∂ｃ →ｕ’(ｃ )＝ｑ 式 １２/ =0 21.ｔ ｔ ｔ

ｑ ｅ ａ ＝０ 式 １３Lim 21.ｔ→∞ ｔ ｔ
－ρｔ

注意：関数ｕが であるため、これらの条件は最適解の十分条件でもある。strictly concave

§ 定義：21.9.
限界効用の消費に関する弾力性ηを以下のように定義する：
η(ｃ )≡－ｕ (ｃ )ｃ ｕ(ｃ )ｔ ｔ ｔ ｔ" / '

§ 定義：21.10.
効用関数が
ｕ(ｃ )≡αｃ ＋ ＜η＜ 式 １４ｔ ｔ

１－η const. for 0 1 21.
ｕ(ｃ )≡α ｃ ＋ η＝ 式 １５ｔ ｔlog const. for 1 21.

と言う関数であれば、ηは一定となる。このような効用関数を 等弾力的と言う。isoelastic
以下では、η＝一定と仮定する。

§ 分析：21.11.
ηを使うと式 １２(ｔで微分するとｑ ＝ｕ”ｃ )より21. ' 'ｔ ｔ

ｑ ｑ ＝－ηｃ ｃ 式 １６ｔ ｔ ｔ ｔ/ ' '/ 21.
を得る。これと式 １１より21.

ｔ ｔｒ＝ρ＋ηｃ ｃ'/
これより
ｃ ｃ ＝μ 式 １７ｔ ｔ'/ 21.

ただし、
μ≡(ｒ－ρ) η 式 １８/ 21.

である。
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したがって、ｒ＞ρであればｃ ｃ ＞ となる。ｔ ｔ'/ 0

§ 定理：21.12.
実質利子率が主観的割引率より大きければ、消費は時間とともに増加する。

§ 分析：21.13.
式 １７を積分すると21.
ｃ ＝ｃ ｅ 式 １９ｔ ０

μｔ 21.
これを現在価値にしてゼロから無限まで積分すると
∫ ｃ ｅ ｄｔ＝∫ ｃ ｅ ｄｔ０ ｔ ０ ０
∞ －ｒｔ ∞ －（ｒ－μ）ｔ

左辺をそのままで、右辺を積分すると
∫ ｃ ｅ ｄｔ＝ｃ (ｒ－μ) 式 ２００ ｔ ０
∞ －ｒｔ / 21.

ただし、
ｒ－μ＞ 式 ２１0 21.

と仮定する。

§ 分析：21.14.
式 １０より21.

ｔ ｔ ｔ ｔａ －ｒａ ＝ｗ －ｃ'
これにｅ を掛けると－ｒｔ

－ｒｔ －ｒｔ(ａ －ｒａ )ｅ ＝(ｗ －ｃ )ｅｔ ｔ ｔ ｔ'
左辺はｄ(ａ ｅ ) ｄｔに等しいからｔ

－ｒｔ /
－ｒｔ －ｒｔｄ(ａ ｅ ) ｄｔ＝(ｗ －ｃ )ｅｔ ｔ ｔ/

これを[ ∞]で積分すると0,
［ａ ｅ ］ ＝∫ (ｗ －ｃ )ｅ ｄｔｔ ０ ０ ｔ ｔ

－ｒｔ ∞ ∞ －ｒｔ

したがって
∫ ｃ ｅ ｄｔ＝ａ ＋∫ ｗ ｅ ｄｔ 式 ２２０ ｔ ０ ０ ｔ
∞ －ｒｔ ∞ －ｒｔ 21.

これは、消費者の時間的予算制約 である。Inter­temporal budget constraint

§ 定義：21.15.
式 ２２の右辺は、０期の消費者の資産と将来所得の現在価値の合計ａ を示す。したが21. ０

＊

って恒常所得ｙ は０＊

ｙ ＝ｒａ 式 ２３０ ０
＊ ＊ 21.

となる。

§ 分析：21.16.
式 ２３より式 ２２の右辺はｙ ｒであるから、式 ２０の左辺に式 ２２を代入すると21. 21. / 21. 21.０

＊

＊ｃ ＝(１－μ ｒ)ｙ０ ０/
となる。ｓ≡μｒと置けば、これは貯蓄性向で、以下のように表される：/
ｃ ＝(１－ｓ)ｙ 式 ２４０ ０

＊ 21.
これは、消費が恒常所得に比例することを示す

注意：式 ２４は恒常所得仮説と一致する。すなわち、(ｲ)消費は恒常所得に依存する、21.
(ﾛ)消費は所得の一定比率となる。

式 １８｛μ＝(ｒ－ρ) η｝より21. /
ｓ≡(１－ρ ｒ)／η 式 ２５/ 21.

したがって
/ 0ｄｓｄｒ＞
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となる。

§ 分析：21.17.
式 ２５より、21.

＜ｓの条件は、ｒ＞ρ0
ｓ＜１の条件は、ρ＞(１－η)ｒ

したがって ＜ｓ＜ の必要十分条件は0 1
ｒ＞ρ＞(１－η)ｒ 式 ２６21.

§ 定義：21.18.
μの定義｛μ＝(ｒ－ρ) η｝より、式 ２１の条件ｒ－μ＞ は書き直せば/ 21. 0
ρ＞(１－η)ｒ 式 ２７21.

したがって、式 ２６が成立すれば、式 ２１も満される。21. 21.
このときには、式 １７より、消費は時間とともに増加する。21.

第３節企業の投資行動の動学的分析
§ 定義：21.19.
生産関数
Ｙ ＝Ｆ(Ｎ Ｋ )ｔ ｔ ｔ,

資本経路
Ｋ ＝Ｉ －δＫ 式 ２８ｔ ｔ ｔ' 21.

§ 定義：21.20.
企業はＮ とＩ の経路を選択して、以下の最大化問題を解く：ｔ ｔ

∫ [ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗＮ －ｐ Ｉ ]ｅ ｄｔMaximize: ,０ ｔ ｔ ｔ Ｉ ｔ
∞ －ｒｔ

式 ２８Subject to: 21.
0 0Ｋ ＝Ｋ 、Ｋ ＞ 、Ｎ ＞０ ｔ ｔ

０

Ｉ ≦Ｉ ≦Ｉ ただし、Ｉ ＜０min minｔ ｍａｘ

§ 定義：21.21.
現在価値ハミルトン関数は以下のように定義される：
Ｈ≡[ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗ Ｎ －ｐ Ｉ ]＋λ(Ｉ －δＫ )ｔ ｔ ｔ ｔ Ｉ ｔ ｔ ｔ,

以下の条件が最適のために必要となる：
Ｋ ＝Ｉ －δＫ 式 ２９ｔ ｔ ｔ' 21.
λ ＝(ｒ＋δ)λ －ｐＦ 式 ３０ｔ ｔ Ｋ' 21.
λｅ Ｋ ＝０ 式 ３１Lim 21.ｔ→∞ ｔ
－ｒｔ

Ｆ ＝ｗ／ｐ 式 ３２Ｎ 21.
ただし、式 ３２をえるために、Ｎ ＞ を仮定する。21. 0ｔ

＊

また、現在価値ハミルトン関数が
ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ Ｉ ｔｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗ Ｎ －δλ Ｋ ＋(λ －ｐ )Ｉ,

と書けるから、これをＩで最大化すると
Ｉ ＝Ｉ λ ＞ｐ 式 ３３ｔ ｍａｘ ｔ Ｉif 21.
Ｉ ＝Ｉ λ ＜ｐ 式 ３４ｔ ｍｉｎ ｔ Ｉif 21.

となる。

注意：
①Ｆが であれば、十分条件となる。concave
②λは、資本の と考えられる。shadow demand price
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§ 分析：21.22.
式 ３２より、関係Ｎ ＝Ｎ (Ｋ ｗ ｐ)が得られると仮定し、21. , /ｔ ｔ ｔ

＊ ＊

φ(Ｋ )≡ｐＦ (Ｎ (Ｋ ｗ ｐ)Ｋ ) 式 ３５ｔ Ｋ ｔ ｔ ｔ
＊ ＊ ＊, / , 21.

と定義すると、式 ３０は21.
λ ＝(ｒ＋δ)λ －φ(Ｋ ) 式 ３６ｔ ｔ ｔ' 21.＊

となり、λの経路はλとＫによって決まる。

§ 分析：21.23.
式 ３５を微分すると21.
φ＝ｐ[Ｆ Ｆ －Ｆ ] Ｆ 式 ３７' / 21.ＮＮ ＫＫ ＮＫ ＮＮ

２

を得る。均衡の近辺では、生産関数が と仮定すると、φ＜ 。strictly concave ' 0
注意：全域で を仮定すると、競争市場では、企業規模はゼロに収束する。strictly concave

§ 分析：21.24.
長期均衡(Ｎ Ｋ )では、Ｋ＝λ＝ であるから＊ ＊, ' ' 0
Ｉ ＝δＫ 式 ３８＊ ＊ 21.
(ｒ＋δ)λ＝ｐＦ (Ｎ Ｋ ） 式 ３９Ｋ

＊ ＊, 21.
また、λ ＝ｐ であるから(λ≠ｐ ならＩ＝Ｉ かＩ となる)、式 ３９は＊

Ｉ Ｉ ｍａｘ ｍｉｎ 21.
ｐＦ ＝ｐ (ｒ＋δ) 式 ４０Ｋ Ｉ 21.

となる。 この右辺は、資本の単位コスト(レント)である。

§ 分析：21.25.
式 ３３、式 ３６と条件φ＜ より、以下のような が描かれる：21. 21. ' 0 phase diagram
図①
Ｋ＝０

' 0λ λ＝
' 0－ ＋ ↑ Ｋ ＝＊

→ →
↓

ｐ ＋Ｉ

－
←
↓ ↑

←
Ｋ

Ｉ δ Ｋ ＝Ｉ δ Ｉ δｍｉｎ ｍａｘ/ / /＊ ＊

この図で、
左下に向かう経路は、Ｋ≧ の条件を満たさないし、0
右上に向かう経路は、 λｅ Ｋ ＝ を満たさないLim 0ｔ→∞ ｔ

－ｒｔ

図では太い破線で示されている経路のみがすべての条件を満たす最適経路である。
すなわち、最適経路は以下のように定義される：

Ｋ ＝Ｉ －δＫ Ｋ ＜Ｋ 式 ４１ｔ ｍａｘ ｔ ０' if 21.＊ ＊ ＊

Ｋ ＝－δＫ Ｋ ＞Ｋ 式 ４２ｔ ｔ ０' if 21.＊ ＊ ＊

Ｋ ＝Ｋ Ｋ ＝Ｋ 式 ４３ｔ ０
＊ ＊ ＊if 21.
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すなわち、できるだけ早くＫ に収束する経路が最適経路となる。＊

§ 分析：21.26.
以下のような、静学的利潤最大化問題を考える。
ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗＮ －ｐ (ｒ δ)Ｋ 式 ４４ｔ ｔ ｔ Ｉ ｔ, + 21.

ただし、第３項は、資本のレント支払い総額。この式を、ＮとＫで偏微分すると式 ３２21.
と式 ４０が得られるから、動学的分析の長期均衡と同じ結果が得られる。21.

§ 定義：21.27.
調整費用が存在する場合には、 式 ４５21.
Ｃ ＝Ｃ(Ｉ )、ｔ ｔ

となる。ただし、
∀Ｉ ＞ ：Ｃ＞ Ｃ＞ Ｃ ＞ 式 ４６ｔ 0 0, ' 0, " 0 21.
Ｃ( )＝ 、Ｃ( )≧ 式 ４７0 0 ' 0 0 21.

§ 定義：21.28.
調整費用が存在する場合には、企業はＮ とＩ の経路を選択して、以下の最大化問題を解ｔ ｔ

く：
∫ [ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗＮ －Ｃ(Ｉ )]ｅ ｄｔMaximize: ,０ ｔ ｔ ｔ ｔ
∞ －ｒｔ

式 ２８Subject to: 21.
0 0 0Ｋ( )＝Ｋ 、Ｋ ＞ 、Ｎ ＞０

ｔ ｔ

§ 定義：21.29.
現在価値ハミルトン関数は以下のように定義される：
Ｈ≡[ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗＮ －Ｃ(Ｉ )]＋λ(Ｉ －δＫ )ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ,

以下の条件が最適のために必要となる：
Ｋ ＝Ｉ －δＫ 式 ４８ｔ ｔ ｔ' 21.
λ ＝(ｒ＋δ)λ －ｐＦ 式 ４９ｔ ｔ Ｋ' 21.
λｅ Ｋ ＝０ 式 ５０lim 21.ｔ→∞ ｔ
－ｒｔ

Ｆ ＝ｗ／ｐ 式 ５１Ｎ 21.
Ｃ(Ｉ )＝λ 式 ５２' 21.ｔ ｔ

§ 定義：21.30.
生産関数について以下のように仮定する
Ｆ Ｆ －Ｆ ＞ 式 ５３ＮＮ ＫＫ ＮＫ

２ 0 21.

注意：∂Ｋ ∂ｒのような比較静学を行う場合には、以下の条件も必要となる。＊/
Ｆ ＜ 、Ｆ ＜ 、 式 ５４ＮＮ ＫＫ0 0 21.
Ｆ ＞ 式 ５５ＮＫ 0 21.

§ 分析：21.31.
式 ５１より、21.
Ｎ ＝Ｎ(Ｋ ｗｐ) 式 ５６ｔ ｔ
＊ ＊, / 21.

これを使って、以下のように定義する：
φ(Ｋ )≡ｐＦ (Ｎ (Ｋ ｗ ｐ)Ｋ ) 式 ５７ｔ Ｋ ｔ ｔ ｔ

＊ ＊ ＊, / , 21.
ただし、式 ５３よりφ＜ 。式 ５２とＣ ＞ より、以下のような関係を想定：21. ' 0 21. " 0
Ｉ ＝ｇ(λ )、ｇ＞ 式 ５８ｔ ｔ ' 0 21.
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§ 定義：21.32.
式 ４９、式 ５７より、λ＝ 曲線は21. 21. ' 0
λ ＝φ(Ｋ ) (ｒ＋δ) 式 ５９ｔ ｔ

＊ / 21.
式 ４８、式 ５８より、Ｋ＝ 曲線は21. 21. ' 0
Ｋ ＝ｇ(λ ) δ 式 ６０ｔ ｔ
＊ / 21.

２曲線の交点は
λ ＝φ(Ｋ ) (ｒ＋δ) 式 ６１＊ ＊ / 21.
Ｋ ＝ｇ(λ ) δ 式 ６２＊ ＊ / 21.

で表される。したがって、以下のような が描かれる：Phase diagram
λ 図②

λ＝０ Ｋ ＝０' '＊

φ＜ ⇒ － ＋ ↑ ＋' 0
→ － （ｇ＞ より）' 0

→ ↑
↓ ←

＊λ

←
↓

Ｋ
＊Ｋ

左下方に向かう経路は、Ｋ≧ の条件か、λが式 ５２の条件を満たさない（Ｃ(・)0 21. '
は負にならない）し、
右上方に向かう経路は、横断条件 λｅ Ｋ ＝ を満たさない。Lim 0ｔ→∞ ｔ

－ｒｔ

図では太い線で示されている経路のみがすべての条件を満たす最適経路である。
すなわち、最適経路は以下のように定義される：

＊ ＊ｄＫ ｄｔ＞ Ｋ ＜Ｋｔ ０' / 0 if
＊ ＊ｄＫ ｄｔ＜ Ｋ ＞Ｋｔ ０' / 0 if
＊ ＊ ＊Ｋ ＝Ｋ Ｋ ＝Ｋｔ ０if

注意：
0Ｋ ではＩ ＝δＫ であり、最適経路上でＫ がＫ に接近するにつれて、Ｉ －δＫ →＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

ｔ

となるため、Ｋ がＫ に収束するのは無限に時間がかかる。ｔ
＊ ＊

§ 定義：21.33.
以下の最大化問題を考える：

∫ [ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗＮ －ｐ Ｉ ]ｅ ｄｔMaximize: ,０ ｔ ｔ ｔ Ｉ ｔ
∞ －ｒｔ

ｔ ｔ ｔ ｔSubject to: ' ,Ｋ ＝Ψ(Ｉ Ｋ )－δＫ
0 0 0Ｋ( )＝Ｋ 、Ｋ ＞ 、Ｎ ＞０ ｔ ｔ

§ 定義：21.34.
現在価値ハミルトン関数は以下のように定義される：
Ｈ≡[ｐＦ(Ｎ Ｋ )－ｗＮ －ｐ Ｉ ]＋λ(Ψ(Ｉ Ｋ )－δＫ )ｔ ｔ ｔ Ｉ ｔ ｔ ｔ ｔ, ,

以下の条件が最適のために必要となる：
Ｋ ＝Ψ(Ｉ Ｋ )－δＫ 式 ６３ｔ ｔ ｔ ｔ' , 21.
λ ＝(ｒ＋δ)λ －ｐＦ －λ Ψ 式 ６４ｔ ｔ Ｋ ｔ Ｋ' 21.
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λ ｅ Ｋ ＝０ 式 ６５lim 21.ｔ→∞ ｔ ｔ
－ｒｔ

Ｆ ＝ｗ／ｐ 式 ６６Ｎ 21.
ｐ ＝λ Ψ 式 ６７Ｉ ｔ Ｉ 21.

関数ＦとΨの１次同次を仮定すると
Ｆ＝Ｆ Ｋ＋Ｆ Ｎ 式 ６８Ｋ Ｎ 21.
Ψ＝Ψ Ｋ＋Ψ Ｉ 式 ６９Ｋ Ｉ 21.

次に、
－ｒｔ －ｒｔｄ(λ Ｋ ｅ ) ｄｔ＝(λ Ｋ ＋λ Ｋ －ｒλ Ｋ )ｅｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ ｔ/ ' '

ところが(以下では添字ｔを省略する)、
λＫ＋λＫ－ｒλＫ' '
＝－[(ｐＦ ＋λΨ )Ｋ－λΨ] ←式 ６３、式 ６４Ｋ Ｋ 21. 21.
＝－[ｐＦ－ｐＦ Ｎ＋λ(Ψ Ｋ－Ψ)] ←式 ６８Ｎ Ｋ 21.
＝－[ｐＦ－ｗＮ＋λ(Ψ Ｋ－Ψ)] ←式 ６６Ｋ 21.
＝－[ｐＦ－ｗＮ＋λ(Ψ Ｋ－Ψ Ｋ－Ψ Ｉ )] ←式 ６９Ｋ Ｋ Ｉ 21.
＝－[ｐＦ－ｗＮ－ｐ Ｉ] ←式 ６７Ｉ 21.

したがって、最適経路上では
ｄ(λＫｅ ) ｄｔ＝－[ｐＦ－ｗＮ－ｐ Ｉ]－ｒｔ / Ｉ

となる。これを０から∞まで積分して式 ６５を使うと21.
λ Ｋ ＝Ｖ 式 ７００ ０ 21.

ただし、
Ｖ≡∫ [ｐＦ－ｗＮ－ｐ Ｉ]ｅ ｄｔ０ Ｉ

∞ －ｒｔ

§ 分析：21.35.
トービンのｑは

０ Ｉｑ≡(∂Ｖ ∂Ｋ )ｐ/ /
と定義され、これが１より大きいときには投資されるとしたが、式 ７０より21.

０ Ｉｑ＝λ ｐ/
となるから、λ ＞ｐ のとき投資することになる。０ Ｉ

第２２章最大値原理の一般化.
第１節制約付き最大値原理
§ 定義： 動学的最大化問題22.1. 制約付き
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ 式 １Maximize: t , t , 22.０ ０
Ｔ

Subject to: ' t t , t , i=1,...,nｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、ｉ

t , t , 0 j=1,...,mｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]≧ 、ｊ

0 i=1,...,nｘ ( )＝ｘ 、ｉ ｉ
０

ただし、
①関数ｆ ｇ は( ｘ ｕ ｔ) 空間で連続微分可能。ｉ ｊ,i=1,...,n, ,j=1,...,m , , ­
②ｘ( )は、その定義域ＸはＲ の連結開部分集合で、連続的。t ｎ

③境界条件(ｘ ｔ )はｘ ∈Ｘで、最終時Ｔは固定されているが、ｘ( )は自由。０ ０ ０, T

§ 定義：22.2.
ハミルトン関数を以下のように定義する：
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]≡ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]＋Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]t , t , , t t , t , t t , t ,０ ｉ＝１ ｉ ｉ

ｎ

一般化ハミルトン関数もしくはラグランジュ関数を以下のように定義：
Ｌ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( ) ｑ( )]t , t , , t , t
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≡Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ，ｐ( )]＋Σ ｑ ( )ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]t , t , t t t , t ,ｊ＝１ ｊ ｊ
ｍ

ただし、ｑ はラグランジュ未定乗数(ただし、ｔの関数)。ｊ

§ 定義：22.3.
最大化問題

Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ，ｐ( )]Maximize: t , t , t
subject to : t , t , 0 j=1,...,mｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]≧ 、ｊ

§ 定理：22.4.
以下の条件のいずれかが成立すれば、最大化問題§ の は満た22.3. constraint qualification
される（ここでは( )を省略する）：t

, , i=1,...,m convex function①関数ｇ (ｘｕｔ)、 、がｉ

②関数ｇ (ｘｕｔ)、 、が線形関数ｉ , , i=1,...,m
③関数ｇ (ｘｕｔ)、 、がｕについて で、ｉ , , i=1,...,m concave function

, , 0∃ｕ ∀ｊ∀ｔ：ｇ (ｘ ｕ ｔ)＞＾ ＊ ＾
ｉ

ただしｘ は最適経路を示す( 条件)。＊ Slater
④ ：最適経路ｘ ｕ で制約が有効になるｇ による行列［∂Rank constraint qualification , .＊ ＊

ｉ

ｇ (ｘ ｕ ｔ) ∂ｕ］の が、制約が有効となるｇ の数に等しい。ただし、制約が有ｉ ｉ
＊ ＊, , / rank

効とはｇ (ｘ ｕ ｔ)＝ となること。ｉ
＊ ＊, , 0

§ 定理：22.5.
が成立すると仮定する。このとき[ｘ ( ) ｕ ( )]が、式 １の問Constraint qualification t , t 22.＊ ＊

題の解とすると、ベクター関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( )]とｑ( )≡[ｑ ( ) ｑ ( )]が存在t t ,..., t t t ,..., t１ ｎ １ ｎ

t piecewise continuous t piecewise continuousし、ｐ( )は連続的で な導関数を持ち、ｑ( )は
で、ｕ ( )が連続的な点では連続的であり、さらに、以下の５条件を満たす(必要条件)：＊ t
①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )は、ｕ ( )が連続的な区間では、以下のハミルトン体系の解とな＊ ＊ ＊t t t t
る：
ｘ ( )＝∂Ｌ ∂ｐ 、 式 ２ｉ ｉ' t / i=1,...,n 22.＊

ｐ ( )＝－∂Ｌ ∂ｘ 、 式 ３ｉ ｉ' t / i=1,...,n 22.＊

ただし、
Ｌ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( ) ｑ( )]≡t , t , , t , t
ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｅ Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]０ ｉ＝１ ｉ ｉt , t , + t t , t ,－ρｔ ｎ

Σ ｑ ( )ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]+ t t , t ,ｊ＝１ ｊ ｊ
ｍ

で、星印 は関数がｘ ( ) ｕ ( )で評価されていることを示す。＊ ＊ ＊t , t
②ｕ ( )はＨを最大化する。すなわち＊ t
∀ｕ( )∈Ｕ ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]≧ 、 ：t such that t , t , 0 j=1,...,mｊ

Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔｐ( )]＊ ＊ ＊t , t , , t t , t , , t
/ 0 k=1,...,r③∂Ｌ ∂ｕ ＝ 、＊

ｋ

t t , t , t 0 j=1,...,mｑ ( )ｇ [ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ]＝０、ｑ ( )≧ 、ｊ ｊ ｊ
＊ ＊

④ｄＬ ｄｔ＝∂Ｌ ∂ｔ＊ ＊/ /
T i=1,...,n⑤(横断条件) ｐ ( )＝０、ｉ

注意：
①Ｌがｕで であれば、③⇒②concave
②ｆ、ｇがすべてのｕについて で、ｐ がすべて非負であれば、Ｌはｕについてconcave ｉ

である(ｑ ≧ は定理で保証されている)。concave 0ｊ

③ｆ、ｇがすべてのｘとｕについて で、ｐ がすべて非負であれば、上記の条件concave ｊ

は十分条件となる。
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④ｕ( )≧ の条件があれば、上記の定理の条件③はt 0
/ 0 / 0 k=1,...,r∂Ｌ ∂ｕ ≦ 、ｕ ・∂Ｌ ∂ｕ ＝ 、＊ ＊ ＊

ｋ ｋ ｋ

となる。

§ 定理：22.6.
式 １の最大化問題に条件22.

T 0 i=1,...,nｘ ( )≧ 、ｉ

＊が追加された場合を考える。 が成立すると仮定する。このとき[ｘConstraint qualification
( ) ｕ ( )]が、式 １の問題の解とすると、ベクター関数ｐ( )≡[ｐ ( ) ｐ ( )]とｑt , t 22. t t ,..., t＊

１ ｎ

( )≡[ｑ ( ) ｑ ( )]が存在し、ｐ( )は連続的で な導関数を持ち、t t ,..., t t piecewise continuous１ ｎ

ｑ( )は で、ｕ ( )が連続的な点では連続的で、上記の①～④の４条t piecewise continuous t＊

件を満たし、さらに、以下の条件を満たす：
T 0 T T 0 i=1,...,nｐ ( )≧ ＆ ｐ ( )ｘ ( )＝ 、ｉ ｉ ｉ

＊

§ 定義：制約付き動学的最大化問題22.7.
以下の最大化問題を考える：

∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ 式 ４Maximize: t , t , 22.０ ０
Ｔ

Subject to: ' t t , t , i=1,...,nｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、ｉ

t , t , 0 j=1,...,m∫ ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]≧ 、０ ｊ
Ｔ

0 i=1,...,nｘ ( )＝ｘ 、ｉ ｉ
０

ただし、
①関数ｆ ｇ は( ｘ ｕ ｔ) 空間で連続微分可能。ｉ ｊ,i=1,...,n, ,j=1,...,m , , ­
②ｘ( )は、その定義域ＸはＲ の連結開部分集合で、連続的。t ｎ

③境界条件(ｘ ｔ )はｘ ∈Ｘで、最終時Ｔは固定されているが、ｘ( )は自由。０ ０ ０, T

§ 定義：22.8.
ハミルトン関数を以下のように定義する：
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]≡ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]t , t , , t t , t ,０

＋Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]＋Σ λ ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｉ＝１ ｉ ｉ ｊ＝１ ｊ ｊ
ｎ ｍt t , t , t , t ,

ただし、λ はラグランジュ未定乗数。ｊ

§ 定理：22.9.
[ｘ ( ) ｕ ( )]が、式 ４の問題の解とすると、区間 ≦ｔ≦ で同時にゼロとならな＊ ＊t , t 22. 0 T

t ,..., t , ,i=1,...,m t piecewiseい関数ｐ ( ) ｐ ( )と定数ｐ λ が存在し、ｐ( )は連続的で１ ｎ ０

な導関数を持ち、ｑ( )は で、ｕ ( )が連続的な点では連continuous t piecewise continuous t＊

続的、λ ≧ でλ ｇ [ｘ ｕ ｔ]＝ となる。さらに、以下の４条件を満たすｊ ｊ ｊ0,j=1,...,m , , 0＊ ＊

(必要条件)：
①ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )は、ｕ ( )が連続的な区間では、以下のハミルトン体系の解とな＊ ＊ ＊t t t t
る：
ｘ ( )＝∂Ｈ ∂ｐ 、 式 ５ｉ ｉ' t / i=1,...,n 22.＊

ｐ ( )＝－∂Ｈ ∂ｘ 、 式 ６ｉ ｉ' t / i=1,...,n 22.＊

ただし、星印 は関数がｘ ( ) ｕ ( )で評価されていることを示す。＊ ＊ ＊t , t
②ｕ ( )はＨを最大化する。すなわち＊ t
∀ｕ( )∈Ｕ：Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ ｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]t t , t , , t t , t , , t＊ ＊ ＊

③ｕ ( )が連続的な点ではｄＨ ｄｔ＝∂Ｈ ∂ｔ＊ ＊ ＊t / /
T i=1,...,n④(横断条件) ｐ ( )＝０、ｉ

§ 定義：22.10.
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ｕ( )は時間の関数であったが、時間の関数とならない変数たとえば、ｂ＝[ｂ ｂ ]∈t ,...,１ α

Ｂ⊂Ｒ で、目的関数を最大化する場合には、ｂは 制御パラメータと呼ぶ。α control parameter

§ 定義：動学的制約付き最大化問題22.11.
以下の最大化問題を考える：

ψ(ｂ)＋∫ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ 式 ７Maximize : t , t , 22.ｕ（ｔ），ｂ ０ ０
Ｔ

Subject to: ' t t , t , i=1,...,nｘ( )＝ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]、ｉ

t , t , 0 j=1,...,mｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]≧ 、ｊ

0 i=1,...,nｘ ( )＝ｘ 、ｉ ｉ
０

T i=1,...,nｘ ( )＝ｘ (ｂ)、ｉ ｉ
Ｔ

Ｔ＝Ｔ(ｂ)
ただし、
①関数ｆ ｇ は( ｘ ｕ ｔ) 空間で連続微分可能。ｉ ｊ,i=1,...,n, ,j=1,...,m , , ­
②ｘ( )は、その定義域ＸはＲ の連結開部分集合で、連続的。t ｎ

§ 定義：22.12.
ハミルトン関数を以下のように定義する：
Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( )]≡ｐ ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]＋Σ ｐ ( )ｆ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]t , t , , t t , t , t t , t ,０ ０ ｉ＝１ ｉ ｉ

ｎ

一般化ハミルトン関数もしくはラグランジュ関数を以下のように定義：
Ｌ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ ｐ( ) ｑ( )]t , t , , t , t
≡Ｈ[ｘ( ) ｕ( ) ｔ，ｐ( )]＋Σ ｑ ( )ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]t , t , t t t , t ,ｊ＝１ ｊ ｊ

ｍ

ただし、ｑ はラグランジュ未定乗数。ｊ

§ 定理：22.13.
[ｘ ( ) ｕ ( )]が、式 ７の問題の解とすると、区間 ≦ｔ≦ で同時にゼロとならな＊ ＊t , t 22. 0 T
い定数ｐ 関数ｐ ( ) ｐ ( )とｑ ( ) ｑ ( )が存在し、以下の条件を満たす：０ １ ｎ １ ｍ, t ,..., t t ,..., t
①ｐ は非負で、ｐ( )は連続的で な導関数を持つ。０ t piecewise continuous
②ｑ( )は で、ｕ ( )が連続的な点では連続的、さらに、t piecewise continuous t＊

t t , t , t 0 j=1,...,mｑ ( )ｇ [ｘ ( ) ｕ ( ) ｔ]＝０、ｑ ( )≧ 、ｊ ｊ ｊ
＊ ＊

③ｕ ( )、ｐ( )、ｘ ( )は、ｕ ( )が連続的な区間では、以下のハミルトン体系の解とな＊ ＊ ＊t t t t
る：
ｘ ( )＝∂Ｌ ∂ｐ 、 式 ８ｉ ｉ' t / i=1,...,n 22.＊

ｐ ( )＝－∂Ｌ ∂ｘ 、 式 ９ｉ ｉ' t / i=1,...,n 22.＊

ただし、星印 は関数がｘ ( ) ｕ ( )で評価されていることを示す。＊ ＊ ＊t , t
④∂Ｌ ∂ｕ＝ 、 （ただし、 を満たすと仮定）＊/ 0 i=1,...,r Constraint Qualification
⑤ｕ ( )と関数Ｌが連続的な点では、ｄＬ ｄｔ＝∂Ｌ ∂ｔ＊ ＊ ＊t / /
⑥ｕ ( )はＨを最大化する。すなわち＊ t
∀ｕ( )∈Ｕ ｇ [ｘ( ) ｕ( ) ｔ]ｄｔ≧ 、 ：t such that t , t , 0 j=1,...,mｊ

Ｈ[ｘ ( ) ｕ ( ) ｔｐ( )]≧Ｈ[ｘ ( ) ｕ( ) ｔｐ( )]＊ ＊ ＊t , t , , t t , t , , t
⑦(横断条件)
０ ｊ ｊ－ｐ ∂ψ∂ｂ －Ｌ(ｘ ( ) ｕ ( ) ｐ( ) ｑ( ))・∂Ｔ∂ｂ/ T , T ,T, T , T /＊ ＊

＋Σ ｐ ( )・∂ｘ ( ) ∂ｂ ＝ 、 αｉ＝１ ｉ ｉ ｊ
ｎ T T / 0 j=1,...,

注意：
①ψ、ｆ、ｇがすべて で、ｐ ＝１で、ｐ がすべて非負であれば、上concave i=1,...,n０ ｉ，

記の条件は十分条件となる。もし であれば、ユニークとなる。strictly concave
②経済学分析では、一般にｐ ＝１と仮定される。０

③横断条件は一般化されている。例えば、
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Ｔ (第２項が消滅)、ｂ ≡ｘ (よってΣ ∂ｘ ( ) ∂ｂ )であれば、=fixed T / =1ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ ｊ

∂ψ∂ｘ ｐ (Ｔ)。/ =ｉ ｉ

ｘ ( ) (第３項が消滅)で、ｂ≡Ｔあれば、ｉ T =fixed
Ｌ(ｘ ( ) ｕ ( ) ｐ( ) ｑ( )) ψ (Ｔ)。＊ ＊T , T ,T, T , T = '

第２節消費者の動学的消費配分
§ 定義：22.14.
消費はｃ( )、一定の所得はｙ、生涯の長さはＴ、資産はａ( )、一定の実質利子率はｒとt t
すると、資産の動学的経路は以下のような関係で示される：
ａ( )＝ｙ＋ｒａ( )－ｃ( ) 式 １０' t t t 22.

ただし、ａ( )は負も可能(借金で消費)。消費者の生涯効用は以下のように表される：t
∫ ｕ(ｃ( ))ｅ ｄｔ＋ψ[ａ( )]ｅ 式 １１０
Ｔ －ρｔ －ρＴt T 22.
ｕ＞ 、ｕ”＜ 、ψ＞ 、ψ”＜ 、 式 １２' 0 0 ' 0 0 22.
ｕ( )＝∞ 式 １３' 0 22.

消費者は、制約条件式 １０、ｃ( )≧ 、ａ( )＝ａ のもとで式 １１を最大化する。22. t 0 0 22.０

§ 定義：22.15.
ハミルトン関数は
Ｈ≡ｕ(ｃ( ))ｅ ＋ｐ( )(ｗ( )＋ａ( )－ｃ( ))t t t t t－ρｔ

と定義され、最大値原理より
ａ( )＝∂Ｈ ∂ｐ( ) →ａ( )＝ｙ＋ｒａ( )－ｃ( ) 式 １４' t / t ' t t t 22.
ｐ( )＝－∂Ｈ ∂ａ( ) →ｐ( )＝－ｒｐ( ) 式 １５' t / t ' t t 22.
∂Ｈ∂ｃ( ) →ｕ’(ｃ( ))ｅ ＝ｐ( ) 式 １６/ t =0 t t 22.－ρｔ

ｐ( )＝ψ(ａ( ))ｅ 式 １７T ' T 22.－ρＴ

注意：
①式 １６は式 １３によって保証される。22. 22.
②式 １６より、ｐ( )は貯蓄の 機会費用であることが分かる。22. t Shadow price
③関数ｕが であるため、これらの条件は最適解の十分条件でもある。strictly concave

§ 分析：22.16.
式 １５は22.
ｐ( ) ｐ( )＝－ｒ 式 １８' t / t 22.

と表されるから、「貯蓄の の減少率と利子率を等しくすること」Shadow price
が消費者の最適行動であることが分かる。

§ 定義：22.17.
新しい変数、ｑ( )≡ｐ( )ｅ を導入し、関係ｐ( )≡ｑ( )ｅ を微分するとt t t tρｔ －ρｔ

－ρｔ －ρｔ －ρｔｐ( )≡ｑ( )ｅ －ρｑ( )ｅ ＝(ｑ( )－ρｑ( ))ｅ' t ' t t ' t t
したがって
ｐ( ) ｐ( )＝ｑ( ) ｑ( )－ρ' t / t ' t / t

よって式 １８は22.
ｑ( ) ｑ( )＝ρ－ｒ' t / t

これを積分すると、 ｑ( )＝ ＋(ρ－ｒ)ｔとなって、結局log t const.
ｑ( )＝ｑ ｅ 式 １９t 22.０

（ρ－ｒ）ｔ

§ 分析：22.18.
新しい変数ｑ( )を使うと式 １７はt 22.
ｕ’(ｃ( ))＝ｑ( )t t
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この逆関数をとって
ｃ( )＝φ[ｑ ｅ ]t ０

（ρ－ｒ）ｔ

ただし、φ＝ ｕ ＜ となる。' 1/ " 0
したがって、ρ＞ｒであれば、消費は時間とともに減少する。これは§ の定理と21.12.
同じ結果である。

第３節地域価格設定問題
§ 定義：22.19.
独占的競争市場の企業を考える。この企業は位置(あるいは距離)０からＴまでの地域で供
給し、位置によって異なった価格で販売できる。変数ｔは企業からの市場までの距離を示す。
τ( )は、運送費用とする。τ＞ 、τ( )＝ 。t ' 0 0 0
ｔ地点での価格をｐ( )、需要量をｘ[ｐ( )]とする。ｘ[ｐ( )]＜ 。t t ' t 0
逆需要関数をｐ( )＝ｆ[ｘ( )]と定義すると、ｆ＜ 。t t ' 0
総販売量は
Ｘ(Ｔ)≡∫ ｘ[ｐ( )]ｄｔ 式 ２００

Ｔ t 22.
総費用は、Ｃ[Ｘ(Ｔ)]、Ｃ＞ と表される。' 0

§ 定義：22.20.
企業の最大化問題は以下のように定義される：

∫ {ｆ[ｘ( )])ｘ( )－τ( )ｘ( )}ｄｔ－Ｃ[Ｘ(Ｔ)]Maximize: t t t t０
Ｔ

： Ｘ( )＝ｘ( )Subject to ' t t
ただし、制約条件は式 ２０を微分して得られる。22.

§ 定義：22.21.
ハミルトン関数は
Ｈ≡ｆ[ｘ( )]ｘ( )－τ( )ｘ( )＋ｑ( )ｘ( )t t t t t t

と定義され、最大値原理より
Ｘ( )＝∂Ｈ ∂ｑ( ) →Ｘ( )＝ｘ( ) 式 ２１' t / t ' t t 22.
ｑ( )＝－∂Ｈ ∂Ｘ( ) →ｑ( )＝ 式 ２２' t / t ' t 0 22.
∂Ｈ∂ｘ( ) →ｆ’ｘ( )＋ｆ－τ＋ｑ＝ 式 ２３/ t =0 t 0 22.
ｑ( )＝－Ｃ(Ｘ(Ｔ)) 式 ２４T ' 22.

注意：
① 解を仮定する。Interior
②ｆ[ｘ( )])ｘ( )－τ( )ｘ( )}とＣ[Ｘ(Ｔ)]が であれば、十分条件にもなる。t t t t concave
③ であればユニークとなる。Strictly concave

§ 分析：22.22.
式 ２２よりｑは一定で、式 ２４より、22. 22.
すべてのｔについて、ｑ( )＝－Ｃ[Ｘ(Ｔ)]t '

したがって、ｑ( )はマイナスの限界費用ＭＣ。一方、ｆｘ( )＋ｆは限界収入ＭＲ( )。よt ' t t
って式 ２３より22.
ｆ’ｘ( )＋ｆ＝ＭＣ＋τ( ) 式 ２５t t 22.

が得られる。

§ 分析：22.23.
需要の価格弾力性をη≡－ｘｆｘ、すなわちη≡－ｐｆｘと定義し一定と仮定すると' / / '
式 ２５より22.
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ｐ( )＝(τ( )＋ＭＣ) (１－ η) 式 ２６t t / 1/ 22.
これより、ｐ( )＞ のためには条件 η＜ が必要となる。t 0 1/ 1
したがって
ｐ( )－ｐ( )＝τ( ) (１－ η)t 0 t / 1/

となって、運送費用以上の価格差が生じることが分かる。

§ 分析：22.24.
式 ２６を微分すると22.

' t ' t 0ｐ( )＝τ( )＞
より、企業は遠い位置ほど高い価格とすることが分かる。
ただし、ηがｔの関数η( )の場合には、ε≡ ηと置いて、式 ２６を微分するとt 1/ 22.
ｐ( )＝(τ( )＋ｐε( )) (１－ε( ))' t ' t ' t / t

したがって、ε＜ すなわちη＞ であれば、ｐ( )＜ も起こりえる。これは国際貿易' 0 ' 0 ' t 0
におけるダンピングを説明する。

§ 定義：22.25.
需要曲線より消費者効用を定義すると
Ｇ(ｘ)≡∫ ｆ(ｓ)ｄｓ０

ｘ

となるから、社会的厚生は以下のように定義される：
Ｗ≡∫ {Ｇ(ｘ( ))－τ( )ｘ( )}ｄｔ－Ｃ[ｘ( )] 式 ２７０

Ｔ t t t T 22.
社会厚生を最大化するには、制約Ｘ( )＝ｘ( )のもとで式 ２７を最大化する。' t t 22.

§ 定義：22.26.
ハミルトン関数は
Ｈ≡Ｇ[ｘ( )]－τ( )ｘ( )＋ｑ( )ｘ( )t t t t t

と定義され、最大値原理より
Ｘ( )＝∂Ｈ ∂ｑ( ) →Ｘ( )＝ｘ( ) 式 ２８' t / t ' t t 22.
ｑ( )＝－∂Ｈ ∂Ｘ( ) →ｑ( )＝ 式 ２９' t / t ' t 0 22.
∂Ｈ∂ｘ( ) →Ｇ[ｘ( )]－τ＋ｑ＝ 式 ３０/ t =0 ' t 0 22.
ｑ( )＝－Ｃ(Ｘ(Ｔ)) 式 ３１T ' 22.

注意：
① 解を仮定する。Interior
②Ｇ＜ であれば、十分条件にもなる。' 0

§ 分析：22.27.
式 ２９と式 ３１より22. 22.
すべてのｔについて、ｑ( )＝－Ｃ[Ｘ(Ｔ)] 式 ３２t ' 22.

この結果は§ と同じである。22.22.
次に、ＭＣ≡－Ｃ[Ｘ(Ｔ)]とおくと、式 ３２と式 ３０より、社会的最適条件' 22. 22.
ｐ( )＝τ( )＋ＭＣ 式 ３３t t 22.

が得られる。
式 ２６と比較すれば、明らかに、利潤最大化価格は社会的最適価格より高い。22.

§ 定義：22.28.
地域価格差を運送費用に等しくさせるような産業政策を導入するケースを考える。このよ
うな価格政策を と言う。mill pricing
このときには企業は価格を
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ｐ( )＝τ( )＋β あるいは β＝ｐ( )－τ( ) 式 ３４t t t t 22.
とせねばならない。ただし、βは一定のパラメータで企業が決める。

§ 定義：22.29.
規制下の企業の最大化問題は以下のように定義される：Mill pricing
∫ βｘ( )ｄｔ－Ｃ[Ｘ(Ｔ)]Maximize: t０
Ｔ

： Ｘ( )＝ｘ( )Subject to ' t t

§ 定義：22.30.
ハミルトン関数は
Ｈ≡βｘ( ))＋ｑ( )ｘ( )t t t

と定義され、最大値原理より
Ｘ( )＝∂Ｈ ∂ｑ( ) →Ｘ( )＝ｘ( ) 式 ３５' t / t ' t t 22.
ｑ( )＝－∂Ｈ ∂Ｘ( ) →ｑ( )＝ 式 ３６' t / t ' t 0 22.
∂Ｈ∂ｘ( ) →β＋ｑ( )＝ 式 ３７/ t =0 t 0 22.
ｑ( )＝－Ｃ(Ｘ(Ｔ)) 式 ３８T ' 22.

§ 分析：22.31.
式 ３６と式 ３８より22. 22.
すべてのｔについて、ｑ( )＝－Ｃ[Ｘ(Ｔ)]t '

また、式 ３７より22.
－ｑ( )＝β＝ＭＣt

したがって、式 ３４より22.
ｐ( )＝τ( )＋ＭＣt t

となる。これは、社会厚生最大化条件の式 ３３と等しい。22.
したがって、 は社会的最適を実現する。mill pricing

§ 注意：22.32.
この節の最大化問題は 問題として解くことができる。この場合にnonlinear programming
は、企業の最大化問題は以下のように定義される：

Σ [ｆ (ｘ )ｘ －τ ｘ ]－Ｃ(Σ ｘ )Maximize: ｉ＝１ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ
Ｔ Ｔ

この問題を解けば、同じ結果が得られる。

第２３章 不確実性下の経済主体の行動.
第１節ＮＭ効用関数

23.1. States of nature, states of world, states§ 定義：
不確実性 の世界では、行為と結果は外部的環境に依存する。この外部的環境Uncertainty
を状態 と呼ぶ。States of nature,states of world, states
不確実性の世界では、選択されるべき対象の集合を「確率的現象 」あるいはProspect
「賭もしくは賭券 」と呼ぶ。Lottery

注意：不確実性 と危険 はここでは同義語として使う。Uncertainty Risk

§ 定義：23.2.
１ ２ ｓ １ ２ ｓ個々の確率的現象は、結果 ｘ ｘ ｘ とその確率 π π πoutcome, , ,.., probability, , ,...,

によって定義される。ただし、∀ｉ： ≦π ≦ 、かつΣπ ＝１。したがって、賭ｙは0 1ｉ ｉ

ｙ＝(π π π ；ｘ ｘ ｘ )１ ２ ｓ １ ２ ｓ, ,..., , ,..,
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あるいは
ｙ＝(π；ｘ)

ただし、ｘ＝(ｘ ｘ ｘ )、π＝(π π π )と表される。１ ２ ｓ １ ２ ｓ, ,.., , ,...,
結果が２個しかない場合には
ｙ＝(π；ｘ ｘ )１ ２,

と示し、これはｙ＝(π １－π；ｘ ｘ )を意味する。, ,１ ２

注意：
①確率π は、経済主体(以下では個人)が主観的に予想する値である。ｉ

②賭は以下のように表現されることもある：
ｙ＝(ｘ ｘ ｘ ；π π π )１ ２ ｓ １ ２ ｓ, ,.., , ,...,

§ 定義： ( )23.3. Compund prospect lottery
複数の確率的現象、ｙ ｙ ｙ があり、その確率をππ π とする。, ', ",,... , ', ",...

, ,..., ' ', ',..., ' .....ただし、π＝(π π π )、π＝(π π π )、１ ２ ｓ １ ２ ｓ

, ,..., ' ', ',..., ' .....ｙ＝(ｙ ｙ ｙ )、ｙ＝(ｙ ｙ ｙ )、１ ２ ｓ １ ２ ｓ

これらより新たな確率的現象
Ｌ＝(π π π ；ｙ ｙ ｙ ), ', ",... , ', ",,...

compound lotteryが定義できる。このＬは、確率的現象を結果とする確率的現象で、複合賭
と呼ばれる。or prospect

例：〈宝くじ〉を賭ける〈じゃんけん〉

§ 定義：23.4.
個人が持っている「すべての確率的現象(賭)の集合」をＹとし、Ｙの要素に対して、選好
関係�が定義されていると仮定する。

§ 定義：選好関係�が満たすと思われる性質(第２部§ 参照)23.5. 1.5
反射 ∀ｙ∈Ｙ：ｙ�ｙreflexivity
推移 ∀ｙｙｚ∈Ｙ：ｘ�ｙ＆ｙ�ｚ ｘ�ｚtransitivity , , ⇒
完備 ∀ｘｙ∈Ｙ：ｘ�ｙ ｙ�ｘcompleteness , or

§ 定義：23.6.
これら３性質を満たす選好は、Ｙでの ( ) ( ) (完備選好順序complete total quasi pre ­ordering
あるいは単に 選好順序)と呼ばれる。３番目の条件を満たさない場合にpreference ordering
は、( ) と言う。もしｘ�ｙ＆ｙ�ｘ⇒ｘ ｙを満たせば、 ( )partial quasi­ordering = quasi­ pre­
が消えるが、 や は省略されることがある。quasi­ pre­

§ 定義23.7.
ｘ�ｙ、かつｙ�ｘでない場合には、 と呼ばれ、ｘ�ｙと表記する。strictly preferred

§ 定義23.8.
ｘ�ｙかつｙ�ｘのときには、 と言われ、ｘ�ｙと表記。indifferent

§ 定義：23.9.
１：個人は、Ｙで定義された完備選好順序を持っている。Axiom
２(連続性)：Axiom

１ ２ ３ １ ２ ３∀ｙ ｙ ｙ ∈Ｙ ｙ �ｙ �ｙ, , such that
１ ３ ２∃α∈Ｒ ≦α≦ ：αｙ ＋(１－α)ｙ �ｙ,0 1
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§ 定義：23.10.
以下の２つの賭を考える：
Ｌ ≡(π；ｘ)１

Ｌ ≡(π；ｘ)２ '
ただし、ｘ＝(ｘ ｘ ｘ )、π＝(π π π )、π＝(π π π )。１ ２ ｓ １ ２ ｓ １ ２ ｓ, ,.., , ,..., ' ', ',..., '
さらに、これらの賭から以下のような複合賭を定義する：
ｙ≡(α；Ｌ Ｌ )＝[α；(π；ｘ) (π；ｘ) ] 式 １１ ２, , ' 23.

確率αππ(ただし、 ≦αππ≦ )を使って、新しい確率(ベクター)を以下のよう, , ' 0 , , ' 1
に定義する：

'ｐ≡απ＋(１－α)π

§ 定義：23.11.
が２個(ｘ ｘ )の場合には、複合賭は以下のようになる：outcome ,１ ２

ｙ≡(α；Ｌ Ｌ )＝[α；(π；ｘ ｘ ) (π；ｘ ｘ ) ]１ ２ １ ２ １ ２, , , ' ,
したがって、上記の確率スカラーは以下のように定義される：
ｐ≡απ＋(１－α)π 式 ２' 23.

§ 定義：23.12.
(ｘ)あるいは (ｘ)によって、ｘが起こる確率を示し、以下のように定義する：Pr Prob
(ｘ )＝ｘ が起こる(＝ｘ を獲得する)確率。Pr ｉ ｉ ｉ

(ｘ Ｌ )＝賭券Ｌ を持っているときに、ｘ を獲得する確率。Pr |ｉ ｊ ｊ ｉ

この表記法を用いれば、 が２個(ｘ ｘ )の複合賭（式 １）を持っているときoutcome , 23.１ ２

に、ｘ を獲得する確率は１

(ｘ )＝ (ｘ Ｌ )・ (Ｌ )＋ (ｘ Ｌ )・ (Ｌ )Pr Pr | Pr Pr | Pr１ １ １ １ １ ２ ２

＝πα＋π(１－α) (≡ｐ)'

§ 定義：23.13.
３：ｙ�(ｐ；ｘ)Axiom

ただし、ｙは式 １で定義され、ｐは式 ２で定義される。23. 23.
注意：
①この は、すべての について、それらを獲得する確率が同じであれば、単Axiom outcome
純な賭でも複合賭でも、個人は無差別としている。
例：宝くじを買うのと〈賞金が２倍の宝くじ〉をじゃんけんで賭けるのとは無差別とする。
②したがって、 を獲得するプロセス、すなわちギャンブルをする行為からは効用outcome
は得られないと仮定している。

§ 定義：23.14.
４(独立 )：Axiom Independence
１ ２ １ ２①∀ｙ ∈Ｙ＆ｙ ∈Ｙ ｙ �ｙsuch that
∀ｙ∈Ｙ ∃α ＜α＜ ：αｙ ＋(１－α)ｙ�αｙ ＋(１－α)ｙ· ,0 1 １ ２

１ ２ １ ２②∀ｙ ∈Ｙ＆ｙ ∈Ｙ ｙ �ｙsuch that
∀ｙ∈Ｙ ∃α ＜α＜ ：αｙ ＋(１－α)ｙ�αｙ ＋(１－α)ｙ· ,0 1 １ ２

注意：①は、賭ｙ が賭ｙ より好まれるなら、どんな賭ｙについても「ｙ とｙより作られた１ ２ ２

複合賭」より好まれる「ｙ とｙから作られた複合賭」が存在することを主張している。一方、１

②は、賭ｙ と賭ｙ が同じように好まれるなら、どんな賭ｙについても「ｙ とｙより作られ１ ２ ２

た複合賭」と同じように好まれる「ｙ とｙから作られた複合賭」が存在することを主張して１
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いる。

23.15. Monotonicity§ 定理：
１～４のもとでは、以下の命題が満たされる：Axiom
ｘ が ｘ より好まれ、 ＜ππ＜ とすると、outcome outcome 0 , ' 1１ ２

①π＞π⇔(π；ｘ ｘ )�(π；ｘ ｘ )' , ' ,１ ２ １ ２

②π＝π⇔(π；ｘ ｘ )�(π；ｘ ｘ )' , ' ,１ ２ １ ２

23.16. Expected Utility Theorem by von Neumann­Morgenstein§ 定理：
１～４のもとでは、関数ｕ：Ｙ→Ｒが存在し、以下の条件を満たす：Axiom

Order preserving property
ｙ �ｙ ⇔ｕ(ｙ )＞ｕ(ｙ )１ ２ １ ２

Linear property
∀ｘ ∀π ≦π ≦ ＆Σ π ＝ ：ｊ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ,j=1,...,s, ,,0 1,i=1,...,s 1ｓ

ｕ(π π π ；ｘ ｘ ｘ )＝Σ π ｕ(ｘ ) 式 ３１ ２ ｓ １ ２ ｓ ｉ＝１ ｉ ｉ, ,..., , ,..., 23.ｓ

§ 定義：23.17.
§ 定理の関数は、フォンノイマンモルゲンシュタイン効用関数もしくはＮＭ効用23.16.
関数 と呼ばれる。von Neumann­Morgenstein Utility Function

§ 定理：23.18.
１～４を満たす個人は、期待効用Σ π ｕ(ｘ )を最大化する。Axiom ｉ＝１ ｉ ｉ

ｓ

§ 定理：23.19.
と を満たす効用関数が存在すれば、 １Order preserving property Linear property Axiom

～４が満たされる。

§ 定理：23.20.
ｕ(ｙ)がＮＭ効用関数であれば、ａｕ(ｙ)＋ｂもＮＭ効用関数である。ただし、ｂは任意
の実数値で、ａは条件ａ＞ を満たす任意の実数値。0

注意：ＮＭ効用関数は基数的関数であるが、線形変換することができる。

§ 定理：23.21.
が無限個ある場合には、ＮＭ効用関数は上下に有界である。outcome

23.22. Allais's Paradox§ 定義：
独立 には問題がある。これを理解するために、以下のような２つの賭を考える：Axiom
ｙ ＝(１； 万円 )１ 100 ,0
ｙ ＝( ； 万円 )２ 0.7 200 ,0

この２つでは、ｙ の方が選好される可能性がある。１

次に、３番目の賭として
ｙ＝(１； )0,0

を考え、たとえば、独立 のαを とするとAxiom 0.5
ｙ ＝( ；ｙ ｙ)＝( ； 万円 )３ １0.5 , 0.5 100 ,0
ｙ ＝( ；ｙ ｙ)＝( ； 万円 )４ ２0.5 , 0.35 200 ,0

となって、ｙ よりｙ が選好される可能性がある。３ ４

この場合には、独立 は成立しない。これをアレのパラドックスと言う。Axiom
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第２節危険に対する個人の行動の特徴
§ 定義：23.23.
危険中立 ＝ＮＭ効用関数が線形Risk neutal
∀ｘ ∀π ≦π ≦ ＆Σ π ＝ ：ｊ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ,j=1,...,s, ,,0 1,i=1,...,s 1ｓ

ｕ(Σ π ｘ )＝Σ π ｕ(ｘ )ｉ＝１ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ ｉ
ｓ ｓ

Risk averse strictly concave危険回避 ＝ＮＭ効用関数が
∀ｘ ∀π ≦π ≦ ＆Σ π ＝ ：ｊ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ,j=1,...,s, ,,0 1,i=1,...,s 1ｓ

ｕ(Σ π ｘ )＞Σ π ｕ(ｘ )ｉ＝１ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ ｉ
ｓ ｓ

Risk lover strictly convex危険愛好 ＝ＮＭ効用関数が
∀ｘ ∀π ≦π ≦ ＆Σ π ＝ ：ｊ ｉ ｉ ｉ＝１ ｉ,j=1,...,s, ,,0 1,i=1,...,s 1ｓ

ｕ(Σ π ｘ ) 図③ｉ＝１ ｉ ｉ
ｓ

＜Σ π ｕ(ｘ ) ｕ(ｘ)ｉ＝１ ｉ ｉ
ｓ

Ｂ
注意：
①∀ｘ：ｕ (ｘ)＜ ⇒ Ｆ" 0
ｕは Ｄstrictly concave

②ｕは ⇒ Ｅ Ｃstrictly concave
" 0 if " 0∀ｘ：ｕ (ｘ)＜ ｕ (ｘ)≠

§ 定義： Ａ23.24.
右図の、ｘ は賭の期待値、０

ｚ は、期待値ｘ と同じ効用０ ０

をもたらすに必要な現金で、この
差を と言う。 ｘRisk premium

０ ０ ０ ０Ｘ Ｚ Ｘ Ｘ
§ 定義 －ｈ ＋ｈ23.25.
ｚ は以下の条件を満たす：０

ｕ(ｘ ＋ｈ)＋ ｕ(ｘ －ｈ)＝ｕ(ｚ ) 式 ４0.5 0.5 23.０ ０ ０

ρはRisk premium
ρ≡ｘ －ｚ 式 ５０ ０ 23.

で定義され、ｘ とｈに依存する。０

§ 定義：23.26.
式 ５を式 ４に代入すると(下付０省略)23. 23.
ｕ(ｘ－ρ)＝ ｕ(ｘ＋ｈ)＋ ｕ(ｘ－ｈ)0.5 0.5

これらの３項をテーラー展開して近似すると
ｕ(ｘ－ρ)＝ｕ(ｘ)－ρｕ(ｘ)'
ｕ(ｘ＋ｈ)＝ｕ(ｘ)＋ｈｕ(ｘ)＋(ｈ ／２)ｕ (ｘ)' "２

ｕ(ｘ－ｈ) ＝ｕ(ｘ)－ｈｕ(ｘ)＋(ｈ ／２)ｕ (ｘ)' "２

代入すると
ｕ(ｘ)－ρｕ(ｘ)＝ｕ(ｘ)＋(ｈ ／２)ｕ (ｘ)' "２

したがって
ρ(ｘ ｈ)＝－(ｈ ／２)[ｕ (ｘ) ｕ (ｘ)], " / '２

これより、 は危険回避者ではプラス、危険愛好者ではマイナスとなることがRisk premium
分かる。

§ 定義：23.27.
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Coefficient of absolute risk aversion/Arrow­Pratt measure of absolute risk絶対危険回避度
をaversion
Ｒ (ｘ)≡－ｕ (ｘ) ｕ(ｘ)ａ " / '

と定義すると
２Ｒ (ｘ)＝２ρ(ｘ ｈ) ｈａ , /

となる。したがって、２つのＮＭ効用関数ｕ (ｘ)の絶対危険回避度Ｒ (ｘ)，ｉ を定ｉ ａｉ =1,2
義すると、ｈが小さければ、
Ｒ (ｘ)＞Ｒ ρ (ｘ ｈ)＞ρ (ｘ ｈ)ａ１ ａ２ １ ２⇔ , ,

を得る。
以下の命題が示すように、この関係は実はすべてのｈについて成立する。

§ 定理：23.28.
strictly concave ,２回連続微分可能で、単調増加で、しかも な２つのＮＭ効用関数ｕ (ｘ)１

ｕ (ｘ)については、以下の３条件は同値である：２

( )Ｒ (ｘ)＞Ｒ (ｘ)a ａ１ ａ２

( )∀ｈ：ρ (ｘ ｈ)＞ρ (ｘ ｈ)b , ,１ ２

( )ｕ (ｘ)がｕ (ｘ)より「より 」すなわち、 単調増加で、 なc concave strictly concave１ ２

関数φがあって、ｕ (ｘ)＝φ(ｕ (ｘ))１ ２

§ 定義：23.29.
Coefficient of relative risk aversion/Arrow­Pratt measure of relative risk相対危険回避度

をaversion
Ｒ (ｘ)≡－ｘｕ (ｘ)ｕ(ｘ)ｒ " / '

と定義すると
Ｒ (ｘ)＝ｘＲ (ｘ)ｒ ａ

Risk premium * / /となる。このときには、相対 ρ は、上図のＤＣＥＣ(＝リスクプレミアム
所得)で示される。

§ 定理：23.30.
strictly concave ,２回連続微分可能で、単調増加で、しかも な２つのＮＭ効用関数ｕ (ｘ)１

ｕ (ｘ)については、以下の２条件は同値である：２

( )Ｒ (ｘ)＞Ｒ (ｘ)a ｒ１ ｒ２

( )∀ｈ：ρ (ｘ ｈ)＞ρ (ｘ ｈ)b , ,１ ２
＊ ＊

§ 定義：23.31.
と は不確実性下の個人の行動に関して以下の仮定を採用した：Arrow Pratt

Decreasing absolute risk aversion ' 0：Ｒ (ｘ)＜ａ

Increasing relative risk aversion ' 0：Ｒ (ｘ)＞ｒ

注意：
① は、豊かになるほど、危険の存在が重要でなくなるDecreasing absolute risk aversion
ことを意味する。
② は、危険が豊かさに比例して増加すれば、危険の重要Increasing relative risk aversion
性が高かまることを意味する。
③Ｒ (ｘ)＝－[ｕｕ －ｕ” ] ｕ より以下の命題が満たされるａ' ' "' / '２ ２

§ 定理：23.32.
' 0 "' 0① Ｒ (ｘ)＜ ⇒ｕ ＞ａ
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"' 0 ' 0②ｕ ≧ ⇒ Ｒ (ｘ)＜ａ

"' 0 0 ' 0③ｕ ≧ ＆ｘ＞ ⇒ Ｒ (ｘ)＞ｒ

§ 例：23.33.
ＮＭ効用関数は以下の４条件を満たす必要がある：

' 0①ｕ(ｘ)＞
" 0②ｕ ＜
' 0③Ｒ (ｘ)＜ａ

' 0④Ｒ (ｘ)＞ｒ

たとえば、
２ｕ(ｘ)≡ａ＋ｂｘ－ｃｘ

は条件③を満たさない。
ｕ(ｘ)≡ａ＋ｂ (ｘ＋ｃ)log

は全条件を満たす。
以下のＮＭ効用関数は、Ｒ (ｘ)が一定となる：ａ

0ｕ(ｘ)＝－ｅ 、ただし、ａ＞－ａｘ

以下のＮＭ効用関数は、Ｒ (ｘ)が一定となる：ｒ

for 0 1ｕ(ｘ)＝ｘ ＜ａ＜１－ａ

log for 1ｕ(ｘ)＝ (ｘ) ａ＝
for 1ｕ(ｘ)＝－ｘ ａ＞－（１－ａ）

§ 定義：23.34.
危険下の無差別曲線は以下のように定義される：
Ｉ≡{(ｘ ｘ )∈Ｒ ：πｕ(ｘ )＋(１ π)ｕ(ｘ )＝ 、 ≦π≦ }１ ２ １ ２, ­ const. 0 1２

§ 定理：23.35.
危険下の無差別曲線が原点に凸となる⇔危険回避者

第３節不確実性分析手法の応用：フィッシャーの２期間消費モデル
§ 定義：23.36.
期間を現在１と未来２に分け、現在消費をｃ 、未来消費をｃ とすると、ＮＭ効用関数は１ ２

ｕ＝ｕ(ｃ ｃ )１ ２,
となる。現在所得をｙ 、未来所得をｙ とし、ｙ は一定の確率分布に従う確率変数とする：１ ２ ２

ｙ ＝ｙ ＋ε 式 ６２ ２
＾ 23.

ただし、εの確率分布はφ(ε)で表わされ、Ｅ[ε]＝ となるものとする。0

§ 定義：23.37.
現在の所得から消費を差し引いた値は貯蓄ｓで、利子率をｒとすると、以下の条件を満た
す：
ｃ ＝ｙ ＋ｓ(１＋ｒ) 式 ７２ ２ 23.

これにｓ＝ｙ －ｃ を代入すると１ １

(１＋ｒ)ｙ ＋ｙ －(１＋ｒ)ｃ －ｃ ＝ 式 ８１ ２ １ ２ 0 23.
を得る。

§ 定義：23.38.
消費者の最大化問題は

Ｅ[ｕ(ｃ ｃ )]Maximize: ,１ ２

式 ８subject to : 23.
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となる。ただし、期待値は
∫ ｕ[ｃ ｃ (ε)]φ(ε)ｄε－∞ １ ２
＋∞ ,

で定義される。

§ 分析：23.39.
この問題のラグランジュ関数は
Ｅ[ｕ(ｃ ｃ )]＋λ{(１＋ｒ)ｙ ＋ｙ －(１＋ｒ)ｃ －ｃ }１ ２ １ ２ １ ２,

で、第１階条件は
0Ｅ[ｕ ]＋λ(１＋ｒ)＝１

Ｅ[ｕ ]＋λ＝ 式 ９２ 0 23.
0(１＋ｒ)ｙ ＋ｙ －(１＋ｒ)ｃ －ｃ ＝１ ２ １ ２

である。ただし、Ｅ[ｕ ]はｊ番目の変数による偏微分を示す。これよりｊ

Ｅ[ｕ ] Ｅ[ｕ ]＝１＋ｒ１ ２/
をえる。これは２期間最適化に関するフィッシャーの法則と呼ばれる。第２階条件は以下の
ようになる(第１部１７章参照)：

0△≡Ｅ[ｕ －２(１＋ｒ)ｕ ＋(１＋ｒ) ｕ ]＜１１ １２ ２２
２

式 ９を使えば、ｙ やｙ やｒなどが変化したときのｃ やｃ への影響を分析できる(第23. １ ２ １ ２
＾

１部１７章参照)。式 ６を23.
ｙ ＝ｙ ＋γε２ ２

＾

とおけば、γの増加で危険の増加を示すことができ、そのｃ やｃ への影響を分析できる。１ ２
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第５部：ゲーム理論と寡占
(主要参考文献 ):Jurgen Eichbeger, Game Theory for Economists, 1993, Academic Press

第２４章ゲーム理論の基礎.
第１節展開型 のゲームExtensive Form
§ 定義：展開型ゲーム24.1.
展開型のゲームでは、ゲームにおける行動の順番、プレーヤーの持つ情報、すべてのプレ
ーヤーの各段階での選択可能性について明らかにされる。
展開型のゲームは、図④のようなゲームの樹 で表される。Game Tree

§ 定義：ノードと行動24.2.
プレーヤーの集合Ｉ≡{ Ｉ}1,2,...,
プレーヤーｉ∈Ｉ
ゲームの各段階の状況はノード( )と言われ、ノードからノードへ移動することを、Node
行動( あるいは )と言う。Move Action
以下の例を考える：

d d
bχ

b
eη δ

a f a e=fε
β φ

c g c g
γ

h h
図④ 図⑤

状況すなわちノードの集合はＮ≡{ }a,b,c,d,e,f,g,h
行動の集合はＡ≡{η βγδφεχ], , , , , ,
図⑤のように、同じノードに異なった経路で到達する場合もある。

§ 定義：ノードの流れを示す関数σ24.3.
σ：Ｎ→Ｎを個々のノードとその１つ前のノードを関連付ける関数とする。ただし、出発
点ｏについては、σ(ｏ)＝ｏと定義する。
例えば、図④では、ａ＝σ(ｂ)＝σ(ｃ)。
∀ｎ∈Ｎ：σ (ｎ)は関数σをｋ回繰り返すことを示す。例えば、図④ではｋ

σ (ｈ)＝σ(σ(ｈ))＝ａ２

§ 定義：ノードの分類24.4.
最終点 とは、Ｔ(Ｎ)≡{ｎ∈Ｎ：σ (ｎ)＝�}Terminal Node －１

行動分岐点あるいは分岐点 とは、Ｄ(Ｎ)≡Ｎ／Ｔ(Ｎ)Decision Node
プレーヤーｉが、行動をせねばならない分岐点の集合をＮ と表示すると、これは集合Ｄｉ

(Ｎ)の部分集合。
すべての分岐点は、プレーヤーごとに分割される。すなわち[Ｎ ] 。これを集合Ｄｉ ｉ∈Ｎ

(Ｎ)のプレーヤー分割 と言う。Player Partition

§ 定義：行動集合24.5.
α(ｍ)を分岐点ｍに到達する行動とする。αＮ→Ｎを行動関数と呼ぶと、分岐点ｎにお:
ける行動の集合は以下のように定義される：
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Ａ(ｎ)≡{α(ｍ)：ｎ＝σ(ｍ) ｍ∈Ｎ}for
例えば、図④では、
α(ｆ)＝ε α(ｇ)＝φ α(ｈ)＝γ，, ,
Ａ(ｃ)＝{εφγ}, ,

すべての行動の集合をＡと表す。

24.6. Payoff Function§ 定義：利得関数
利得関数 ｒＴ(Ｎ)→Ｒ は、個々の最終点で各プレーヤーが得る利得をPayoff Function : Ｉ

定義する。

情報集合§ 定義：24.7.
図⑥は プレーヤー １ ２Matching Pennies

1 ­1硬貨表裏合わせゲーム
プレーヤーは１と２ 表

b:2１番目分岐点ではプレーヤー１
­1 1２番目の２つの分岐点ではプレーヤー２ 表 裏

a:1 ­1 1同じ面を出せばプレーヤー１が１万円を得る
面が異なればプレーヤー２が１万円を得る 裏 表

c:2プレーヤー１の行動を
プレーヤー２は観察できない＝知らない 裏

1 ­1したがって
プレーヤー２は、自分が分岐点ｂにいるのか 図⑥
分岐点ｃにいるのか分からない。
このときには、分岐点ｂと分岐点ｃは情報集合 と言われる(図では点線でInformation Set
結ばれている)。

§ 定義：情報集合の性質24.8.
プレーヤーｉの分岐点は、情報集合(＝プレーヤーｉが区別できない分岐点の集合）に分割
されるが、この情報集合は以下の３条件を満たす：
①プレーヤーｉの情報集合はプレーヤーｉの分岐点のみを含む
②すべての分岐点はただ１個の情報集合に含まれる。
③同一情報集合のすべての分岐点で、同一の行動が可能である。

24.9. Information Partition§ 定義：
Informationプレーヤーｉの情報集合の集合をＵ とすると、Ｕ≡[Ｕ ] は情報分割ｉ ｉ ｉ∈Ｎ

と言われる。Partition
ある情報集合ｕ∈Ｕ における行動の集合はＡ(ｕ)と示される。ｉ

§ 定義：同時的行動のゲーム24.10.
相手の行動が観察できないとすることによって、プレーヤーが同時的に行動するゲームも、
展開型で表現できる。この場合には、プレーヤーの行動の順番は問題ではない。

§ 定義：展開型ゲーム24.11.
展開型のゲームは以下のような一覧表Γで完全に表される：
Γ≡(Ｉ (Ｎσ) (Ａα) (Ｎ ) Ｕ (Ａ(ｕ) ) ｒ), , , , , , , ,ｉ ｉ＝Ｎ ｕ∈Ｕ
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§ 定義：完全情報ゲームと不完全情報ゲーム24.12.
ゲームΓ≡(Ｉ (Ｎσ) (Ａ α) (Ｎ ) Ｕ (Ａ(ｕ) ) ｒ)は、すべての情報集合が１個, , , , , , , ,ｉ ｉ＝Ｎ ｕ∈Ｕ

の分岐点しか含まないときには、完全情報 ゲームと言われる。情報集合Perfect Information
が複数の分岐点を含む場合には、不完全情報ゲーム と呼ばれる。Imperfect information game
注意：完全情報の場合には、相手のすべての行動が観察でき、不完全情報ゲームでは、相手
の行動が不明となる。

§ 定義：共通情報24.13.
『ある情報をすべてのプレーヤーが知っており、他のプレーヤーが知っていることも知っ
ており、他のプレーヤーが知っていることを他のプレーヤーが知っていることも知ってお
り、．．．．．』の条件が成立するときには、共通情報 と言われる。common knowledge
共通情報でない情報は個人的情報 と言われる。Private Information

§ 定義：不完備情報ゲーム24.14.
ゲームΓ≡(Ｉ (Ｎσ) (Ａ α) (Ｎ ) Ｕ (Ａ(ｕ) ) ｒ)のすべての要素が共通情報で, , , , , , , ,ｉ ｉ＝Ｎ ｕ∈Ｕ

ある場合には、完備情報 ゲームと言われる。いずれかの要素が共通Complete Information
情報でない場合には、不完備情報 ゲームと呼ばれる。Incomplete Information
例えば、相手のプレーヤーの利得関数に関する情報が不完全であれば、不完備情報ゲーム
となる。

24.15. Strategy§ 定義：戦略
ゲームにおける戦略 とは、行動せねばならないすべての分岐点での行動計画。Strategy

§ 定義：純粋戦略24.16.
プレーヤーｉの純粋戦略とは、

ｉ ｉ ｉ ｉ関数ｓ ：Ｕ →Ａ ｓ (ｕ)∈Ａ(ｕ) ∀ｕ∈Ｕwith for
である。純粋戦略組合せｓは
ｓ≡(ｓ ｓ ｓ )１ ２ Ｉ, ,...,

と定義される。プレーヤーｉのすべての可能な戦略の数をｎ とするとき、純粋戦略集合をｉ

Ｓ ≡{ｓ ｓ ｓ }ｉ ｉ ｉ ｉ
１ ２ ｎｉ, ,...,

と表す。また、ゲームに参加するＩ人の純粋戦略集合あるいはＩ次元純粋戦略空間Ｓを
１ ２ ＩＳ≡Ｓ �Ｓ �・・・�Ｓ

と定義する。

§ 定義：24.17.
純粋戦略組合せｓが与えられれば、ゲームが進むコースが決まり、全プレーヤーの利得も
決まる。純粋戦略組合せｓのもとで到達される最終点をｎ(ｓ)と表し、プレーヤーｉが純粋
戦略組合せｓのもとで得る利得をｐ (ｓ)と表すと、定義によりｉ

∀ｉ∈Ｉ：ｐ (ｓ)≡ｒ (ｎ(ｓ))ｉ ｉ

となる。

§ 例：24.18.
図⑦では、プレーヤー１は、分岐点ａと分岐点ｄと分岐点ｅで、行動を決定するから、
純粋戦略集合は
Ｓ ≡{(η ψ) (η θ) (βψ) (β θ)}１ , , , , , , ,
となる。
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b:2 1 ­1γ
a:1 2 ­2η

3 ­3δ ψ
d:1β γ

4 ­4θ
c:2 5 ­5ψ
δ

e:1 6 ­6θ
図⑦

§ 定義：混合戦略24.19.
純粋戦略集合Ｓ のｎ個の要素に対する確率分布の集合をＭ とする(Ｓ は無限個の要素をｉ ｉ ｉ

含んでいてもＯＫであるが、ここではｎ＝有限個のケースで考える)。
混合戦略ｍ とは、純粋戦略集合に関する確率分布、すなわち、ｍ ∈Ｍ である。混合戦略ｉ ｉ ｉ

の集合ｍ≡(ｍ ｍ ｍ )を混合戦略組合せと言う。１ ２ Ｉ, ,...,
注意：
ｍ (ｓ )は、純粋戦略ｓ が確率分布ｍ で されることを示すが、これはプレーヤｉ ｉ ｉ ｉ

ｋ ｋ play
ーが行動前に、例えば、コインを投げたり、あみだ籤を作って実行するという意味である。
言い換えれば、同じゲームを 回やれば、ｍ (ｓ )× 回は戦略ｓ を選択すること100 100ｉ ｉ ｉ

ｋ ｋ

を示す。

§ 定義：単体24.20.
ｎ次元単体 △あるいは△ を以下のように定義する：Simplex ｎ

△≡{(μ μ μ )∈Ω ：Σ μ ＝１} 式 １１ ２ ｎ ｎ ｊ, ,..., 24.ｊ

純粋戦略集合Ｓ における単体は△(Ｓ )と表記される。したがってｉ ｉ

Ｍ ≡△(Ｓ )ｉ ｉ

注意：
式 １は第１部§ の凸結合の定義と同じである。線形空間の点に焦点を当てる場合に24. 4.3
は凸結合と言い、写像自体に注目するときには単体と言う。

§ 定義：期待利得24.21.
混合戦略ではゲームの結果も確率変数となるため、混合戦略組合せｍよりプレーヤーｉが
得る利得は、期待利得 ≡Ｐ (ｍ)となり、以下のように定義される：Expected Payoff ｉ

Ｐ (ｍ)≡Σ ｐ (ｓ ｓ ｓ )[ｍ (ｓ ) ｍ (ｓ ) ｍ (ｓ )]ｉ ｓ∈Ｓ ｉ １ ２ Ｉ １ １ ２ ２ Ｉ Ｉ, ,..., ・ ・・・

§ 例：24.22.
図⑦のゲームで、プレーヤー１と２の混合戦略が、
ｍ ≡( )１ 0.2,0.3,0.4,0.1
ｍ ≡( )２ 0.7,0.3

とするとプレーヤー１の期待利得Ｐ は１
Ｐ ( )( )( )＋( )( )( )＋( )( )( )＋( )( )( )１= 0.2 0.7 1 0.3 0.7 1 0.4 0.7 3 0.1 0.7 4
＋( )( )( )＋( )( )( )＋( )( )( )＋( )( )( )0.2 0.3 2 0.3 0.3 2 0.4 0.3 5 0.1 0.3 6

注意：
①Ｓ ≡{(η ψ) (η θ) (βψ) (β θ)}、Ｓ ≡{γδ}１ ２, , , , , , , ,
②ゲーム理論では、一般的に、期待効用でなく期待利得が用いられる。したがって、利得
は効用で表されているか、プレーヤーが危険中立的と仮定する必要がある。
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24.23. Behavior Strategy§ 定義：行動戦略
プレーヤーが、個々の情報集合で、行動を確率的に決める可能性もある(例えば、情報集合
ｕで、プレーヤーｉが、行動ａを、確率ｂ (ａ)で選択するケース)。そこで、情報集合ｕにｉ

ｕ

おける行動(Ａ(ｕ))に関する確率分布をＢ(ｕ)と定義する。
このときには、単体(凸結合)を用いれば、Ｂ(ｕ)＝△(Ａ(ｕ))と表せる。さらに、〈すべ
ての情報集合での行動確率分布Ｂ〉は以下のように定義される：
Ｂ≡∪ Ｂ(ｕ)ｕ∈Ｕ

§ 定義：行動戦略組合せ24.24.
プレーヤーｉの情報集合ｕにおける確率分布Ｂ(ｕ)の要素をｂ と定義すると、プレーヤｉ

ｕ

ーｉの行動戦略を、以下ように定義できる：
ｂ Ｕ →Ｂｉ ｉ:

行動戦略の集合ｂ≡(ｂ ｂ ｂ )を行動戦略組合せと言う。１ ２ Ｉ, ,...,
注意：
混合戦略では、純粋戦略集合のすべての要素に確率が与えられるが、行動戦略では、個々
の情報集合での行動に確率が付与されるだけである。混合戦略と行動戦略は似ているが、異
なる(§ を参照)。24.28.

§ 定義：最終点の到達確率24.25.
行動戦略では、どの到達点が実現されるかは確定されないが、各到達点が実現する確率が
計算できる。
行動分岐点ｍを含む情報集合をｕ(ｍ)と表し、
行動分岐点ｍで行動するプレーヤーをｉ(ｍ)と表記すると、
行動戦略組合せｂによって、最終点ｎが実現される確率ｑ (ｎ)は以下のように計算される：ｂ

ｑ (ｎ) [ｂ (α(ｎ)) ｂ (α(σ(ｎ))) ]ｂ ｉ（σ（ｎ）） ｉ（σ（σ（ｎ）））= · ···ｕ（σ（ｎ）） ｕ（σ（σ（ｎ）））

ただし、例えば、ｂ (α(ｎ))の意味は、ｉ(σ(ｎ))というプレーヤーが、自ｉ（σ（ｎ））
ｕ（σ（ｎ））

分の情報集合ｕ(σ(ｎ))で、行動α(ｎ)に与える確率である。

例：図⑧の最終点ｅが実現される確率は
ｑ (ｅ)＝ｂ (δ) ｂ (η)ｂ ２ １

｛ｂ｝ ｛ａ｝·

§ 定義：期待利得24.26.
行動戦略組合せｂにおけるプレーヤーｉの期待利得Ｒ (ｂ)は以下のように定義される：ｉ

Ｒ (ｂ)≡Σ ｒ (ｎ)・ｑ (ｎ)ｉ ｎ∈Ｔ（Ｎ） ｉ ｂ

§ 定理：混合戦略と行動戦略24.27.
混合戦略組合せは必ずしも行動戦略組合せでは表現できない。

§ 説明：24.28.
b;2 eδ

c:1 fη θ
πa: 1

gγ
hβ θ

d:1
iγ

図⑧

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)



­ 125 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

図⑧でプレーヤー１が混合戦略として、(ηθ)と(βγ)に確率 を付与し(その他に, , 0.5
は確率ゼロ)、プレーヤー２は純粋戦略πを選択するものとすると、最終点は (ｆ) 、Prob =0.5
(ｉ) となるが、行動戦略では、最終点に、この確率組合せ∈Ｕ を付与することはProb =0.5 ｉ

できない。行動戦略でβとγにプラスの確率を与えれば、例えば最終点ｈの確率もプラスと
なる。

§ 定義：完全記憶24.29.
以下の条件を満たすとき、ゲームは完全記憶ゲームと呼ばれる：
ｎとｍをある情報集合ｖ∈Ｕ の任意の２つの分岐点とする。もし、ｎが情報集合ｕ∈Ｕ かｉ ｉ

らｋ回の行動によって到達しているなら、ｍも、①同じ情報集合ｕから、②同じ方法で脱出
し、③同じ情報集合ｖに到達している(さもなければ記憶があれば識別できる)。すなわち
① ＝ σ (ｎ)∈ｕ ⇒ ∃ｈ：σ (ｍ)∈ｕｋ ｈ

② ＝ α(σ (ｎ))＝α(σ (ｍ))ｋ－１ ｈ－１

§ 例：24.30.
図⑧では、
α(σ (ｄ))＝β≠η＝α(σ (ｃ))０ １

となって、完全記憶ではない。
注意：プレーヤー１は自分がβを選択したことを記憶していない。

§ 定理： の定理24.31. Kuhn
完全記憶ゲームでは、すべての混合戦略組合せは行動戦略組合せによって表現される。す
なわち、どのような混合戦略にも、すべての最終点で同じ確率を持つ行動戦略組合せが存在
する。

第２節 あるいは 戦略型ゲームあるいは正規型ゲームStrategic Form Normal Form
§ 定義：正規型ゲーム24.32.
利得関数をｐ≡(ｐ ) と表示する。 戦略型あるいは 正規ｉ ｉ∈Ｉ Strategic Form Normal Form
型ゲームとは、
(Ｉ (Ｓ ) ｐ), ,ｉ ｉ∈Ｉ

が明らかにされているゲームである。
注意：正規形式の方がゲームの既述が簡単になる。言い換えれば、正規型では、ゲームの複
雑な情報を表現できない。

§ 定義：利得行列24.33.
プレーヤーが２人(Ｉ≡{ })であれば、ゲームは 利得行列によって示される。プ1,2 Payoff
レーヤー１がｍ個の純粋戦略Ｓ ≡{ｓ ｓ ｓ }を持ち、プレーヤー２がｎ個の純粋１ １ １ １

１ ２ ｍ, ,...,
戦略Ｓ ≡{ｓ ｓ ｓ }を持つ場合には、 利得行列は第６部になる２ ２ ２ ２

１ ２ ｎ, ,..., Payoff matrix
第６部：利得行列

２１ ２ｎｓ ｓ..............
ｓ ｐ (ｓ ｓ )ｐ (ｓ ｓ ) ｐ (ｓ ｓ ) ｐ (ｓ ｓ )１１ １ １ ２ ２ １ ２ １ １ ２ ２ １ ２

１ １ １ １ １ ｎ １ ｎ, , , ... , , ,
ｓ ｐ (ｓ ｓ )ｐ (ｓ ｓ ) ｐ (ｓ ｓ ) ｐ (ｓ ｓ )１２ １ １ ２ ２ １ ２ １ １ ２ ２ １ ２

２ １ ２ １ ２ ｎ ２ ｎ, , , ... , , ,
..........................

ｓ ｐ (ｓ ｓ )ｐ (ｓ ｓ ) ｐ (ｓ ｓ ) ｐ (ｓ ｓ )１ｍ １ １ ２ ２ １ ２ １ １ ２ ２ １ ２
ｍ １ ｍ １ ｍ ｎ ｍ ｎ, , , ... , , ,
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§ 例：コイン裏表合わせゲーム24.34.
の場合には、利得行列 は以下のように表示される：Matching Pennies Payoff Matrix
プレーヤー２
表 裏
1, ­1 ­1, 1プレーヤー１ 表
­1, 1 1, ­1裏

§ 説明：24.35.
展開型ゲームは、ある１つの正規型ゲームで表現できるが、正規型ゲームは、一般に、複
数の 展開型ゲームで表すことができる。

ドミナント戦略第３節
§ 定義：ドミナント戦略24.36.
以下の条件を満たすｓ は ドミナント戦略(支配戦略)と呼ばれる：ｉ

＄ Dominant Strategy
∀ｓ ∈Ｓ ＆ｓ ∈Ｓ ：ｐ (ｓ ｓ )≧ｐ (ｓ ｓ )ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ ｉ －ｉ ｉ ｉ －ｉ

＄, ,
戦略組合せｓ (ｓ ｓ )は、ドミナント(支配)戦略均衡と言われる。ｉ １ Ｉ

＄ ＄ ＄= ,...,
ただし、
ｓ ＝(ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ )－ｉ １ ２ ｉ－１ ｉ＋１ Ｉ, ,..., , ,...,
－ｉ １ ２ ｉ－１ ｉ＋１ ＩＳ ＝Ｓ �Ｓ � �Ｓ �Ｓ � �Ｓ... ...

§ 例：囚人ゲーム24.37.
プレーヤー２
黙秘 自白
1, 1 ­1, 3プレーヤー１ 黙秘
3, ­1 0, 0自白

この囚人ゲームでは、自白がドミナント戦略となり戦略組合せ(自白 自白)が、ドミナント,
戦略均衡となる。

§ 例：価格設定複占①24.38.
２企業(１と２）の需要関数を

１ １ ２ １ｑ ＝ ｐ ２ｐ ｐ10­ + /
２ ２ １ ２ｑ ＝ ｐ ｐ ｐ20­ + /

と想定し、２企業とも費用がゼロで生産上限を５０とすると、利得関数は
１ １ １ ２π ≡ ｐ ｐ ２ｐ10 ­ +２

２ ２ ２ １π ＝ ｐ ｐ ｐ20 ­ +２

となり、ｐ ＝５とｐ ＝１０が最適な戦略となる。１ ２

このケースでは、最適な戦略は相手の戦略と関係なく決まるから、ドミナント戦略である。

24.39. Dominate§ 定義：
戦略ｓ は、以下の２条件を満たすとき、戦略ｓ を するという：ｉ ｉ

＄ dominate
①∀ｓ ∈Ｓ ：ｐ (ｓ ｓ )≧ｐ (ｓ ｓ )－ｉ －ｉ ｉ ｉ －ｉ ｉ ｉ －ｉ

＄, ,
②少なくとも１つのｓ ∈Ｓ について、不等号が成立する。－ｉ －ｉ

また、 されない戦略を と言う。dominate undominated
ｓがｓを するときには２項関係�を用いて、ｓ�ｓと示す。' dominate '

§ 定義：繰り返し支配均衡24.40.
正規型ゲームにおいて、 される戦略をゲーム利得表から排除してできるゲームDominate

Iterated Dominanceに、ドミナント戦略均衡があれば、これは〈繰返し支配均衡〉

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)



­ 127 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

という。Equlibrium or Dominance solvable

§ 例：24.41.
以下のような２人ゲームを考える。

プレーヤー２
ＳＴ ＭＨ ＭＬ ＳＢ
4, 2 3, 3 1, 2 7, 2プレーヤー１ Ｔ
3, 8 2, 4 0, 2 5, 5Ｍ
4, 1 4, 2 0, 1 5, 0Ｂ

このときには、
Ｔ�Ｍ、ＭＨ�ＭＬ、ＳＴ�ＳＢ

プレーヤーが、これらの 戦略を選択することはないから、これらをゲームの利dominated
得表から排除すると、このゲームは以下のようになる：

プレーヤー２
ＳＴ ＭＨ
4, 2 3, 3プレーヤー１ Ｔ
4, 1 4, 2Ｂ

, iterated dominaceこのゲームでは、Ｂ�Ｔ、ＭＨ�ＳＴとなって、戦略組合せ(Ｂ ＭＨ)が
繰返し支配均衡となる。equilibrium

第２５章ナッシュ均衡と完全均衡.
第１節ナッシュ均衡
§ 定義：ナッシュ均衡25.1.
戦略組合せｓ ∈Ｓは以下の条件を満たすときナッシュ均衡という：＊

∀ｉ∈Ｉ＆ｓ ∈Ｓ ：ｐ (ｓ )≧ｐ (ｓ ｓ )ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ －ｉ
＊ ＊,

§ 例：25.2.
性の戦い(Ｍ男：Ｗ女)The Battle of Sexes

プレーヤーＭ
Theater BoxingＴ＝ Ｂ＝

2 1 0.5 0.5プレーヤーＷ Ｔ
0 0 1 2Ｂ

ナッシュ均衡は(Ｔ Ｔ)と(ＢＢ)の２つであり、どちらが実現されるか判定できない。, ,
注意：ミニマックス原理では、ＷはＴで、ＭはＢを選択する。

じゃんけんゲームには純粋戦略ではナッシュ均衡は存在しない
プレーヤー２

ぐー ちょき パー
0 0 1 ­1 ­1 1プレーヤー１ ぐー

­1 1 0 0 1 ­1ちょき
1 ­1 ­1 1 0 0パー

§ 定理：ミニマックス戦略25.3.
すべてのナッシュ均衡ｓ は以下の条件を満たす：＊

ｐ (ｓ )≧ ｐ (ｓ ｓ )ｉ ｓｉ∈Ｓｉ ｓ－ｉ∈Ｓ－ｉ ｉ ｉ －ｉ
＊ max min ,
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§ 定義：最適反応関数25.4.
プレーヤーｉの最適反応関数あるいは最適反応写像(あるいは最適反応コレスポンデンス

)ｒ とは、個々の戦略Best response mapping/best reply mapping/reaction correspondence ｉ

組合せｓ∈Ｓに対してプレーヤーｉにとって最適な戦略を関連付ける写像である。正確には
以下のように定義される：
プレーヤーｉの戦略空間Ｓ の をＰ(Ｓ )と表し、コレスポンデンスあｉ ｉtopological space
るいは写像ｒ ：Ｓ→Ｐ(Ｓ )をｉ ｉ

ｒ ≡ ｐ (ｓ ｓ )ｉ ｓｉ∈Ｓｉ ｉ ｉ －ｉargmax ,
を定義すると、最適反応写像ｒ：Ｓ→Ｐ(Ｓ)は
ｒ(ｓ)≡ｒ (ｓ)�ｒ (ｓ)�・・・�ｒ (ｓ)１ ２ Ｉ

と定義される。ただしＰ(Ｓ)は戦略空間Ｓの 。topological space
注意：
①写像をｒ ：Ｓ →Ｐ(Ｓ )と定義するより、上記定義の方が表示が簡単化される。ｉ －ｉ ｉ

②この定義の〈戦略空間〉は混合戦略空間も含む。

§ 定理：最適反応関数とナッシュ均衡25.5.
戦略組合せｓ ∈Ｓはナッシュ均衡＊

⇔ ｓ ∈ｒ(ｓ )すなわち、すべての戦略ｓ が最適反応となっている＊ ＊ ＊
ｉ

§ 例：価格設定複占②25.6.
２企業(１と２）の需要関数を

１ １ ２ｑ ＝ ｐ ｐ10­ +
２ ２ １ｑ ＝ ｐ ２ｐ20­ +

と想定し、生産上限を共に５０とすると、
利得関数は 図⑨最適反応関数の図解
π ≡ ｐ ｐ ｐ ｐ ｒ (ｐ )１ １ １ ２ １ ２ １10 ­ +２

π ＝ ｐ ｐ ２ｐ ｐ ｐ ｒ (ｐ )２ ２ ２ １ ２ ２ １ ２20 ­ +２

となり、以下のように正規型ゲーム
が定義される：
プレーヤー集合Ｉ≡{１，２}
戦略集合Ｓ ≡[ ]、Ｓ ≡[ ]１ ２0,50 0,50

30利得関数
１ １ １ ２ １π ≡ ｐ ｐ ｐ ｐ10 ­ +２

２ ２ ２ １ ２π ＝ ｐ ｐ ２ｐ ｐ20 ­ +２

このとき、最適反応関数ｒ (ｐ ｐ )はｊ １ ２,
/ for =1,2∂π ∂ｐ ＝０ ｊｊ ｊ

より得られる。この場合には、
ｐ ＝５＋ｐ ２１ ２/
２ １ １ｐ ＝１０＋ｐ ｐ10 20

が最適反応関数となる。
これら２式を解いて得られるｐ ＝２０とｐ ＝３０がナッシュ均衡となる。１ ２

§ 例： の例で混合戦略均衡の解き方を説明25.7. Matching Pennies
ゲームの利得行列は以下のように表示される：Matching Pennies

表１ プレーヤー２
表 裏
1, ­1 ­1, 1プレーヤー１ 表
­1, 1 1,­ 1裏

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)
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表＝０裏＝１と表示すると、プレーヤ１の期待利得関数は,
Ｐ ((ｍ ( ) ｍ ( )) (ｍ ( ) ｍ ( )))＝ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( ) ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( )１ １ １ ２ ２ １ １ ２ １ １ ２0 , 1 , 0 , 1 0,0 0 0 + 0,1 0 1

ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( ) ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( )+ 1,0 1 0 + 1,1 1 1１ １ ２ １ １ ２

＝[ｐ ( ) ｍ ( ) ｐ ( ) ｍ ( )] ｍ ( )１ ２ １ ２ １0,0 · 0 + 0,1 · 1 · 0
[ｐ ( ) ｍ ( ) ｐ ( ) ｍ ( )] ｍ ( )+ 1,0 · 0 + 1,1 · 1 · 1１ ２ １ ２ １

＝[ｍ ( ) ｍ ( )] ｍ ( ) [ｍ ( ) ｍ ( )] ｍ ( ) ⇒ 数字を代入２ ２ １ ２ ２ １0 ­ 1 · 0 + 1 ­ 0 · 1
＝[ｍ ( ) ｍ ( )] [ｍ ( ) ｍ ( )]２ ２ １ １1 ­ 0 · 1 ­ 0

1 -1 1 -1 0 + 1 =1＝(２ｍ ( ) )(２ｍ ( ) ) ⇒ ｍ ( ) ｍ ( )２ １ i i

1 0 1 =1利得を最大にするのが最適反応であるから、たとえば、ｍ ( )>ｍ ( )であれば、ｍ ( )２ ２ １

が最適反応戦略となることが分かる。同様にして
Ｐ ＝(２ｍ ( ) )(２ｍ ( ) )２ １ ２1 -1 1 -1
これらの２式から、図⑩のような最適反応関数が描かれる。したがって、(ｍ ｍ )＝１ ２

＊ ＊,
(( ) ( ))がナッシュ均衡。0.5,0.5 , 0.5,0.5

§ 定理：ナッシュ均衡の存在25.8.
正規型ゲーム(Ｉ (Ｓ ) ｐ)は以下の条件を満たすときナッシュ均衡を持つ：, ,ｉ ｉ∈Ｉ

①純粋戦略集合Ｓ は、空でなく、コンパクトで、 な、ユークリッド空間(ｎ次元ｉ convex
実数値空間)の部分集合。
②利得関数ｐ は∀ｊ ｓ について連続的であり、かつ、ｓ について 。ｉ ｊ ｉ: quasi­concave

§ 例： での純粋戦略均衡の存在25.9. Matching Pennies
プレーヤーｉの戦略集合はＳ ＝{ }となって、純粋戦略集合はコンパクトであるがｉ 0,1
でない。したがって、純粋戦略では、ナッシュ均衡の存在は保証されない。convex

§ 例：混合戦略の場合25.10.
プレーヤーｉの混合戦略Ｍ はｉ
Ｍ ≡{(ｍ ( )) ｍ ( ))：ｍ ( )≧ ｍ ( )≧ ｍ ( ) ｍ ( ) }ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ0 , 1 0 0, 1 0, 0 + 1 =1

これは、Ｍ が、傾きが－１の直線の第１象限の部分を意味するから、コンパクトかつコンベｉ

ックス。 ｍ 最適反応関数図⑩ ２

利得関数は期待利得関数 ｍ ( )1 1２
Ｐ ((ｍ ( ) ｍ ( )) (ｍ ( ) ｍ ( )))１ １ １ ２ ２0 , 1 , 0 , 1
＝ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( ) ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( )１ １ ２ １ １ ２0,0 0 0 + 0,1 0 1
ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( ) ｐ ( )ｍ ( )ｍ ( )+ 1,0 1 0 + 1,1 1 1１ １ ２ １ １ ２

この関数は連続的である。また、
0 , 1 , 0 , 1 0.5Ｐ ((ｍ ( ) ｍ ( )) (ｍ ( ) ｍ ( )))１ １ １ ２ ２

＝[ｐ ( ) ｍ ( ) ｐ ( ) ｍ ( )] ｍ ( ) ｍ ( )１ ２ １ ２ １ １0,0 · 0 + 0,1 · 1 · 0 1
[ｐ ( ) ｍ ( ) ｐ ( ) ｍ ( )] ｍ ( )+ 1,0 · 0 + 1,1 · 1 · 1１ ２ １ ２ １

となり、Ｐ はｍ の線形関数となって である。１ １ convex
したがって、 の場合でもMatching Pennies

１混合戦略でナッシュ均衡が存在する。 ｍ
0.5 1０

25.11. Glicksberg§ 定理：ナッシュ均衡の存在
正規型ゲーム(Ｉ (Ｓ ) ｐ)は以下の条件を満たすとき、混合戦略のナッシュ均衡を持, ,ｉ ｉ∈Ｉ

つ：
①純粋戦略集合Ｓ は、空でなく、コンパクトな、ユークリッド空間の部分集合。ｉ

②利得関数ｐ は∀ｊｓ について連続的。ｉ ｊ:
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§ 定義：対称ゲーム25.12.
すべてのｉｊ∈Ｉについて、以下の条件を満たすとき、ゲームは と言われ, Symmetric
る：

ｉ ｊ①Ｓ ＝Ｓ
②ｐ (ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ )ｉ １ ｉ－１ ｉ ｉ＋１ ｊ－１ ｊ ｊ＋１ Ｉ,..., , , ,..., , , ,...,
＝ｐ (ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ ｓ )ｊ １ ｉ－１ ｊ ｉ＋１ ｊ－１ ｉ ｊ＋１ Ｉ,..., , , ,..., , , ,...,

注意：
条件②は、ｉとｊの戦略を取り替えれば、ｊの利得はｉの利得に等しくなることを示す。

§ 定理：対称ゲームに関する定理25.13.
§ の条件①②が成立すれば、 ゲームは なナッシュ均衡組合25.11. , Symmetric Symmetric
せｓ を持ち、∀ｉｊ∈Ｉ：ｓ ＝ となる。＊ ＊ ＊, sｉ ｊ

§ 例：25.14.
なクールノー寡占は、①生産量が限界があり、②利潤関数が でSymmetric quasi-concave

連続的であれば、すべての企業の生産量が等しいナッシュ均衡が存在する。

第２節ナッシュ均衡のユニーク性
§ 説明：25.15.
§ の ではナッシュ均衡が２つ存在した。ナッシュ均衡がユニークで25.2. Battle of Sexes
あるためには条件が必要である。
最適反応関数ｒ(ｓ)≡(ｒ (ｓ) ｒ (ｓ) ｒ (ｓ))を２回連続微分可能であり、またＳ１ ２ Ｉ, ,...,
⊂Ｒ とする。新しい関数ｇ：Ｓ→Ｓを、ｇ(ｓ)≡ｒ(ｓ)－ｓで定義すると、ナッシュ均衡はＩ

ｇ(ｓ )＝ と表せる。＊ 0
ナッシュ均衡がユニークであるためは、関数ｇ(・)が であればよい。one­to­one

§ 定義：首座小行列式25.16.
Ａ＝[ａ ]をｎ×ｎ行列とする：ｉｊ

①奇数階数の首座小行列式がすべてマイナス、偶数階数の首座小行列式がすべてプラスの
ときには、ＮＰ行列(第３部§ では )3.18 Hicksian
②奇数階数の首座小行列式がすべてプラスで、偶数階数の首座小行列式がすべてマイナス
のときには、ＰＮ行列
③首座小行列式がすべてプラスのときには、Ｐ行列
④首座小行列式がすべてマイナスのときには、Ｎ行列

25.17. Nikaido, Convex Structure and Economic Theory,1968,Chap.7§ 定理：
関数ｆ：Ｒ →Ｒ が、ｆ(ｘ)＝(ｆ (ｘ) ｆ (ｘ))で定義され、２回連続微分可能とすｎ ｎ

１ ｎ,...,
る。さらにＲ の部分集合( )Ｐは長方形で、ｆ(ｘ)のヤコビアンＦ(ｘ)がすべてのｘｎ region
∈Ｐにおいて
①ＮＰ行列、②ＰＮ行列、③Ｐ行列、④Ｎ行列
のいずれかであれば、関数ｆ(ｘ)はすべてのｘ∈Ｐについて となる。one­to­one

§ 定理：ユニーク性25.18.
最適反応関数ｒ(ｓ)が２回連続微分可能で、ナッシュ均衡が存在するものとする。このと
き、Ｒ の長方形の部分集合( )のすべての点で、ｒ(ｓ)のヤコビアンＲ(ｓ)がｎ region
①ＮＰ行列、②ＰＮ行列、③Ｐ行列、④Ｎ行列
のいずれかであれば、ナッシュ均衡はユニークである。
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§ 定理：ナッシュ均衡のユニーク性25.19.
関数ｒ(ｓ)のヤコビアンが、ＮＰ行列かＰＮ行列かＰ行列かＮ行列であれば、ナッシュ均
衡は、もし存在すれば、ユニークとなる。

§ 例：価格設定複占③25.20.
２企業(１と２）の需要関数を

１ １ １ １ ２ｑ ＝ａ ｐ ｂ ｐ­ +
２ ２ ２ ２ １ｑ ＝ａ ｐ ｂ ｐ­ +

と想定し、２企業とも費用がゼロで生産上限をｑ とすると、利得関数はｍａｘ

１ １ １ １ １ ２ １π ≡ａ ｐ ｐ ｂ ｐ ｐ­ +２

２ ２ ２ ２ ２ １ ２π ≡ａ ｐ ｐ ｂ ｐ ｐ­ +２

となり、最適反応関数を陰関数で表せば
­ + =0ａ ２ｐ ｂ ｐ１ １ １ ２

­ + =0ａ ２ｐ ｂ ｐ２ ２ ２ １

したがって、首座小行列は
１２ と ２ と Ｈ≡ ２ ｂ

ｂ ２２

となり、Ｈ＝０すなわちｂ ｂ ＝４が成立しないかぎり、ナッシュ均衡はユニークである。１ ２

§ 定義：縮小写像25.21.
以下の条件を満たす関数、写像ｒ(ｓ)は縮小写像と呼ばれる：
∀ｓｓ∈Ｓ∃[λ∈Ｒ： ＜λ＜ ]：, ' 0 1

ｄ(ｒ(ｓ) ｒ(ｓ))≦λｄ(ｓ ｓ), ' , '
ただし、ｄ(・)は距離関数 あるいは (第１部§ 参照)。metric distance 2.5

§ 定理：縮小写像のユニークな不動点25.22.
最適反応関数ｒ(ｓ)が縮小写像であれば、ユニークな不動点ｓ ＝ｒ(ｓ )、すなわちユニ＊ ＊

ークなナッシュ均衡が存在する。

§ 例：25.23.
§ の例で考える。ｘ，ｙ∈Ｒ とするとき、距離関数を25.20. ｎ

ｄ(ｘ ｙ)≡ｍａｘ ｜ｘ －ｙ ｜, ｉ∈｛１，２，．．，ｎ｝ ｉ ｉ

と定義すると、最適反応関数は
ｐ ａ ２ ｂ ｐ ２１ １ １ ２= / + /
ｐ ａ ２ ｂ ｐ ２２ ２ ２ １= / + /

であるから
ｄ(ｒ(ｐ ｐ )ｒ(ｐ ｐ ))１ ２ １ ２, , ', '
＝ {｜ｒ (ｐ ｐ )－ｒ (ｐ ｐ )｜ ｜ｒ (ｐ ｐ )－ｒ (ｐ ｐ )｜max , ', ' , , ', '１ １ ２ １ １ ２ ２ １ ２ ２ １ ２

＝ {｜ｂ ２・(ｐ －ｐ )｜ ｜ｂ ２・(ｐ －ｐ )｜}max / ' , / '１ ２ ２ ２ １ １

≦ [ｂ ２ ｂ ２]・ [｜ｐ －ｐ ｜｜ｐ －ｐ ｜}max / , / max ' , '１ ２ ２ ２ １ １

したがって、ｂ もｂ も２より小さければ、縮小写像となって、ユニークなナッシュ均衡が１ ２

存在する。

Perfect Equilibrium第３節完全均衡
§ 説明：人間はミスをするし、気まぐれである25.24.
以下の正規型ゲームではナッシュ均衡は(ＴＬ)と(ＢＲ)の２つ存在する：, ,
上下(ＴＢ)左右(ＬＲ)ゲーム プレーヤー２
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Ｌ Ｒ
1, 1 0, 0プレーヤー１ Ｔ
0, 0 0, 0Ｂ

しかし、もしプレーヤー１が『プレーヤー２が、(なんらかの理由で)Ｌの行動をとる確率が
εある』と考えれば、ＴとＢの期待利得は

0Ｅ[Ｔ]≡ε・１＋(１－ε)０＞
0Ｅ[Ｂ]≡ε・０＋(１－ε)０＝

となるから、たとえεがどれほど小さくても、Ｔの期待値がＢより大きい。同様にして、プ
レーヤー１がＴの行動をとる確率が少しでもあれば、プレーヤー２にはＬが最適行動となる。
ところが、人間はミスもするし、気まぐれでもあるから、常に最適な行動をするとはかぎ
らない。

§ 定義：正規型ゲーム25.25.
正規型ゲームΓ≡(Ｉ (Ｍ ) (Ｐ ) )を定義する。ただし、Ｍ はプレーヤーｉの混, ,ｉ ｉ∈Ｉ ｉ ｉ∈Ｉ ｉ

合戦略の集合、Ｐ は期待利得関数である。ｉ

§ 定義：ηの定義25.26.
プレーヤーがＩ人おり、プレーヤーｉのｎ 個の純粋戦略に対して、以下の確率を定義すｉ

る：
η≡(η η )１ Ｉ,...,

ただし、
η ≡(η η η )ｉ ｉ ｉ ｉ

１ ２ ｎｉ, ,...,
また、
∀ｉ＆ｊ：η ＞ かつ ∀ｉ：Σ η ＜１ｉ ｊ＝１ ｉ

ｊ ｎｉ ｊ0

§ 定義：η 乖離混合戦略25.27. ­
η 乖離混合戦略η の集合を以下のように定義する：­ ­perturbed mixed strategy
Ｍ ≡{ｍ ∈Ｍ ：ｍ ≧η ｎ }ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ
η ｋ ｋ for k=1,...,

これを使って、η 乖離混合戦略ゲームを以下のように定義する：­
Γ(η)≡(Ｉ (Ｍ ) (Ｐ ) ), ,ｉ ｉ∈Ｉ ｉ ｉ∈Ｉ

η

注意：η 乖離混合戦略ゲームでは、〈すべてのプレーヤーは、すべての純粋戦略ｓ に、­ ｉ
ｋ

最低でもη の(プラスの)確率を付与する〉と言う原則に従う。ｉ
ｋ

§ 例：上下左右ゲーム(続き)25.28.
プレーヤー１と２がＴＢＲＬに付与する確率をｍ ｍ ｍ ｍ とすると、, , , , , ,１ １ ２ ２

Ｔ Ｂ Ｒ Ｌ

η 乖離混合戦略は、たとえば、以下のように定義される：­
Ｍ ≡{(ｍ ｍ )∈Ｒ ｍ ≧ ｍ ≧ ｍ ｍ }１ １ １ １ １ １ １
η Ｔ Ｂ ２ Ｔ Ｂ Ｔ Ｂ, : , 0.05, 0.1, + =1
Ｍ ≡{(ｍ ｍ )∈Ｒ ｍ ≧ ｍ ≧ ｍ ｍ }２ ２ ２ ２ ２ ２ ２
η Ｒ Ｌ ２ Ｒ Ｌ Ｒ Ｌ, : , 0.01, 0.2, + =1

完全均衡§ 定義： の25.29. Selten
ナッシュ均衡ｍ ∈Ｍは以下の条件を満たすとき( )完全均衡と言われる：＊ trembling­hand
η 乖離混合戦略ゲームΓ(η)のナッシュ均衡をｍ (η)とし、­ ＊

＊ ＊η→ のときｍ (η)→ｍ0
注意：
列{ｍ (η)}はすべてのηについてナッシュ均衡＊

§ 例：η 型上下左右ゲーム25.30. ­
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２人のプレーヤーが混合戦略ｍ ｍ ｍ ｍ を取るときの期待利得は１ １ ２ ２
Ｔ Ｂ Ｒ Ｌ, , ,

Ｔ Ｂ Ｒ Ｌ Ｔ ＬＰ (ｍ ｍ ｍ ｍ )≡ｍ ・ｍ１ １ １ ２ ２ １ ２, , ,
Ｔ Ｂ Ｒ Ｌ Ｔ ＬＰ (ｍ ｍ ｍ ｍ )≡ｍ ・ｍ２ １ １ ２ ２ １ ２, , ,

注意：
純粋戦略組合せ(Ｔ Ｌ)のときには利得は１で、それ以外の組合せは、利得はゼロ。,
η 乖離原則によって、­

Ｂ Ｂ Ｒ Ｒｍ ≧η および ｍ ≧η１ １ ２ ２

となる。よって、プレーヤー１の最適戦略は
ｒ (ｍ ｍ )＝(１－η η ) 式 １１ １ １ １ １

Ｔ Ｂ Ｂ Ｂ, , 25.
と言う確率をＴとＢに配分することで、プレーヤー２の最適戦略は
ｒ (ｍ ｍ )＝(１－η η ) 式 ２２ ２ ２ ２ ２

Ｌ Ｒ Ｒ Ｒ, , 25.
と言う確率をＲとＬに配分することである。

§ 説明：完全均衡の確認25.31.
①η＞ であるかぎり、最適反応関数は式 １および式 ２で表される。0 25. 25.
②η＞ であるかぎり、0
(ｍ (η) ｍ (η))＝( η η η η )１ ２ １ １ ２ ２
＊ ＊ Ｂ Ｂ Ｒ Ｒ, 1­ , ,1­ ,

は、Γ(η)のユニークなナッシュ均衡となる。
③ナッシュ均衡(ｍ (η) ｍ (η)) ( η η η η )は、η→ につれて、１ ２ １ １ ２ ２

＊ ＊ Ｂ Ｂ Ｒ Ｒ, = 1­ , ,1­ , 0
(ｍ ｍ )＝( )に収束する。１ ２
＊ ＊, 1,0,10
④ナッシュ均衡(Ｂ Ｒ)はη 乖離混合戦略ゲームで、実現することはできない。, ­

§ 定理：25.32.
純粋戦略数が有限な、すべての正規型ゲームは、少なくとも１個の完全均衡を持つ。

§ 定理：25.33.
すべての完全均衡は である。undominated

§ 定理：25.34.
２人ゲームでは、
完全均衡⇔ ナッシュ均衡undominated

第２６章不完備情報ゲームとベイズ・ナッシュ均衡.
Games with Incomplete Information第１節不完備情報ゲーム

§ 例：26.1.
参入ゲーム 既存企業

受入れ ａ 戦う ｆ
1, 1 ­1, k参入企業 参入 ｅ
0, 3 0, 3参入しない ｎｅ

パラメータｋは、既存企業のタイプ、例えば〈高コストタイプか低コストタイプか〉に依存
するが、参入企業は既存企業のタイプは分からず、ｋについては完全な情報を持たない。

§ 例：不完備情報 価格設定複占ゲーム26.2. =
２企業(１と２）の需要関数を
ｑ (ｐ ｐ )＝ { ，ａ ｐ ｐ ｐ }１ １ ２ １ ２ １, max 0 ­ +0.5 /
ｑ (ｐ ｐ )＝ { ，ｂ ｐ ｐ }２ １ ２ ２ １, max 0 ­ +0.5

と想定し、２企業とも費用がゼロとすると、利得関数は
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１ １ ２ １ ２ １ １π (ｐ ｐ )≡[ａ ｐ ｐ ｐ ]ｐ, ­ +0.5 /
２ １ ２ ２ １ ２π (ｐ ｐ )≡[ｂ ｐ ｐ ]ｐ, ­ +0.5

ただし、プレーヤー１はｂを知らず、プレーヤー２はａを知らない。パラメータａｂは、,
企業のタイプ、例えば〈高需要タイプか低需要タイプか〉に依存するが、企業はライバル企
業のタイプは分からず、プレーヤー１はｂの、プレーヤー２はａの完全な情報を持たない。

§ 定義：26.3.
１ ２ ｒｉＴ ≡プレーヤーｉのタイプの集合、たとえば、ｔ ｔ ｔｉ ｉ ｉ ｉ, ,...,

μ≡各プレーヤーのタイプに関する確率分布すなわち、
Ｔ �Ｔ �・・・�Ｔ 空間で定義された確率分布とする。１ ２ Ｉ

注意：
①タイプの集合Ｔ の要素が有限個であれば、μ( )は、Ｉ人のプレーヤーのタイプの組合ｉ t
せｔ≡(ｔ ｔ ｔ )に関する確率分布となる。１ ２ ｉ, ,...,
②利得関数はタイプにも依存するから、ｐ (ｓｔ)と表される。ｉ ,
③プレーヤーは自分のタイプは知っているが、ライバルのタイプについては、確率分布し
か分からないで、行動する。

§ 定義：26.4.
不完備情報ゲームは以下のように定義される：
Γ≡(Ｉ (Ｓ ) (ｐ (ｓｔ)) (Ｔ ) μ), , , , ,ｉ ｉ∈Ｉ ｉ ｉ∈Ｉ ｉ ｉ∈Ｉ

§ 例：不完備情報価格設定複占ゲーム(続き)26.5.
価格設定複占ゲームで、パラメータａは２つのタイプ、すなわちａ かａ とし、ｂはｂ かＨ Ｌ Ｈ

ｂ とする。また、μは以下のように定義されるものとする：Ｌ

μ(ａ ｂ )＝ ，μ(ａ ｂ )＝ ，Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ, 0.5 , 0.125
, 0.125 , 0.25μ(ａ ｂ )＝ ，μ(ａ ｂ )＝Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

したがって、Ｔ ≡{ａ ａ }、Ｔ ≡{ｂ ｂ }で、戦略集合はＳ ＝Ｓ ＝Ωとなる。またｔ１ Ｈ Ｌ ２ Ｈ Ｌ １ ２, ,
≡(ａ ｂ )∈Ｔ �Ｔ ｓ≡(ｐ ｐ )∈Ｓ �Ｓ と定義すると、利潤はｉ ｊ １ ２ １ ２ １ ２, , ,

１ ｉ １ ２ １ １π (ｓ ｔ)≡[ａ ｐ ｐ ｐ ]ｐ, ­ +0.5 /
２ ｊ ２ １ ２π (ｓ ｔ)≡[ｂ ｐ ｐ ]ｐ, ­ +0.5

であるから、ゲームは
Γ≡({ } (Ｓ Ｓ ) (π (ｓ ｔ)π (ｓ ｔ)) (Ｔ Ｔ ) μ)1,2 , , , , , , , , ,１ ２ １ ２ １ ２

と表される。

Bayesian Desicion Theory第２節ベイズ決定理論
§ 定義：26.6.
ベイズ決定理論は、意志決定者のある行動の結果が、意志決定者の行動だけでなく、情報
が不完全な外生的状況にも依存する場合に利用できる。例えば、ある人が傘を携帯するとい
う意志決定によって得られる効用は、雨が降るかどうかにも依存する。

§ 例：26.7.
①例の想定
今日が晴れをω 雨をω 、昨日が晴れをｗ 雨をｗ とし、以下のような確率分布を想定Ｈ Ｌ Ｈ Ｌ, ,
する：
μ(ω ｗ )＝ ，μ(ω ｗ )＝ ，Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ, 0.6 , 0.1

, 0.1 , 0.2μ(ω ｗ )＝ ，μ(ω ｗ )＝Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

効用を以下のように定義する：
傘無ケース｛晴れ＝ 、雨＝ ｝、傘有ケース｛晴＝ 、雨＝ ｝10 ­10 2 4
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②確率の計算方法
今日の天気の確率は、普通に計算すれば

, , 0.6+0.1 0.7ψ(ω )≡今日晴＝μ(ω ｗ )＋μ(ω ｗ )＝ ＝Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ

, , 0.1+0.2 0.3ψ(ω )≡今日雨＝μ(ω ｗ )＋μ(ω ｗ )＝ ＝Ｌ Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

しかし、ベイズ決定理論では、昨日の天気(晴れｗ )というシグナル情報を利用する：Ｈ

| , / , + , =0.6/0.7=0.86θ(ω ｗ )≡今日晴確率＝μ(ω ｗ ) [μ(ω ｗ ) μ(ω ｗ )]Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ

| , / , + , =0.1/0.7=0.14θ(ω ｗ )≡今日雨確率＝μ(ω ｗ ) [μ(ω ｗ ) μ(ω ｗ )]Ｌ Ｈ Ｌ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ

Bayesian decision function③ベイズ決定関数
2 0.86 4 0.14 2.28期待効用(傘有)＝ ・ ＋ ・ ＝
10 0.86 ­10 0.14 7.2期待効用(傘無)＝ ・ ＋( )・ ＝

となって、傘を持って行かない。

§ 定義：ベイズ定理ベイズ法則26.8. /
選択できる行動をａ、その集合をＡ(例：傘有と傘無)とし、外生的状況をω、その集合を
Ω(例：晴と雨)とし、外生的状況がωのときに、行動ａを取ったときの期待効用を
ｕ(ａ ω)，ｕＡ�Ω→Ｒ, :

と定義する。
外生的状況ωと相関関係があるシグナル情報ｗ∈Ｗが存在すると仮定し、ｗとωの共同確
率分布がμ(ω ｗ)で与えられていれば、ωが起こる確率は、一般的には,
ψ(ω)＝Σ μ(ω ｗ)ｗ∈Ｗ ,

で与えられる。しかし、シグナルとなる情報ｗ∈Ｗが入手できるとすれば、
θ(ωｗ)＝μ(ω ｗ) Σ μ(ω ｗ) 式 １| , / , 26.ω∈Ω

となる。
注意：式 １はベイズの定理あるいはベイズの規則と呼ばれる。26.

§ 定義：ベイズ決定関数26.9.
ベイズ決定理論では、行動ａの期待効用の計算に式 １を用いる：26.
Σ ｕ(ａ ω)・θ(ωｗ)ω∈Ω , |

最適行動はシグナルｗに依存するから、関数ａ(・)，ａ Ｗ→Ａが定義できる。これをベイ:
ズ決定関数 と呼ぶ。これは行動の と呼べBayesian Decision function signal­contingent plan
る。

§ 例：不完備情報価格設定複占ゲーム(続き)26.10.
企業のタイプを決めるパラメータであるａには２つの可能性が存在ものとする。すなわち
ａ かａ とし、ｂはｂ かｂ とする。また、μは以下のように定義されるものとする：Ｈ Ｌ Ｈ Ｌ

, 0.5 , , 0.125 , 0.25μ(ａ ｂ )＝ ，μ(ａ ｂ )＝μ(ａ ｂ )＝ ，μ(ａ ｂ )＝Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

このときには、プレーヤー１は自分がａ であることを知っていればＨ

, / , + , =0.5/0.625=0.8θ(ｂ ｜ａ )＝μ(ａ ｂ ) [μ(ａ ｂ ) μ(ａ ｂ )]Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ

, / , + , =0.125/0.625=0.2θ(ｂ ｜ａ )＝μ(ａ ｂ ) [μ(ａ ｂ ) μ(ａ ｂ )]Ｌ Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ

と計算できる。自分がａ であるというシグナル情報を利用しなければＨ

, , 0.5+0.125 0.625ψ(ｂ )＝μ(ａ ｂ )＋μ(ａ ｂ )＝ ＝Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ

, , 0.125+0.25 0.375ψ(ｂ )＝μ(ａ ｂ )＋μ(ａ ｂ )＝ ＝Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ Ｌ

であるから、シグナル情報によって、ライバルがｂ であるという確信が高まる。Ｈ

第３節ベイズ・ナッシュ均衡
§ 定義：26.11.
プレーヤーｉのタイプをｔ 、その集合をＴ 、純粋戦略をｓ 、その集合をＳ とし、ベイｉ ｉ ｉ ｉ

ズ決定関数をｓ (ｔ )、ｓ Ｔ →Ｓ とする。ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ:
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ライバルのタイプ組合せをｔ 、その集合をＴ と表し、シグナル情報ｔ のときの(ベイ－ｉ －ｉ ｉ

ズ)確率を
θ(ｔ ｔ )－ｉ ｉ|
と表す。また、ライバルのベイズ決定関数を
ｓ (ｔ )≡(ｓ (ｔ ) ｓ (ｔ ) ｓ (ｔ ) ｓ (ｔ ))－ｉ －ｉ １ １ ｉ－１ ｉ－１ ｉ＋１ ｉ＋１ Ｉ Ｉ,..., , ,...,

と表し、プレーヤーｉのタイプがｔ で戦略がｓ 、ライバルのタイプがｔ で戦略がｓ のｉ ｉ －ｉ －ｉ

ときの利得関数を
ｐ (ｓ ｓ ｔ ｔ )ｉ ｉ －ｉ ｉ －ｉ, , ,
と表す。

ベイズ・ナッシュ均衡§ 定義：26.12.
ベイズ・ナッシュ均衡は、以下の条件を満たすようなベイズ決定関数の組合せ(ｓ ｓ１

＊,...,
)である：Ｉ
＊

∀ｉ∈Ｉ ∀ｔ ∈Ｔ ：· ｉ ｉ

Σ ｐ (ｓ (ｔ ) ｓ (ｔ ) ｔ ｔ )θ(ｔ ｔ )ｔ－ｉ∈Ｔ－ｉ ｉ ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ
＊ ＊, , , |

≧Σ ｐ (ｓ ｓ (ｔ ) ｔ ｔ )θ(ｔ ｔ )ｔ－ｉ∈Ｔ－ｉ ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ, , , |＊

が、すべてのｓ ∈Ｓ について成立している。ｉ ｉ

§ 説明：26.13.
この定義の意味は、以下のようなものである：ライバルプレーヤーに関する情報が不完備
である(例えば、どんなタイプが不明な)とき、〈シグナルを考慮してベイズ的に改訂した確
率予想〉を用いて期待利得を計算し、その期待利得で比較したときに、全タイプのプレーヤ
ーの戦略が最適反応となる戦略組合せを、ベイズ・ナッシュ均衡としている。
ただし、これが可能であるためには、シグナル情報(例えば、自分のタイプ)とライバル情
報(例えば、ライバルのタイプ)とが相関している必要がある。

注意：確率予想は の訳であるが、これは普通「信念」と訳される。beliefs

§ 例：ベイズ・ナッシュ均衡①単純なケース26.14.
①モデル：参入企業既存企業の利益組合せ表,
既存企業には、ＨとＬの２タイプ。Ｈは強く、Ｌは弱い。
不完備情報参入ゲーム 既存企業
確率＝ρ 受入れ ａ 戦う ｆ

Ｈ参入企業 参入 ｅ 1, 1 ­1, k
0, 3 0, 3参入しない ｎｅ
既存企業

確率＝１－ρ 受入れ ａ 戦う ｆ
Ｌ参入企業 参入 ｅ 1, 1 ­1, k

0, 3 0, 3参入しない ｎｅ
注意：
ｋ は、既存企業が強い場合の既存企業の利益で、ｋ は既存企業が弱い場合の利益。Ｈ Ｌ

②ベイズ決定関数・確率・期待利得
この例では、
参入企業のタイプは１種類でベイズ決定関数は、ｓ (ｔ)Ｅ

既存企業のベイズ決定関数は、タイプ２種類で
(ｓ (ｋ )、ｓ (ｋ ))Ｍ Ｈ Ｍ Ｌ

で、２タイプの企業が選択できる組合せは、(ａａ) (ａ ｆ) (ｆ ａ) (ｆｆ)である。, , , , , , ,
参入企業が予想するベイズ確率は、
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θ(ｋ ｔ)＝ρ、θ(ｋ ｔ)＝１－ρＨ Ｌ| |
で(既存企業のタイプが１つのため、ベイズ定理を使っていない)、期待利得は
ｐ (ｓ (ｔ) ｓ (ｋ )ｔ ｋ )θ(ｋ ｔ)＋Ｅ Ｅ Ｍ Ｈ Ｈ Ｈ, , , |

ｐ (ｓ (ｔ)ｓ (ｋ ) ｔ ｋ )θ(ｋ ｔ)Ｅ Ｅ Ｍ Ｌ Ｌ Ｌ, , , |
③参入企業の期待利得表
２タイプの既存企業の４つの行動の組合せに対する参入企業の期待利得は以下のように表示
される。

参入企業の期待利得
参入企業の行動

ｓ (ｋ ) ｓ (ｋ ) ｅ ｎｅＭ Ｈ Ｍ Ｌ,
1 +1 1­ = 1 0２タイプの ａ ａ ρ ( ρ)
1 + ­1 1­ = 2 ­1 0既存企業の ａ ｆ ρ ( )( ρ) ρ
­1 +1 1­ = 1­ 2 0行動の組合せ ｆ ａ ρ ( ρ) ρ
­1 + ­1 1­ = ­1 0ｆ ｆ ρ ( )( ρ)

④参入企業のタイプ別 最適反応Type­contingent
２タイプの既存企業の行動が
(ａ ａ)であれば、参入企業の最適反応はｅ 期待利得＝１,

, 0(ｆ ｆ)であれば、参入企業の最適反応はｎｅ 期待利得＝
(ａｆ)、(ｆ､ａ)のケースは確率ρに依存するから、 とすると, 0.75

, 0.5(ａ ｆ)であれば、参入企業の最適反応はｅ 期待利得＝
, 0(ｆ ａ)であれば、参入企業の最適反応はｎｅ 期待利得＝

注意：ρ＜ であれば、最適反応は変わる。例えば、ρ＝ なら0.5 0.25
, 0(ａ ｆ)であれば、参入企業の最適反応はｎｅ 期待利得＝
, 0.5(ｆ ａ)であれば、参入企業の最適反応はｅ 期待利得＝

⑤既存企業の利得表。ただし、ｋ ＝２、ｋ ＝－１とする。Ｈ Ｌ

ｓ (ｋ ) ｓ (ｋ )Ｍ Ｈ Ｍ Ｌ

ａ ｆ ａ ｆ
1 2 1 ­1ｓ (ｔ) ｅＥ

3 3 3 3ｎｅ
⑥既存企業の最適反応

dominantタイプＨの既存企業の最適反応はｆで、タイプＬの最適反応はａである(
となる)。strategy

⑦ベイズ・ナッシュ均衡
ρ＝ の場合には、唯一のベイズ・ナッシュ均衡は0.75
(ｓ ｓ )＝((ｎｅ) (ｆａ)) 式 ２Ｅ Ｍ
＊ ＊, , , 26.

となる。
注意：
①既存企業の最適反応は(参入企業の行動に関係なく)タイプＨがｆで、タイプＬがａ。
既存企業の行動が(ｆ ａ)のときの、参入企業の最適反応はｎｅ。,
したがって、式 ２では、いずれも最適反応となっている。26.
②ρ＜ であれば0.5
(ｓ ｓ )＝((ｅ) (ｆａ))Ｅ Ｍ

＊ ＊, , ,
がベイズ・ナッシュ均衡。

§ 例：ベイズ・ナッシュ均衡②不完備情報 価格設定複占ゲーム26.15. =
①モデル
２企業(１と２）の需要関数を
ｑ (ｐ ｐ )＝ { ，ａ ｐ ｐ ｐ }１ １ ２ １ ２ １, max 0 ­ +0.5· /
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ｑ (ｐ ｐ )＝ { ，ｂ ｐ ｐ }２ １ ２ ２ １, max 0 ­ +0.5·
Ｈ Ｌと想定し、２企業とも費用がゼロとする。パラメータａは２つのタイプ、すなわちａ かａ

とし、ｂはｂ かｂ とする。また、μは以下のように定義される：Ｈ Ｌ

, =0.5 , =0.125 , =0.125 , =0.25μ(ａ ｂ ) ，μ(ａ ｂ ) ，μ(ａ ｂ ) ，μ(ａ ｂ )Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

利潤は
１ １ ２ ｉ ｉ １ ２ １ １π (ｐ ｐ ａ )≡[ａ ｐ ｐ ｐ ]ｐ, , ­ +0.5· /
２ １ ２ ｊ ｊ ２ １ ２π (ｐ ｐ ｂ )≡[ｂ ｐ ｐ ]ｐ, , ­ +0.5·

である。ただし、ｉ ＨＬ，ｊ＝ＨＬ。= , ,
②ベイズ確率の計算(再褐§ )26.10.
プレーヤー１がａ の場合に、プレーヤー２がｂ の確率とｂ の確率Ｈ Ｈ Ｌ

, / , + , =0.5/0.625=0.8θ(ｂ ｜ａ )＝μ(ａ ｂ ) [μ(ａ ｂ ) μ(ａ ｂ )]Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ

, / , + , =0.125/0.625=0.2θ(ｂ ｜ａ )＝μ(ａ ｂ ) [μ(ａ ｂ ) μ(ａ ｂ )]Ｌ Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌ

プレーヤー１がａ の場合に、プレーヤー２がｂ の確率とｂ の確率Ｌ Ｈ Ｌ

, / , + , =0.125/0.375=0.33θ(ｂ ｜ａ )＝μ(ａ ｂ ) [μ(ａ ｂ ) μ(ａ ｂ )]Ｈ Ｌ Ｌ Ｈ Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

, / , + , =0.25/0.375=0.67θ(ｂ ｜ａ )＝μ(ａ ｂ ) [μ(ａ ｂ ) μ(ａ ｂ )]Ｌ Ｌ Ｌ Ｌ Ｌ Ｈ Ｌ Ｌ

③ベイズ期待利得
ａ の場合はＨ

π (ｐ ｐ (ｂ )ａ )θ(ｂ ｜ａ )＋π (ｐ ｐ (ｂ )ａ )θ(ｂ ｜ａ )＝１ １ ２ Ｈ Ｈ Ｈ Ｈ １ １ ２ Ｌ Ｈ Ｌ Ｈ, , , ,
{[ａ ｐ ｐ (ｂ )ｐ ] ｐ } ＋Ｈ １ ２ Ｈ １ １­ +0.5· / · ·0.8

­ +0.5· / · ·0.2{[ａ ｐ ｐ (ｂ )ｐ ] ｐ }Ｈ １ ２ Ｌ １ １

＝ａ ｐ ｐ (ｂ ) ｐ (ｂ ) ｐ 式 ３Ｈ １ ２ Ｈ ２ Ｌ １· +0.4· +0.1 ­ 26.２

注意：この関数はｐ の 。１ concave function
④タイプａ のプレーヤー１の最適反応関数Ｈ

式 ３をｐ で偏微分してゼロとおくと、タイプａ のプレーヤー１の最適反応関数が26. １ Ｈ

得られる：
ｐ (ａ )＝ ａ 式 ４１ Ｈ Ｈ0.5 26.

⑤タイプａ のプレーヤー１の最適反応関数Ｌ

ａ の場合はＬ

π (ｐ ｐ (ｂ )ａ )θ(ｂ ｜ａ ) π (ｐ ｐ (ｂ ) ａ )θ(ｂ ｜ａ )＝１ １ ２ Ｈ Ｌ Ｈ Ｌ １ １ ２ Ｌ Ｌ Ｌ Ｌ, , + , ,
{[ａ ｐ ｐ (ｂ )ｐ ] ｐ } ＋Ｌ １ ２ Ｈ １ １­ +0.5· / · ·0.33

­ +0.5· / · ·0.67{[ａ ｐ ｐ (ｂ )ｐ ] ｐ }Ｌ １ ２ Ｌ １ １

２＝ａ ｐ ｐ (ｂ ) ｐ (ｂ ) ｐＬ １ ２ Ｈ ２ Ｌ １· +0.17· +0.33· ­
よって最適反応関数は
ｐ (ａ )＝ ａ 式 ５１ Ｌ Ｌ0.5· 26.

注意：
プレーヤー１の最適反応関数はドミナント戦略となっている。
⑥タイプｂ のプレーヤー２の最適反応関数Ｌ

π (ｐ (ａ ) ｐ ｂ )θ(ａ ｜ｂ ) π (ｐ (ａ )ｐ ｂ )θ(ａ ｜ｂ )＝２ １ Ｈ ２ Ｌ Ｈ Ｌ ２ １ Ｌ ２ Ｌ Ｌ Ｌ, , + , ,
{[ｂ ｐ ｐ (ａ )] ｐ } ＋Ｌ ２ １ Ｈ ２­ +0.5· · ·0.33

­ +0.5· · ·0.67{[ｂ ｐ ｐ (ａ )] ｐ }Ｌ ２ １ Ｌ ２

２＝ｂ ｐ [ ｐ (ａ ) ｐ (ａ )]ｐ ｐＬ ２ １ Ｈ １ Ｌ ２ ２· + 0.17· +0.33 ­
よって最適反応関数は
ｐ (ｂ )＝ [ｂ ｐ (ａ ) ｐ (ａ )] 式 ６２ Ｌ Ｌ １ Ｈ １ Ｌ0.5· +0.17· +0.33· 26.

同様にして
ｐ (ｂ )＝ [ｂ ｐ (ａ ) ｐ (ａ )] 式 ７２ Ｈ Ｈ １ Ｈ １ Ｌ0.5· +0.4· +0.1· 26.

⑦ベイズ・ナッシュ均衡
４つの最適反応関数式 ４から式 ７を使って、ベイズ・ナッシュ均衡となるタイプ26. 26.
別最適価格が決められる：
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１ Ｈ Ｈｐ (ａ )＝ ａ＊ 0.5·
１ Ｌ Ｌｐ (ａ )＝ ａ＊ 0.5·
２ Ｌ Ｌ Ｈ Ｌｐ (ｂ )＝ ｂ ａ ａ＊ 0.5· +0.04· +0.08
２ Ｈ Ｈ Ｈ Ｌｐ (ｂ ) ＝ ｂ ａ ａ＊ 0.5· +0.1· +0.025·

注意：一般的には
ｐ (ａ )＝Ｆ [ａ ｐ (ｂ )ｐ (ｂ )]１ Ｌ Ｌ ２ Ｈ ２ Ｌ

１Ｌ · , ,
ｐ (ａ )＝Ｆ [ａ ｐ (ｂ )ｐ (ｂ )]１ Ｈ Ｈ ２ Ｈ ２ Ｌ

１Ｈ · , ,
ｐ (ｂ )＝Ｆ [ｂ ｐ (ａ )ｐ (ａ )]２ Ｌ Ｌ １ Ｈ １ Ｌ

２Ｌ · , ,
ｐ (ｂ )＝Ｆ [ｂ ｐ (ａ )ｐ (ａ )]２ Ｈ Ｈ １ Ｈ １ Ｌ

２Ｈ · , ,
の４方程式から、ｐ (ａ )､ｐ (ａ )､ｐ (ｂ )､ｐ (ｂ ) を得る。１ Ｈ １ Ｌ ２ Ｌ ２ Ｈ

＊ ＊ ＊ ＊

第４節不完備情報ゲームと展開型ゲーム
§ 説明：26.16.
不完備情報ゲームは、〈自然がプレーヤーとしてゲームに参加して、最初に、プレーヤー
のタイプを決め、その後で、プレーヤーが同時に行動する〉と考えれば、展開型ゲームとな
る。
ライバルプレーヤーのタイプを知らないという状況は情報集合によって表される。例えば、
プレーヤーが３タイプであれば、その情報集合は３つの分岐点より形成され、〈自然という
プレーヤーが、どの分岐点かを決める〉と考える。

§ 例：不完備情報複占ゲーム ａ ３０26.17. ,
Ｍ

図⑪ ｆ ３０,
Ｈｎｅ ｋ

Ｅ ａ １１,
ρ ｅ ｆ

Ｈ０ Ｍ －１ｋ,
ｔ Ｍ ａ ３０,

１－ρ ｎｅ ｆ
Ｅ ｋ ３０Ｌ ,

ｅ ａ １１,

ＬＭ ｆ －１ｋ,
この展開型ゲームでは、〈プレーヤー自然〉の分岐点が０で示されている。

第５節タイプが無限のゲーム
§ 説明：26.18.
タイプ集合Ｔ の要素が有限個の場合には、タイプ別戦略ｓ ( )は、有限個のタイプに最ｉ ｉ ·
適な純粋戦略を割り当てる関数であった。しかし、タイプが無限にあるときには、一般的は
関数ｓ ：Ｔ →Ｓ となる。ｉ ｉ ｉ

注意：混合戦略は、このような関数をランダムに選択することになるが、一般的に関数をラ
ンダムに選択することは困難である。したがって、以下では、純粋戦略のみを考える。

§ 定義：26.19.
Ｔ をＲの閉区間とする。タイプ組合せは、Ｔ≡Ｔ �Ｔ �・・・�Ｔ となる。したがｉ １ ２ Ｉ

って、ライバルプレーヤーのタイプ空間はＴ ≡Ｔ � �Ｔ �Ｔ � �Ｔ とな－ｉ １ ｉ－１ ｉ＋１ Ｉ・・・ ・・・

る。
タイプ組合せの確率分布はμ(・)で、密度関数はθ(・)表されるものとする：すなわち、
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τ∈Ｔとするとき、μ(ｔ)はτ≦ｔの確率。
プレーヤーｉのタイプ情報ｔ が分かったときの、ライバルのタイプの条件付き確率は、μｉ

(ｔ ｜ｔ )と表される。ただし、ｔ ∈Ｔ 。－ｉ ｉ －ｉ －ｉ

§ 定義：ベイズ・ナッシュ均衡26.20.
ライバルプレーヤーのタイプ別戦略ｓ が与えられると、プレーヤーｉが戦略ｓ を選択し－ｉ ｉ

たときの、プレーヤーｉの期待利得は以下のように定義される：
Ｔ－ｉ ｉ ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ∫ ｐ (ｓ (ｔ ) ｓ (ｔ ) ｔ ｔ )θ(ｔ ｔ )ｄｔ, , , |

したがって、ベイズ・ナッシュ均衡は
ｉ ｉ∀ｓ ∈Ｓ
Ｔ－ｉ ｉ ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ∫ ｐ (ｓ (ｔ ) ｓ (ｔ ) ｔ ｔ )θ(ｔ ｔ )ｄｔ＊ ＊, , , |

Ｔ－ｉ ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ －ｉ ｉ －ｉ≧∫ ｐ (ｓ ｓ (ｔ ) ｔ ｔ )θ(ｔ ｔ ) ｄｔ, , , |＊

すなわち最適反応が、すべてのプレーヤーｉ∈Ｉとタイプｔ ∈Ｔ について成立する状態。ｉ ｉ

注意：プレーヤーが多い一般的ケースでは、タイプが無限のときの、ベイズ・ナッシュ均衡
を求めるのは極めて困難である。

26.21. Mas­colell, Whinston, and Green, Microeconomic Theory, 1995, p.256§ 例：
①研究開発ゲーム
( )複占産業で、企業ｉ(ｉ＝ )が開発費用ｃ∈( )を投資して、新製品を開発するかa 1,2 0,1
模倣するかを決定する状況を考える。
( )企業ｉのタイプはある指標β (例えば、需要量あるいはシェアー)で表される。ただb ｉ

し、β (ｉ＝ )は区間[ ]に、一様、かつ、それぞれ独立して分布されているものとすｉ 1,2 0,1
る(したがってベイズ定理を使う必要がない)。
( )新製品が開発されると２企業とも利潤を得るが、その大きさはβ (ｉ＝ )となるc 1,2ｉ

２

ものとする。
( )企業は自分のタイプを知って行動するが、ライバルのタイプは分からず同時に行動すd
るものとする。
②開発の利得
タイプβ の企業ｉが開発する戦略をｉ

ｓ (β )＝開発ｉ ｉ

と表し、模倣する戦略を
ｓ (β )＝模倣ｉ ｉ

と表すと、ｉ企業が開発したときのｉ企業の利潤は、ｊ企業が開発したかどうかに関係なく
β －ｃｉ
２

と表される。
③模倣の期待利得
一方、θ(ｓ (β ) 開発)を、タイプβ のｊ企業(ただしｊ≠ｉ)が開発する確率とするｊ ｊ ｊ=
と、自分で開発しなかったときの期待利得は

０ ｉ ｊ ｊ ｊ∫ (β )θ(ｓ (β ) 開発)ｄβ１ ２ =
ｉ ０ ｊ ｊ ｊ＝β ∫ θ(ｓ (β ) 開発)ｄβ２ １ =
＝β (ｓ (β ) 開発)ｉ ｊ ｊ

２ ·Prob =
④最適反応
開発が最適反応であるためには
β －ｃ≧β (ｓ (β ) 開発)ｉ ｉ ｊ ｊ
２ ２ ·Prob =

である必要がある。したがって、開発が最適反応となる条件は
β ≧｛ｃ [ (ｓ (β ) 開発)]｝ 式 ８ｉ ｊ ｊ/ 1­Prob = 26.１／２

となる。式 ８が等式で成立するβ を臨界値 β とすると、β ≧β のと26. cutoff valueｉ ｉ ｉ ｉ
＄ ＄
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きには開発を行うが、β ＜β であれば行わない。ｉ ｉ
＄

⑤ベイズ・ナッシュ均衡
例えば、β ≧β かつβ ≧β であれば、２企業とも開発するのが、ベイズ・ナッシュ１ １ ２ ２

＄ ＄

均衡となる。
ベイズ・ナッシュ均衡での臨界値β をβ と表すと、βが一様分布されていることよりｉ ｉ

＄ ＊

＊Prob =(ｓ (β ) 開発)＝１－βｊ ｊ ｊ

となるから、式 ８より26.
β β ＝ｃ１ ２
＊２ ＊

同様にして
β β ＝ｃ２ １
＊２ ＊

となって、β ≡β ＝β ＝ｃ を得る。したがって、ベイズ・ナッシュ均衡で＊ ＊ ＊ １／３
１ ２

２企業とも開発する確率は( β ) 、開発しない確率はβ である。1­ ＊ ２ ＊２

どちらかが開発する確率は１－( β ) －β ＝２β ( β )となる。1­ 1­＊ ２ ＊２ ＊ ＊

第２７章逆(方向)帰納法によるナッシュ均衡の限定.
§ 説明：27.1.
ゲームのある段階での戦略が、〈ゲームの後の段階でのプレーヤーの動機と矛盾しない〉
という基準を、逆(方向)帰納法の原則という。
これは、実際には実行しない行動(最適でない行動)で、ライバルプレーヤーを脅して、行
動に影響を与えることはできない(信用性がない )とする考え方である。すなわち、incredible
〈こけ脅かし〉 がゲームの均衡を決める可能性を排除する。incredible threat

第１節 サブゲーム完全均衡Subgame Perfect Equilibrium
§ 定義(復習)：27.2.
①プレーヤー集合Ｉ、最終点集合Ｔ(Ｎ)、行動分岐集合Ｄ(Ｎ)。
②すべての行動の集合をＡ。
③利得関数ｒＴ(Ｎ)→Ｒ 。したがって、最終点ｎの利得はｒ (ｎ)。: Ｉ

ｉ

④σ：Ｎ→Ｎを個々の分岐点とその１つ前の分岐点を関連付ける関数とする。
⑤α(ｍ)を分岐点ｍに到達する行動とする。
⑥情報集合ｕ∈Ｕ における行動の集合はＡ(ｕ)。ｉ

⑦情報集合の集合Ｕ。
⑧展開型のゲームは以下のような一覧表Γで完全に表される：
Γ≡(Ｉ (Ｎσ) (Ａ α) (Ｎ ) Ｕ (Ａ(ｕ) ) ｒ), , , , , , , ,ｉ ｉ＝Ｎ ｕ∈Ｕ

⑨プレーヤーｉが情報集合ｕで行動ａを選択する確率をｂ (ａ)と表示。ｉ
ｕ

⑩行動戦略組合せｂ≡(ｂ ｂ )によって、最終点ｎが到達される確率をｑ (ｎ)。１ Ｉ ｂ,...,
⑪行動戦略組合せｂにおけるプレーヤーｉの期待利得Ｒ (ｂ)：ｉ

Ｒ (ｂ)≡Σ ｒ (ｎ)・ｑ (ｎ)ｉ ｎ∈Ｔ（Ｎ） ｉ ｂ

§ 定義：確率予想27.3.
戦略組合せｂが選択されたときに、ゲームの途中の分岐点ｘから最終点ｎが実現される確
率を
ｑ (ｎｘ)ｂ |

と表す。同様にして、戦略組合せがｂのときに、ゲーム途中の分岐点ｘに到達したときの、
プレーヤーｉの期待利得は、以下のように定義される：
Ｒ (ｂｘ)≡Σ ｒ (ｎ)・ｑ (ｎｘ)ｉ ｎ∈Ｔ（Ｎ） ｉ ｂ| |
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27.4. ­1,­1§ 例： ｘ
ｆ ｑ (ｘＥ) ｂ (ｅ)ｂ (ｆ)ｂ Ｅ Ｍ| =

Ｍ ｑ (ｘＭ) ｂ (ｆ)ｂ Ｍ| =
ｅ ａ ｙ ｑ (ｚＭ) ０1,1 | =ｂ

| =­1· | +Ｅ Ｒ (ｂＭ) ｑ (ｘ Ｍ)Ｅ ｂ

ｎｅ ｑ (ｙＭ) ｑ (ｚＭ)0,3 1· | +0· |ｂ ｂ

ｚ ｂ (ａ) ｂ (ｆ)= ­Ｍ Ｍ

Ｒ (ｂＥ) ｑ (ｘＥ) ｑ (ｙＥ) ｑ (ｚＥ) ｂ (ｅ)[ｂ (ａ) ｂ ](ｆ)Ｅ ｂ ｂ ｂ Ｅ Ｍ Ｍ| =­1· | +1· | +0· | = ­
Ｒ (ｂＭ) ｑ (ｘＭ) ｑ (ｙＭ) ｑ (ｚＭ) ｂ (ｅ)[ｂ (ａ) ｂ (ｆ)]Ｍ ｂ ｂ ｂ Ｅ Ｍ Ｍ| =­1 | +1 | +3 | = ­
Ｒ (ｂＥ) ｑ (ｘＥ) ｑ (ｙＥ) ｑ (ｚＥ)Ｍ ｂ ｂ ｂ| =­1 | +1 | +3 |

ｂ (ｅ)[ｂ (ａ) ｂ (ｆ)] ｂ (ｎｅ)= ­ +3·Ｅ Ｍ Ｍ Ｅ

§ 定義：27.5.
展開型ゲームの一部を、分離独立したゲームとして分析できる場合には、サブゲームと呼
ばれる。サブゲームの出発点となる情報集合は、
①ただ１個の行動分岐点を持っている必要があり、
②サブゲームの外部に出る情報集合を含まない必要がある。

§ 例： 図⑫27.6.
ａ

Ｍ
ｅ ｆ

Ｅ ａ
ｃ Ｃ ｅ

ｆ
ｎｅ

分岐点Ｍは上記の条件①を満たさないし、分岐点Ｃは条件②を満たさない。このゲームには
ゲーム全体以外にサブゲームは存在しない。このＣの例より、単一分岐点であっても、サブ
ゲームの出発点とならない可能性があることが分かる。

§ 定義：27.7.
展開型ゲーム
Γ≡(Ｉ (Ｎσ) (Ａ α) (Ｎ ) Ｕ (Ａ(ｕ) ) ｒ), , , , , , , ,ｉ ｉ＝Ｎ ｕ∈Ｕ

の分岐点ｘから続く分岐点の集合をＮ とし、その補完集合をＮ と表示すると、以下の条件ｘ －ｘ

を満たすとき、Ｎ はサブゲームΓ を形成する：ｘ ｘ

①｛ｘ｝∈Ｕ →分岐点ｘは単一分岐点型の情報集合であること
②情報集合Ｕが、Ｕ とＵ に分割でき、ｘ －ｘ

∀ｕ∈Ｕ ：ｕ∈Ｎ かつｘ ｘ

－ｘ －ｘ∀ｕ∈Ｕ ：ｕ∈Ｎ' '
注意：
①条件②は、サブゲーム内の情報集合がサブゲームの外に出たり、サブゲーム外の情報集
合がサブゲームに入ってはならないとしている。
②完全記憶ゲームでは、これら②の条件は常に満たされる。過去を覚えていれば、過去に
分岐してしまった経路と情報集合が交差する(どっちにいるか分からない)ということは起こ
りえない。

［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)



­ 143 ­［ミクロ経済理論：第２部 行動 ］= =(02/09/16­Version)

サブゲーム完全均衡§ 定義：27.8.
行動戦略組合せｂ ≡(ｂ ｂ )は以下の条件を満たすとき、サブゲーム完全均衡と呼＊ ＊ ＊

１ Ｉ,...,
ばれる：
∀ｉ∈Ｉ ∀Γ ∀ｂ ∈Ｂ ：Ｒ (ｂ ｂ ｘ)≧Ｒ (ｂ ｂ ｘ)· · , | , |ｘ ｉ ｉ ｉ ｉ －ｉ ｉ ｉ －ｉ

＊ ＊ ＊

注意：
この条件は、すべてのサブゲームで全プレーヤーの戦略が最適反応となっていることを求
めている。これによって、こけ脅かし の可能性が排除される。incredible threat

§ 例：27.9.
§ の参入ゲームで、以下のような２つのナッシュ均衡を考える：27.4.
( )ｂ ＝(ｂ ｂ )。 ただし、1 ,＊ ＊ ＊

Ｅ Ｍ

ｂ ＝(ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ))＝( )Ｅ Ｅ Ｅ
＊ ＊ ＊, 1,0
ｂ ＝(ｂ (ａ) ｂ (ｆ))＝( )Ｍ Ｍ Ｍ
＊ ＊ ＊, 1,0

( )ｂ ＝(ｂ ｂ )。 ただし、2 ,＊＊ ＊＊ ＊＊
Ｅ Ｍ

ｂ ＝(ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ))＝( )Ｅ Ｅ Ｅ
＊＊ ＊＊ ＊＊, 0,1
ｂ ＝(ｂ (ａ) ｂ (ｆ))＝( )Ｍ Ｍ Ｍ
＊＊ ＊＊ ＊＊, 0,1

ケース( )の場合は、既存企業が行動する分岐点をｘとすると、§ より1 27.4.
∀ｂ ｂ (ａ)＜ ：Ｍ Ｍwith 1
Ｒ (ｂ ｘ)＝１ ＞ Ｒ (ｂ ｂ ｘ)＝ｂ (ａ) ｂ (ｆ)＝２ｂ (ａ)－１Ｍ Ｍ Ｍ Ｅ Ｍ Ｍ Ｍ

＊ ＊| , | ­
したがって、ｂ はサブゲーム完全均衡。＊

ケース( )の場合には、2
∀ｂ ｂ (ａ)＞０：Ｍ Ｍwith
Ｒ (ｂ ｘ)＝－１ ＜ Ｒ (ｂ ｂ ｘ)＝ｂ (ａ) ｂ (ｆ)Ｍ Ｍ Ｍ Ｅ Ｍ Ｍ

＊＊ ＊＊| , | ­
したがって、ｂ はサブゲーム完全均衡ではない。＊＊

§ 説明：27.10.
サブゲーム完全均衡の計算方法
①サブゲームを含まないサブゲームΓ をすべて発見する→１番最後のサブゲームｘ

②Γ のナッシュ均衡ｂ (ｘ)を発見し、均衡利得∀ｉ Ｒ (ｂ (ｘ)ｘ)を計算するｘ ｉ
＊ ＊: |

③分岐点ｘに、均衡利得∀ｉＲ (ｂ (ｘ)ｘ)を配分して、最終点とみなし、新しいゲーム: |ｉ
＊

を想定して、①に戻る。

§ 例：投資選択参入ゲーム27.11.
参入企業が参入するかどうか選択し、参入する場合には、大規模投資ｈか小規模投資ｌか
を選択するゲームを考える。

0.5, ­1図⑬ ａ
:yＭ

:x ­0.5, ­1Ｅ ｈ ｆ
u 1, 1ｅ ａ

Ｅ ｌ:o
:z ­1, ­1Ｍ ｆ

ｎｅ
（左側が参入企業の利得、右側が既存企業の利得）0,3

このゲームにはΓ とΓ の２つのサブゲームがあるが、Γ には２つのナッシュ均衡がある：ｏ ｘ ｘ

( )戦略組合せ1
(ｂ (ｈ) ｂ (ｌ))＝( )Ｅ Ｅ
＊ ＊, 0,1

(ｂ (ａ) ｂ (ｆ))＝( )Ｍ Ｍ
＊ ＊, 1,0
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期待利得
(Ｒ (ｂ ｘ) Ｒ (ｂ ｘ))＝( )Ｅ Ｍ

＊ ＊| , | 1,1
( )戦略組合せ2
(ｂ (ｈ) ｂ (ｌ))＝( )Ｅ Ｅ
＊＊ ＊＊, 1,0

, q,1­q for 0 q 0.5(ｂ (ａ) ｂ (ｆ))＝( ) ≦ ≦Ｍ Ｍ
＊＊ ＊＊

| =0.5q+ ­0.5 1­q =q­0.5→Ｒ (ｂ ｘ) ( )( )Ｅ
＊＊

≧Ｒ (ｂ ｂ ｘ) ｑ (ｈ)( ｑ－ ( ｑ))＋( ｑ)( ･ｑ－１･(１－ｑ))Ｅ Ｅ Ｍ Ｅ, | = 0.5 0.5 1- 1- 1＊＊

= 0.5 +2q­1 for 0 q 0.5 & 1－ｑ (ｈ)(ｑ－ ) ≦ ≦ ｑ (ｈ)＜Ｅ Ｅ

期待利得
| , | q­0.5,­1 for 0 q 0.5(Ｒ (ｂ ｘ) Ｒ (ｂ ｘ))＝( ) ≦ ≦Ｅ Ｍ

＊＊ ＊＊

これらの期待利得を用いるとゲームは
1,1 q­0.5 ,­1図⑭ ｅ もしくは( )

Ｅ
ｎｅ

0,3
となる。したがって、このゲームには２個のサブゲーム完全な均衡がある：
ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
＝(( ) ( ) ( ))1,0 , 0,1 , 1,0

ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊
Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
0,1 , 1,0 , q,1­q for 0 q 0.5＝(( ) ( ) ( )) ≦ ≦

第２節完全ベイズ均衡
§ 定義：27.12.
ある情報集合に含まれている分岐点について定義されている確率分布のことを確率予想
（普通は「信念」と訳される）と言う。beliefs
確率予想体系μとは、情報集合にある分岐点に関する確率分布。正確には
関数μＮ→[ ] Σ μ(ｘ)＝１ ∀ｕ∈Ｕ: 0,1 with forｘ∈ｕ

注意：
①Ｎは分岐点ｘの集合。Ｕは情報集合ｕの集合。
②この定義では、すべてのプレーヤーが同じ確率予想を持つ。

§ 説明：確率予想導入でナッシュ均衡が比較可能になる27.13.
§ の情報集合ｕにある分岐点ｙが起こる確率予想をμ(ｙ)、分岐点ｚが起こる確27.11.
率をμ(ｚ)＝ μ(ｙ)とすると、1­
Ｒ (ｂ ｕ) ( )μ(ｙ)＋ μ(ｚ) μ(ｚ) μ(ｙ)Ｍ

＊| = ­1 1· = ­
（ただし、ここでのｂ はｆの確率＝１のこと）同様にして＊

Ｒ (ｂ ｕ) [( ) ( )( )]μ(ｙ)＋[ ( )( )]μ(ｚ)Ｍ
＊＊| = ­1 q+ ­1 1­q 1·q+ ­1 1­q
＝ [μ(ｚ) μ(ｙ)]＋( )( )q ­ ­1 1­q

（ｂ はｆの確率＝ｑ）したがって、ｑ∈[ ]であれば、μ(ｙ)＝１でないかぎり、＊＊ 0,0.5
Ｒ (ｂ ｕ)＞Ｒ (ｂ ｕ)Ｍ Ｍ

＊ ＊＊| |
となる(μ(ｙ)＝１であれば等号が成立する)。言い換えれば、
①参入企業が大規模投資ｈを選択するかぎり、既存企業は戦略ａと戦略ｆでも利得が同じで
あるが、
②参入企業が小規模投資ｌを選択する可能性が少しでもあれば、既存企業は戦略ａを必ず選
択する、
③既存企業が戦略ａを選択する場合には、参入企業は小規模投資ｌを選択、
④したがって、均衡ｂ は、「参入企業が大規模投資ｈを確率１で選択する」という既存企＊＊

業の確率予想（信念）に依存する。
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⑤したがって、たとえ僅か（たとえば、 ％）でも「参入企業は小規模投資ｌを選択する可1
能性がある」と思えば、均衡ｂ は成立しない。＊＊

§ 説明：27.14.
確率予想は、行動戦略と矛盾しないものでなければならない。
例えば、行動戦略
ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
＝(( ) ( ) ( ))1,0 , 0,1 , 1,0

の場合には、参入企業は分岐点ｏでは、行動ｅを、分岐点ｘでは行動ｌを確率１で選択する
から、ｚの確率予想は１でなければならない。よって、行動戦略と首尾一貫する確率予想は
μ(ｚ) ＆μ(ｙ) となる。=1 =0
一方、行動戦略
ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊

Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
0,1 , 1,0 , q,1­q for 0 q 0.5＝(( ) ( ) ( )) ≦ ≦

の場合には、情報集合ｕ(あるいは分岐点ｙとｚ)に到達する確率はゼロである。したがって、
行動戦略は、分岐点ｙとｚにおける確率予想になんの制約も付加しない。

27.15. Perfect Bayesian Equilibrium§ 定義：完全ベイズ均衡
行動戦略組合せｂ と確率予想体系μは、以下の条件を満たすとき完全ベイズ均衡という：＊

①行動戦略は、与えられた確率予想のもとで、最適戦略となっている。
②確率予想体系は、行動戦略と である。consistent
ただし、正確には、以下のように定義される：
∀ｕ∈Ｕ ∀ｉ∈Ｉ：·
①∀ｂ ∈Ｂ ：Σ μ(ｘ) Ｒ (ｂ ｂ ｘ) ≧ Σ μ(ｘ)Ｒ (ｂ ｂ ｘ)ｉ ｉ ｘ∈ｕ ｉ ｉ －ｉ ｘ∈ｕ ｉ ｉ －ｉ· , | , |＊ ＊ ＊

②μ(ｘ) μ[σ(ｘ)]ｂ [α(ｘ)]／Σ μ[σ(ｘ)]ｂ [α(ｘ )]= ' 'ｉ（σ（ｘ）） ｘ’∈ｕ ｉ（σ（ｘ’））
＊ ＊

ただし、Σ μ[σ(ｘ)]ｂ [α(ｘ)]＝０のケースは除く。ｘ’∈ｕ ｉ（σ（ｘ’））' '＊

注意：
①完全ベイズ均衡は、ベイズ・ナッシュ均衡とは異なる。ベイズ・ナッシュ均衡は、シグナ
ルからライバルのタイプなどの情報を予想して、最適戦略を決定する方法である。
②情報集合は分岐点が１つの場合も含むから、上記定義は、サブゲーム完全均衡を一般化し
ている。すなわち完全ベイズ均衡ならサブゲーム完全である。
③(Σ μ[・・・]＝ のケースは除く→)均衡戦略で到達されない情報集合では、どんｘ’∈ｕ 0
な確率予想でも行動戦略と矛盾しない。

§ 例：27.16.
以下のゲームの樹には、行動戦略と確率予想の関係が示されている。

0.3図⑮
0.5

0.6 0.6
0.5

0.46
0.4 0.4

0.4
0.6

0.24

§ 例：逆選択理論(自動車市場)27.17.
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①モデル
２タイプ自動車：複数の売り手の評価ｓ とｓ (ｓ ＞ｓ )Ｈ Ｌ Ｈ Ｌ

Ｈ Ｌ買い手の評価は売り手の評価のβ倍(β＞１)：βｓ とβｓ
売り手が提案する価格はｐ ≡βｓ もしくはｐ ≡βｓ 。Ｈ Ｈ Ｌ Ｌ

高品質車の価格をｐ(ｓ )、低品質車の価格をｐ(ｓ )と表す。Ｈ Ｌ

自動車がｓ の確率がｑ、ｓ の確率が ｑとする。Ｈ Ｌ 1­
②買い手の行動
確率予想体系がμδ μとする。ただし、μはｓ 、δはｓ の予想確率。このときに提, =1­ Ｌ Ｈ

案される価格をｐとすると、以下の条件が満たされれば購入する：
0μ[βｓ －ｐ]＋δ[βｓ －ｐ]≧Ｌ Ｈ

③買い手の確率予想
( )２タイプの売り手が異なる価格(ｐ(ｓ )ｐ(ｓ )) (ｐ ｐ )を付ける場合a , = ,Ｈ Ｌ Ｈ Ｌ

Ｈ1 for =ｐ ｐ
ｉ Ｈ Ｌδ＝ {ｓ ｓ ｐ} ＝ ｐ ｐProb = | 0 for =

( )２タイプの売り手が同じ価格ｐ(ｓ ) ｐ(ｓ ) ｐを付ける場合b = =Ｈ Ｌ

評価ｓ の自動車を売る条件はｐ≧ｓ であるからＨ Ｈ

Ｈq for ｐ≧ｐ
ｉ Ｈ Ｈδ＝ {ｓ ｓ ｐ}＝ ｐ＜ｐProb = | 0 for

④売り手の行動
( )２タイプの売り手が異なる価格(ｐ ｐ )を付けようとする場合a ,Ｈ Ｌ

買い手が価格で、自動車の品質を識別するため、低品質車の売り手もｐ を設定する。したＨ

がって、このケースは実現しない。
( )２タイプの売り手が同じ価格ｐを付ける場合b
価格はｐ となる。さもなければ、高品質車は売られない。Ｈ

したがって
Ｈ Ｌ Ｈβ[ｑｓ ( ｑ)ｓ ]≧ｐ+ 1­

なら購入される。
⑤完全ベイズ均衡

Ｈ Ｌ Ｈｐ(ｓ )＝ｐ(ｓ )＝ｐ
μ＝ｑ、δ＝ ｑ1­
β[ｑｓ ( ｑ)ｓ ]≧ｐ なら購入Ｈ Ｌ Ｈ+ 1­
注意：
このときには、プレーヤーは最適戦略を行い、確率予想は行動戦略と矛盾しない。

§ 説明：完全ベイズ均衡を発見する方法27.18.
以下のゲームは、利得は異なっているが、構造は図⑬のゲームと同じである。この例を使
って完全ベイズ均衡を発見する方法を示す。
戦略ａを選択する確率をρ、ｆを ρ、ｈを選択する確率をμ、ｌを μとすると情報1- 1-
集合ｕでの既存企業の最大化問題は
ｍａｘ ｛ρ(μ ( μ) ) ( ρ)(μ ( μ) )｝ 式 １ρ eha2 ela2 ehf2 elf2+ 1- + 1- + 1- 27.
ノードｘでの参入企業の最大化問題は
ｍａｘ ｛μ(ρ ( ρ) ) ( μ)(ρ ( ρ) )｝ 式 ２μ eha1 ehf1 ela1 elf1+ 1- + 1- + 1- 27.
これらの２つの最大化問題を同時に満たす値の組み合わせ(ρ､μ)が、ノードｘ以下のサブゲ
ームにおける完全ベイズ均衡となる。このときの参入企業の利得をＲ 、参入を選択する確*
率をηとおけば、ノードＯでの参入企業の最大化問題は
ｍａｘ ｛ηＲ ( η) ｝η *+ 1- n1
これらの問題を解けば、このゲームの完全ベイズ均衡が得られる。
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eha1,eha2図⑯ ａρ:
:yＭ

ehf1,ehf2Ｅ ｈμ ｆ:x :
ela1,ela2ｅ ａρu :

Ｅ ｌ μ:o :1-
elf1, elf2Ｍ ｆ:z

ｎｅ
（左側が参入企業の利得、右側が既存企業の利得）n1,n2

注意：式 １で、既存企業の利得にμや( μ)が掛けられているのは、参入企業の行動戦略27. 1-
の確率が、確率予想として用いられているためである。これによって、完全ベイズ均衡の確
率予想に関する条件が満たされる。

§ 説明：27.19.
前節の例のサブゲームを、正規型で表示すると以下の表のようになる：

既存企業
受入れ ａ 戦う ｆ

eha1, eha2 ehf1, ehf2参入企業 大規模投資ｈ
ela1, ela2 elf1, elf2小規模投資ｌ

大規模投資の確率をｍ、受け入れａの確率をｒとすると、
このゲームの混合戦略ナッシュ均衡は、以下の２式を解けば得られる：
ｍａｘ ｛ｒ(ｍ ( ｍ) ) ( ｒ)(ｍ ( ｍ) )｝ 式 ３ｒ eha2 ela2 ehf2 elf2+ 1- + 1- + 1- 27.
ｍａｘ ｛ｍ(ｒ ( ｒ) ) ( ｍ)(ｒ ( ｒ) )｝ 式 ４ｍ eha1 ehf1 ela1 elf1+ 1- + 1- + 1- 27.
これらの２式は、数学的には式 １および式 ２と同じであるが、意味はまったく異な27. 27.
る。
式 １でμの意味：完全ベイズ均衡では、27.
参入企業が行動戦略として与えた確率＝既存企業の確率予想

となるためにμが用いられている。
式 ３のｍの意味：既存企業が、混合戦略として大規模投資ｈに与える確率として用いら27.
れている。

Sequential Equilibrium第３節逐次的均衡
§ 説明：27.20.
完全ベイズ均衡の概念を用いれば、最適行動戦略の経路上の確率予想を決められるが、最
適経路からはずれた情報集合では、確率予想を限定することができない。すなわち、均衡戦
略で、到達されない情報集合では、どんな確率予想でも行動戦略と矛盾しないことになる。
これは〈確率予想に対するちょっとした疑い〉や〈極めて低いが、誤った行動をとる確

Sequential率〉の可能性を排除している。これらの可能性を考慮した均衡概念は、
逐次的均衡と言われる。Equilibrium

§ 定義：27.21.
行動戦略ｂ は、以下の条件を満たすとき、完全混合行動戦略あるいは完全に混合された行ｉ

動戦略と言われる：
· 0∀ｕ∈Ｕ ∀ａ∈Ａ(ｕ)：ｂ (ａ)＞ｉ ｉ

ｕ

§ 定義：27.22.
行動戦略組合せｂ と確率予想μ は、以下の条件を満たすとき逐次的均衡と言われる：＊ ＊
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①(ｂ μ )は完全ベイズ均衡＊ ＊,
②ある完全に混合された行動戦略組合せの列(ｂ ) から、ベイズ定理によって導出されるｋ ∞

ｋ＝１

ｋ＝１ ｋ＝確率予想の列を(μ ) とする。このときには、ある完全混合行動戦略組合せの列(ｂ )ｋ ∞ ｋ

が存在して、１
∞

ｋ ＊ ｋ ＊ｌｉｍ (ｂ )＝ｂ かつ ｌｉｍ (μ )＝μｋ→∞ ｋ→∞

となる。
注意：
①完全混合行動戦略組合せの列(ｂ ) は均衡戦略である必要はない。ｋ ∞

ｋ＝１

②均衡経路から外れた情報集合での確率予想を、均衡行動戦略からの〈ごく小さい乖離〉で
(ベイズ定理から)得られるとしても、矛盾が生じない完全ベイズ均衡が逐次的均衡である。

§ 例： 図⑰27.23. ­0.5, ­2 ,0 0.5, 0, 0
:u f :x cＭ Ｒ

aｅｈ
nc ­1, ­1, 1Ｅ

­1, 0, 0ｅｌ
f c 1, 1, 1

aｎｅ
:v :yＭ Ｒ

nc ­1,­1, 0
0, 3, 0

①モデル
利得は、参入企業、既存企業、政府の順番。
参入企業はｅｈ(高投資)かｅｌ(低投資)で参入するか、ｎｅ参入しない。
既存企業はａ(受け入れ)かｆ(戦う)。
既存企業が受け入れれば、政府はｅｈの時には規制するが、ｅｌには規制しない。
既存企業は、参入企業がｅｈかｅｌか(ｕかｖか)分からない。
政府Ｇは、参入企業がｅｈかｅｌか(ｘかｙか)分からない。
②完全ベイズ均衡
以下のような組合せは完全ベイズ均衡となる：
ｂ≡((ｂ (ｅｈ) ｂ (ｅｌ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)) (ｂ (ｃ) ｂ (ｎｃ)))Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ Ｇ Ｇ, , , , , ,
＝(( ) ( ) ( ))→(参入しない戦う 規制しない)0,0,1 , 0,1 , 0,1 , ,
μ≡((μ(ｕ) μ(ｖ)) (μ(ｘ) μ(ｙ)))＝(( ) ( )) 式 ５, , , 0,1 , 1,0 27.
→ｖの確率予想 ＆ｘの確率予想 →到達しないので確率予想は制約なし=1 =1

③分析
どんな列(ｂ ) でも、以下の条件を満たす：ｋ ∞

ｋ＝１

μ (ｖ)＝ｂ (ｅｌ) [ｂ (ｅｈ) ｂ (ｅｌ)]ｋ ｋ ｋ ｋ
Ｅ Ｅ Ｅ/ +

μ (ｙ)＝ｂ (ｅｌ) ｂ (ａ) [ｂ (ｅｈ)ｂ (ａ) ｂ (ｅｌ)ｂ (ａ)]ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ
Ｅ Ｍ Ｅ Ｍ Ｅ Ｍ· / +

よって、μ (ｖ)＝μ (ｙ)。したがって、ｋ ｋ

μ (ｖ)＝μ(ｖ)＝１ なら μ (ｙ)＝μ(ｙ)＝１lim limｋ ｋ

したがって、式 ５と矛盾する。戦略ｂはこの確率予想の基では完全ベイズ均衡でなく、逐27.
次均衡とならない。このときには、既存企業はｅｌを信じ、政府はｅｈを信じているため、
矛盾が生じる。

第４節 代理人正規型完全均衡Agent Normal Form Perfect Equilibrium
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§ 例：§ 再褐 図⑱27.24. 27.11. 0.5, ­1
:y aＭ

:x ­0.5, ­1Ｅ ｈ ｆ
u 1, 1ｅ ａ

Ｅ ｌ:o
:z ­1, ­1Ｍ ｆ

ｎｅ
0, 3

このゲームには２個の完全ベイズ均衡がある：
ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
＝(( ) ( ) ( )) と μ (ｚ)＝１1,0 , 0,1 , 1,0 ＊

ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊
Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
＝(( ) ( ) ( )) ≦ ≦ と μ (ｙ)＝１0,1 , 1,0 , q,1­q for 0 q 0.5 ＊＊

①ｂ の場合(確率予想はμ (ｚ)＝１となる)、＊ ＊

ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ
Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,

＝(( ) ( ) ( ))1­1/k,1/k , 1/k,1­1/k , 1­1/k,1/k
と置けば、ｂ →ｂ であるし、ベイズ定理によればｋ ＊

μ (ｚ)＝ｂ (ｅ)ｂ (ｌ)／ｂ (ｅ)[ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)]ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ
Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ+
＝ｂ (ｌ) [ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)]＝１－ ｋＥ Ｅ Ｅ

ｋ ｋ ｋ/ + 1/
となり、μ (ｚ)→１。したがって、ｂ は逐次的均衡となる。ｋ ＊

②ｂ の場合(確率予想はμ (ｙ)＝１となる)←§ 参照＊＊ ＊＊ 27.13.
μ(ｙ)＝１のケースでは、Ｒ (ｂ ｕ)＝Ｒ (ｂ ｕ)( )となるから完全ベイズ均衡でＭ Ｍ

＊ ＊＊| | =-1
0 | | **ある。一方、完全混合戦略ではμ(ｚ)＞ ⇒ Ｒ (ｂ ｕ)＞Ｒ (ｂ ｕ)となるから、ｂＭ Ｍ

＊ ＊＊

は完全ベイズ均衡でない。しかし逐次的均衡の定義では、最適戦略から乖離した完全混合行
動戦略組合せの列ｂ は最適である必要はない。実際、ｋ

ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ ｋ
Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,

＝(( ) ( ) ( ))1/k,1­1/k , 1­1/k,1/k , q/k,1­q­1/k
と置けば、ｂ →ｂ であるし(ｂ は最適でないが、ｂ は最適戦略である)、ｋ ＊＊ ｋ ＊＊

μ (ｙ)＝{ｂ (ｈ) [ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)]}＝{１－ ｋ}→１ｋ ｋ ｋ ｋ
Ｅ Ｅ Ｅ/ + 1/

となってｂ は逐次的均衡となる。しかし、この結論は〈参入企業はｅｈ高投資で参入す＊＊

る〉に対するに対する既存企業の予想確率が のときしか成立しないから、いかなるエラ1
ーの可能性も認めない。この極端な均衡は の完全均衡概念を使えば排除できるが、Selten
完全均衡は正規型ゲームで定義されている。そこで展開型ゲームを正規型に変換する方法を
考える必要がある。

§ 説明：27.25.
各情報集合で、代理人が存在するかのように、展開型ゲームを正規型ゲームに変換する。
例えば、 投資選択参入ゲーム 図⑲0.5, ­1

:y aＭ
:x ­0.5, ­1Ｅ ｈ ｆ

u 1, 1ｅ ａ
Ｅ ｌ:o

:z ­1, ­1Ｍ ｆ
ｎｅ

0, 3
であれば、参入企業には、情報集合がｏとｘの２個あるから、代理人はＥｏとＥｘの２人。
既存企業は情報集合が１個で代理人はＭ１人。
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この展開型ゲームは、代理人正規型ゲームでは、以下のように表わされる：
表１ Ｅｏ ｎｅ ｅ

Ｍ Ｍ
ａ ｆ ａ ｆ
0, 3 0, 3 0.5, ­1 ­0.5, ­1Ｅｘ ｈ Ｅｘ ｈ
0, 3 0, 3 1, 1 ­1, ­1ｌ ｌ

代理人Ｍはａかｆを選択し、代理人Ｅｘはｈかｌを選択し、代理人Ｅｏはどちらのゲーム
を するかを決める。play

代理人正規型ゲーム§ 定義：27.26.
展開型ゲームΓ≡(Ｉ (Ｎσ) (Ａ α) (Ｎ ) Ｕ (Ａ(ｕ) ) ｒ)は、代理人正規型ゲー, , , , , , , ,ｉ ｉ＝Ｎ ｕ∈Ｕ

ムで以下のように表せる：
Γ ＝(Ｕ (Ａ(ｕ)) (ｐ ) )ａ ｕ∈Ｕ ｕ ｕ∈Ｕ, ,

ただし、情報集合Ｕが代理人 プレーヤーｕの集合となり、情報集合での行動集合Ａ(ｕ)が、=
代理人 プレーヤーｕの純粋戦略集合となり、代理人 プレーヤーｕが行動ａ によって得る= = ｕ

利得は、行動ａ によって到達する最終点での被代理人 プレーヤーｉの利得、すなわちｕ =
ｐ ((ａ ) )＝ｒ (ｎ((ａ ) ))ｕ ｕ ｕ∈Ｕ ｉ ｕ ｕ∈Ｕ

となる。ただし、(ａ ) は、ａ ∈Ａ(ｕ)となる純粋戦略組合せ。ｕ ｕ∈Ｕ ｕ

§ 定義(再褐§ )：27.27. 25.29.
ナッシュ均衡ｍ ∈Ｍは以下の条件を満たすとき完全均衡と言われる：＊

η 乖離混合戦略ゲームΓ(η)のナッシュ均衡をｍ (η)とし、­ ＊

＊ ＊η→ のときｍ (η)→ｍ0

§ 定理：27.28.
代理人正規型ゲームの完全均衡はすべて逐次的均衡であり、したがって、完全ベイズ均衡
である。

§ 例：27.29.
投資選択参入ゲーム§ には２個の完全ベイズ均衡がある：27.11.
ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,
＝(( ) ( ) ( ))1,0 , 0,1 , 1,0

ｂ ＝ｂ ≡((ｂ (ｅ) ｂ (ｎｅ)) (ｂ (ｈ) ｂ (ｌ)) (ｂ (ａ) ｂ (ｆ)))＊＊ ＃ ＃ ＃ ＃ ＃ ＃ ＃
Ｅ Ｅ Ｅ Ｅ Ｍ Ｍ, , , , ,

0,1 , 1,0 , q,1­q for 0 q 0.5＝(( ) ( ) ( )) ≦ ≦
これを代理人正規型ゲームの解に書き直すと
ｍ ≡((ｍ (ｅ) ｍ (ｎｅ)) (ｍ (ｈ) ｍ (ｌ)) (ｍ (ａ) ｍ (ｆ)))＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

Ｅｏ Ｅｏ Ｅｘ Ｅｘ Ｍ Ｍ, , , , ,
＝(( ) ( ) ( ))1,0 , 0,1 , 1,0
ｍ ≡((ｍ (ｅ) ｍ (ｎｅ)) (ｍ (ｈ) ｍ (ｌ)) (ｍ (ａ) ｍ (ｆ)))＃ ＃ ＃ ＃ ＃ ＃ ＃

Ｅｏ Ｅｏ Ｅｘ Ｅｘ Ｍ Ｍ, , , , ,
0,1 , 1,0 , q,1­q for 0 q 0.5＝(( ) ( ) ( )) ≦ ≦

ところが、表１から明らかなように、行動戦略ｍ (ｆ)＞ は 戦略となる(戦略Ｍ
＃ 0 dominated

ｍ (ａ) が する)。したがって、§ 定理より、完全均衡ではない。Ｍ =1 dominate 25.34.
§ 定理より、投資選択参入ゲームには完全均衡が存在するから、ｂ が完全均衡であ25.32. ＊

る。

第２８章順帰納法によるナッシュ均衡の限定.
§ 説明：28.1.
ゲームのある段階でプレーヤーがいだく予想は、ゲームの前の段階でのほかのプレーヤー
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の動機と矛盾しないという考え方を、順帰納法の原則という。

第１節シグナリングゲーム
§ 例：完全ナッシュ均衡の問題点28.2.
①共同開発ゲーム
プレーヤー２人で、研究開発を共同で行うかどうかを決めるゲーム。
始めの分岐点では、プレーヤー１が共同研究に参加するか(ｐ)、参加しないか(ｎｐ)を決
める。
参加を決めると、第２分岐点では、努力するか(ｅ)、努力しない(ｎｅ)を決める。
プレーヤー１は、第２分岐点でのプレーヤー２の選択結果の情報は持たない状態で、
第３分岐点で、努力するか(ｅ)、努力しない(ｎｅ)かを決める。

ｅ 図⑳20, 20
ｅ ２

10, 0ｐ １
１ ｎｅ

0, 10ｎｐ ｎｅ ｅ
２

10, 10ｎｅ
15, 0

あるいは正規型で表せば
プレーヤー２

分岐点 と ｅ ｎｅ1 2
/ 20, 20 10, 0プレーヤー１ ｐｅ
/ 0, 10 10, 10ｐｎｅ
/ 15, 0 15, 0ｎｐｅ
/ 15, 0 15, 0ｎｐｎｅ

ただし、例えば、ｐｅはプレーヤー１の選択が第１分岐点でｐ、第２分岐点でｅであるこ/
とを示す。また、利得は左側がプレーヤ１、右側がプレーヤ２。
このゲームでのサブゲームは、第２番目の行動分岐点から始まり、このサブゲームのナッ
シュ均衡は(ｅ，ｅ)と(ｎｅ ｎｅ)。したがって、サブゲーム完全均衡は,

(ｲ)：(ｎｐ ｎｅ，ｎｅ) と (ﾛ)：(ｐ ｅ ｅ)/ / ,
である。これらの均衡は、代理人正規型では、完全均衡となる。
しかし、プレーヤー１は、(ｲ)で、共同開発に参加して(＝ｐ)２０の利得が得られるのであ
るから、(ﾛ)の行動戦略ｎｐ ｎｅを選択して、完全ナッシュ均衡(ｎｐｎｅ，ｎｅ)で利得/ /
１５を得るという解は、疑問が生じる⇒ (ｲ)を選ぶから(ﾛ)は解とはならない。

§ 定義：28.3.
以下の条件を満たすゲームはシグナリングゲームと呼ばれる：
(ｲ)２人ゲーム、 (ﾛ)各プレーヤーは１度しか行動しない、
(ﾊ)始めに行動するプレーヤー(以下ではプレーヤー１と呼ぶ)についての情報が不完備。
注意：①純粋戦略を分析するが、シグナリングゲームの多くは混合戦略でも均衡が存在する。
②相手プレーヤーについて不完備な情報を持つプレーヤーが始めに行動するゲームはスクリ
ーニングと言われる。例えば、労働者が教育水準を決めた後に、企業が教育水準で異なる賃
金を提案するのがシグナリングで、企業が教育水準で異なる賃金を提案してから、労働者が
教育水準を決めるのがスクリーニング( )。Rasmusen, Games and Information, Chap.10,1994

§ 定義：28.4.
①Ｔをプレーヤー１のタイプの集合
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②タイプの確率分布をμ
③プレーヤーｉの行動をａ 、行動集合をＡ (すなわちａ ∈Ａ )。ただし、ｉ 。ｉ ｉ ｉ ｉ =1,2
④プレーヤーの行動が(ａ ａ )で、プレーヤ１のタイプがｔのときのプレーヤ１の利得１ ２,
関数を、ｐ (ａ ａ ｔ)とする。１ １ ２, ,
⑤プレーヤー１の戦略は、各タイプによって異なるから、それぞれのタイプの戦略を表記

１ ｔ∈Ｔ １する２次元ベクトルでｓ ＝(α(ｔ)) と表せる。ただし、∀ｔ∈Ｔ：α(ｔ)∈Ａ
⑥プレーヤ２の戦略は、プレーヤ１の行動によって異なり、ｓ ＝(β(ａ)) と表される。２ ａ∈Ａ１

⑦プレーヤ２が、プレーヤー１の行動ａの後で抱くタイプ確率予想をμ(ｔ ａ)と表す。|
⑧ある行動戦略ｓ ＝(α(ｔ)) が与えられたとき、行動ａを選択するタイプを１ ｔ∈Ｔ

Ｔ(ａ)≡{ｔ∈Ｔ α( )＝ａ}と表す。: t
⑨もしＴ(ａ)≠�であれば、Σ μ( )＞ であるから、ベイズ定理によって、〈行ｔ∈Ｔ（ａ） t 0
動ａを取ったプレーヤー１のタイプ〉に関するプレーヤー２の確率予想が以下のように得ら
れる：
μ(ｔａ)＝μ( ) Σ μ( ) 式 １| t / t 28.ｔ∈Ｔ（ａ）

§ 定義：シグナリングゲームの完全ベイズ均衡28.5.
シグナリングゲームにおける、完全ベイズ均衡は、戦略組合せ
ｓ (ｓ ｓ ) ((α ( )) (β (ａ)) )＊ ＊ ＊ ＊ ＊= , = t ,１ ２ ｔ∈Ｔ ａ∈Ａ１

と確率予想体系μ μ(・ａ) によって表される。ただし、確率予想体系は、ベイズ定理= | ａ∈Ａ１

式 １によって決められ、純粋戦略ｓ は、与えられた確率予想のもとで、最適戦略となっ28. ＊

ている。すなわち：
∀ｔ∈Ｔ：
∀ａ∈Ａ ：１
ｐ (α (ｔ) β (α (ｔ)) ｔ)≧ｐ (ａ β (α (ｔ)) ｔ)１ １

＊ ＊ ＊ ＊ ＊, ; , ;
∀ａ∈Ａ ：２
Σ μ(ｔ)ｐ (α (ｔ) β (α (ｔ)) ｔ)≧Σ μ( )ｐ (α (ｔ) ａｔ)ｔ∈Ｔ ２ ｔ∈Ｔ ２

＊ ＊ ＊ ＊, ; t , ;

§ 説明：28.6.
シグナリングゲームには、タイプの異なるプレーヤー１が異なった行動を選択し、タイプ
を明らかにする均衡と、タイプの異なるプレーヤー１が同じ行動を選択して、タイプを明ら

Separating Equilibrium Poolingかにしない均衡が考えられる。前者を、 分離均衡、後者を
統合均衡と言う。Equilibrium

28.7. · ==§ 例：プロトタイプ シグナリングモデル 図
( ) ( )p b ,a ;t p a ,a ;t１ １ ２ １ １ １ ２ １

( ) ( )p b ,a ;t a a p a ,a ;t２ １ ２ １ ２ ２ ２ １ ２ １

μ( ) μ( )t |b 2 b t a 2 t |a１ １ １ １ １ １ １

( ) ( )p b ,b ;t b b p a ,b ;t１ １ ２ １ ２ ２ １ １ ２ １

( ) μ( ) ( )p b ,b ;t t p a ,b ;t２ １ ２ １ １ ２ １ ２ １

0

( ) μ( ) ( )p b ,a ;t t p a ,a ;t１ １ ２ ２ ２ １ １ ２ ２

( ) ( )p b ,a ;t a b a a p a ,a ;t２ １ ２ ２ ２ １ １ ２ ２ １ ２ ２

μ( ) μ( )t |b 2 t 2 t |a２ １ ２ ２ １

( ) ( )p b ,b ;t b b p a ,b ;t１ １ ２ ２ ２ ２ １ １ ２ ２

( ) ( )p b ,b ;t p a ,b ;t２ １ ２ ２ ２ １ ２ ２

このゲームは典型的シグナリングゲームで、プレーヤー２人、タイプは２種類、すなわち、
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Ｔ {ｔ ｔ }で、選択できる行動も２タイプすなわち、Ａ {ａ ｂ }，Ａ {ａ ｂ }であ= , = , = ,１ ２ １ １ １ ２ ２ ２

る。

§ 例：28.8.
戦略組合せ(ｓ ｓ )≡((α (ｔ ) α (ｔ )) (β (ａ ) β (ｂ )))は、分離均衡のと１ ２ １ ２ １ １

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊, , , ,
きには以下の条件を満たす：

| =1 i=1,2(ｲ)α (ｔ )≠α (ｔ )。したがって、μ(ｔ α (ｔ ))＊ ＊ ＊
１ ２ ｉ ｉ

(ﾛ)∀ｔ ｉ ∀ａ∈Ａ ：ｉ １, =1,2·
ｐ (α (ｔ ) β (α (ｔ )) ｔ )≧ｐ (ａ β (α (ｔ )) ｔ )１ ｉ ｉ ｉ １ ｉ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊ ＊, ; , ;
∀ｔ ｉ ∀ａ∈Ａ ：ｉ ２, =1,2·
ｐ (α (ｔ ) β (α (ｔ )) ｔ )≧ｐ (α (ｔ ) ａｔ )２ ｉ ｉ ｉ ２ ｉ ｉ

＊ ＊ ＊ ＊, ; , ;
同様にして、戦略組合せ(ｓ ｓ )≡((α (ｔ ) α (ｔ )) (β (ａ ) β (ｂ ))は、統合１ ２ １ ２ １ １

＃ ＃ ＃ ＃ ＃ ＃, , , ,
均衡のときには以下の条件を満たす：
(ｲ)α ≡α (ｔ )＝α (ｔ )。＃ ＃ ＃

１ ２

したがって、μ(ｔ α (ｔ )) μ(ｔ )、 かつ、β ≡β (α)ｉ ｉ ｉ| = i=1,2＃ ＃ ＃

(ﾛ)∀ｔ ｉ ∀ａ∈Ａ ：ｉ １, =1,2·
ｐ (α β ｔ )≧ｐ (ａβ ｔ )１ ｉ １ ｉ

＃ ＃ ＃, ; , ;
∀ｔ ｉ ∀ａ∈Ａ ：ｉ ２, =1,2·
μ(ｔ )ｐ (α β ｔ ) μ(ｔ )ｐ (α β ｔ )１ ２ １ ２ ２ ２

＃ ＃ ＃ ＃, ; + , ;
≧μ(ｔ )ｐ (α ａ ｔ ) μ(ｔ )ｐ (α ａ ｔ )１ ２ １ ２ ２ ２

＃ ＃, ; + , ;

直観的基準§ 定義：28.9.
プレーヤー１のタイプ数よりも、プレーヤー１の選択できる行動の数の方が多い場合には、
均衡戦略から乖離した経路が必ず表れる。この均衡から乖離した経路での、行動がプレーヤ
ー２に情報を提供する可能性がある。
〈プレーヤー１が、均衡から乖離した経路である行動を取るのは、均衡戦略よりも利得が
大きい(小さくない)可能性が存在する〉ときだけだからである。したがって、プレーヤー２
は、均衡から乖離する経路での行動から、プレーヤー１のタイプの確率を予想できる可能性
がある。
プレーヤー１の均衡戦略から乖離した経路での行動に対し、プレーヤー２が最適な行動を
選択するとき、プレーヤー１が実際に均衡戦略から乖離しない場合には、直観的基準

を満たすと言う(以下で正確な定義を行う)。Intuitive Criterion

§ 定義：28.10.
プレーヤー１の行動をａと表し、そのときのプレーヤー２の(Ｔに関する)確率予想を、μ
(・ａ)と表す。|
このときのプレーヤー２の最適反応戦略の集合をＢＲ(ａ μ(・ａ))と表す。, |
タイプｔのプレーヤー１が、行動ａを選択したときの、最大利得を
ｐ (ａ ｔ)≡ {ｐ (ａ ｂｔ)ｂ∈ＢＲ(ａ μ(・ａ))}１ μ（・｜ａ） １
＊ , max , ; | , |

と表す。ＢＲ(ａ μ(・ａ))は、ベイズ定理と矛盾しないようなある確率予想μ(・ ａ)に基, | |
づくプレーヤー２の最適反応戦略であるが、均衡戦略から乖離した経路での行動に対しては、
どのような確率予想もベイズ定理と矛盾しないため、いろんな値を取る可能性がある。上の
式では、最大利得をもたらす確率予想(μ(・ａ))時のＢＲ(・)によってｐ が決まる。| １

＊

(均衡戦略から乖離した経路で)行動ａをとると、利得が、必ず、均衡戦略組合せ
((ｓ ｓ )μ)≡(((α (ｔ ) α (ｔ )) (β (ａ ) β (ｂ )) μ)１ ２ １ ２ １ １

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊, , , , , ,
のときの利得より小さくなるタイプを以下のように定義する：
Ｔ (ａ)≡{ｔ∈Ｔ ｐ (α (ｔ ) β (α (ｔ )) ｔ )＞ｐ (ａｔ)}＄ ＊ ＊ ＊ ＊: , ; ,１ ｉ ｉ ｉ １
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§ 定義：28.11.
, , , ,シグナリングゲームの完全ベイズ均衡({ｓ ｓ } μ)≡[{(α (ｔ)) (β (ａ)) }１ ２ ｔ∈Ｔ ａ∈Ａ
＊ ＊ ＊ ＊

μ]は、以下の条件を満たすとき、直観的基準を満たすという：
①プレーヤー１の〈均衡戦略から乖離した〉行動をａ(すなわちａ≠α (ｔ))と表す' ' ＊

②Ｔ (ａ)≠Ｔとする(すなわち、均衡戦略から乖離することで均衡戦略より大きい利得＄ '
を得る可能性があるプレーヤーが存在する)
③すべてのタイプのプレーヤー１の〈均衡戦略から乖離した〉どんな行動ａに対しても、'
プレーヤー２には、ある確率予想μ(・ ａ)と最適反応戦略ｂ∈ＢＲ(ａ μ(・ ａ))が存在' | ' ' ', ' | '
して、以下の〈戦略と確率予想の組合せ〉も完全ベイズ均衡となる：
戦略 [(α (ｔ)) ，{(β (ａ)) ｂ }]＊ ＊

ｔ∈Ｔ ａ≠ａ’, '
確率予想 [μ (・ａ) ，μ(・ａ)]＊ | ' | 'ａ≠ａ’

注意：
この定義によれば〈シグナルを送ることで得をしないタイプ〉からシグナルが来ていると
いう確率予想に基づいた均衡でない場合には、直観的基準を満たす。

§ 例：利得は左側がメーカー、右側が消費者28.12.
==図

p p M a 2, 2Ｌ Ｈ Ｈμ( )
ｓ1, 1 M Ｈ

0.01 r 0, 0
Ｏ

0.99 a ­1, ­1
ｓ1, 1 M Ｌ

p p M r 0, 0Ｌ Ｈ Ｌμ( )
Ｈ Ｌ高品質メーカー と低品質メーカーM M

Ｈ Ｌ高価格ｐ と低価格ｐ
消費者ａ 購入ｒ 購入拒否= , =
注意：低品質メーカーが高価格で販売すれば、消費者も の損をするが、メーカーも低品­1
質製品を高価格で売ると結局 の損をする。­1

§ 説明：28.13.
①分離均衡
ｂ ＝(ｂ (ｐ ) ｂ (ｐ ))＝(１，０)Ｍ Ｍ Ｈ Ｍ Ｌ
Ｈ Ｈ Ｈ,
ｂ ＝(ｂ (ｐ ) ｂ (ｐ ))＝(０，１)Ｍ Ｍ Ｈ Ｍ Ｌ
Ｌ Ｌ Ｌ,
ｂ ＝(ｂ (ａ) ｂ (ｒ))＝(１，０)Ｓ Ｓ Ｓ,
μ＝(μ( ) μ( ))＝(１，０)M , MＨ Ｌ

②統合均衡
ｂ ＝(ｂ (ｐ ) ｂ (ｐ ))＝(０，１)Ｍ Ｍ Ｈ Ｍ Ｌ
Ｈ Ｈ Ｈ,
ｂ ＝(ｂ (ｐ ) ｂ (ｐ ))＝(０，１)Ｍ Ｍ Ｈ Ｍ Ｌ
Ｌ Ｌ Ｌ,
ｂ ＝(ｂ (ａ) ｂ (ｒ))＝(０，１)Ｓ Ｓ Ｓ,
μ＝(μ( ) μ( ))＝( ， )M , M q 1­qＨ Ｌ

ただし、消費者が〈高価格での購入拒否したときの期待利得〉はＥ(ｒ)＝０、〈購入したと
きの期待利得〉はＥ(ａ)＝２ｑ ( ｑ)( )である。よって、購入拒否が最適戦略であるた+ 1­ ­1
めには、Ｅ(ａ)≦Ｅ(ｒ) ⇒ ２ －( －ｑ)≦０ ⇒ ｑ≦ となる必要がある(均衡経路q 1 1/3
外のため確率予想は自由)。したがって、 ≦ｑ≦ でなければならない。0 1/3

§ 定理：28.14.
命題：これらの均衡は代理人正規型ゲームの完全均衡である。
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説明： と を異なったプレーヤーとして３人の代理人の行動戦略(ｂ ｂ ｂ )をM M , ,Ｈ Ｌ Ｍ Ｍ Ｓ
Ｈ Ｌ

考える。ｂ ≧η ｂ ≧η ｂ ≧η を仮定すると、η 乖離混合戦略となる。このとＭ Ｍ Ｍ Ｍ Ｓ Ｓ
Ｈ Ｈ Ｌ Ｌ, , ­

き、η ( )とη が十分に小さければ、η 乖離ゲームは以下のような均衡を持つ：Ｍ ｓ
ｉ i=H,L ­

(ｲ)分離均衡
ｂ ＝(１ η η )Ｍ Ｍ Ｍ
Ｈ Ｈ Ｈ­ ,
ｂ ＝(η １－η )Ｍ Ｍ Ｍ
Ｌ Ｌ Ｌ,
ｂ ＝(１－η ，η )Ｓ ｓ ｓ

μ( )＝ ｂ (ｐ ) { ｂ (ｐ ) ｂ (ｐ )}M 0.25· / 0.25· +0.75·Ｈ Ｍ Ｈ Ｍ Ｈ Ｍ Ｈ
Ｈ Ｈ Ｌ

＝[１－η ] [１－η ３ η ]Ｍ Ｍ Ｍ
Ｈ Ｈ Ｌ/ + ·

μ( )＝１－μ( )M MＬ Ｈ

(ﾛ)統合均衡
ｂ ＝(η １ η )Ｍ Ｍ Ｍ
Ｈ Ｈ Ｈ, ­
ｂ ＝(η １－η )Ｍ Ｍ Ｍ
Ｌ Ｌ Ｌ,
ｂ ＝(η ，１－η )Ｓ ｓ ｓ

μ( )＝ ｂ (ｐ ) { ｂ (ｐ ) ｂ (ｐ )}M 0.25· / 0.25· +0.75·Ｈ Ｍ Ｈ Ｍ Ｈ Ｍ Ｈ
Ｈ Ｈ Ｌ

＝η [η ３ η ]Ｍ Ｍ Ｍ
Ｈ Ｈ Ｌ/ + ·

μ( )＝１－μ( )M MＬ Ｈ

ただし、∀ｑ∈[ ]：ｑ＝η [η ３ η ]が満たされるようにη ( )を決0,1/3 / + · i=M ,MＭ Ｍ Ｍ ｉ Ｈ Ｌ
Ｈ Ｈ Ｌ

める。
ｉこれら(ｲ)と(ﾛ)のη 乖離行動戦略組合せは完全ベイズ均衡となっているし、η­ Ｍ

( ) η → につれて、それぞれ①と②の均衡に収束するから、①と②は完全均衡となi=H,L , 0ｓ

る。したがって定理§ によって、逐次的均衡でもある。27.28.

§ 定義：28.15.
シグナリングゲームの表示方法では、①と②の均衡は以下のように表示される：
①分離均衡

Ｍ Ｈ Ｍ Ｌα ( )＝ｐ 、α ( )＝ｐ＊ Ｈ ＊ ＬM M
β ＝ａ、μ( ｐ )＝１、μ( ｐ )＝０＊ M | M |Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ

②統合均衡
Ｍ Ｍ Ｌα ( )＝α ( )＝ｐ＊ Ｈ ＊ ＬM M

M | M | 0 1/3β ＝ｒ、μ( ｐ )＝ｑ、μ( ｐ )＝１－ｑ､ ≦ｑ≦＊
Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ

28.16.Passive Conjectures Eric Rasmusen, , Blacwell,§ （この節は Games and Information
のセクション を参照）Cambridge, MA, 1989 6.2

完全ベイズ均衡のもとでは、均衡経路から乖離した経路では、確率予想の形成に制約はな
いが、現在の例では、高品質メーカー の事前の確率は で、しかも、プレーヤの行M 0.01Ｈ

動（＝２タイプとも低価格設定）には、この事前確率を改訂するような情報は含まれていな
いから、この確率予想がそのまま維持されると考えてよい。この場合には、統合均衡の条件
≦ｑ≦ が満たされ、統合均衡は実現される。すなわち、高品質メーカーは、「高価格0 1/3
で販売しても、ほとんどのすべて（ ％）のメーカーが低品質メーカーであるから、消費99
者は低品質メーカーと思って購入を拒否する」と予想して、始めから低価格で販売するのが、
統合均衡である。
以上のように、均衡経路を離れた経路における確率予想として、事前確率をそのまま利用
する方法は と呼ばれるが、この方法の問題は、均衡経路を離れた経路Passive Conjectures
におけるプレーヤの最適行動を無視していることにある。

§ 説明：直感的基準を満たすか？28.17.
均衡経路を離れた経路で、プレーヤが最適行動をしているかどうかを分析するのが、直感
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的基準の考え方である。そこで、この節では、均衡が直感的基準を満たすかどうかを分析す
る。現在の例では、統合均衡における均衡乖離経路は高価格政策ｐ であるから、このときのＨ

プレーヤの行動を分析する。
①統合均衡でのメーカーの利得は、ｐ (ｐ ｒ )＝ｐ (ｐ ｒ )＝１である。Ｍ Ｌ Ｈ Ｍ Ｌ Ｌ, ;M , ;M
②高価格のときの消費者の確率予想を、
μ＝(μ( ｐ ) μ( ｐ ))＝(ｍ， ｍ)、ｍ∈[ ]M | , M | 1­ 0,1Ｈ Ｈ Ｌ Ｈ

とする。このときの消費者の最適反応戦略は、 ( ) ( )( )と ( ) よりE a =2m+ -1 1-m E r =0
for 1/3{ａ} ｍ＞

, ,1­ , for 1/3ＢＲ (ｐ (ｍ ｍ))＝ {ａ ｒ} ｍ＝ｓ Ｈ

for 1/3{ｒ} ｍ＜
したがって、メーカーが得られる最大の利得は
ｐ (ｐ ｔ)＝ ２ （μ＞ ⇒ａ）＄
Ｍ Ｈ Ｈ, for t=M 1/3

０ （μ＜ ⇒ｒ）for t=M 1/3Ｌ

すなわち、低品質メーカーが高価格政策で得られる最も大きい利得 は、低価格政策で得=0
られる利得 より小さい。=1
よって、直観的基準によれば、消費者は〈低価格メーカーが高い価格を設定する〉とは信
じない、すなわち、Ｔ (ｐ )＝ となる。＄

Ｈ ＬM
よって、消費者は〈高価格を設定するメーカーは高品質メーカー〉と確率１で予想できる
から、もし高価格で販売していれば購入する。
この状況では、高品質メーカーは、低価格で販売するのは、最適ではなくなり、直感的基
準を満たす完全ベイズ均衡は①のみとなる。

28.18. Complete Robustness Eric Rasmusen, ,§ 補足： （この節は Games and Information
のセクション を参照）Blacwell, Cambridge, MA, 1989 6.2

均衡経路を離れた経路における確率予想について、あらゆる可能性を考えるのが
である。たとえば、Complete Robustness

μ＝(μ( ) μ( ))＝( ， )M , M 0 1Ｈ Ｌ

から
μ＝(μ( ) μ( ))＝( ， )M , M 1 0Ｈ Ｌ

の間のすべてのケースについて、プレーヤの選択が最適となっているかどうかを検討し、す
べての可能な確率予想について最適反応であるときのみ、均衡とする。§ の例では、28.12.

1/3 Complete Robustness統合均衡には、確率予想に関する条件（ｑ< ）が必要であるから、
の条件は満たされない。

§ 説明：28.19.
直観的基準は、シグナリングゲームにおける順方向帰納法的な考え方の一つを表す。順方
向帰納法的な考え方には、一般的に、以下のようなものがある：
①正規型ゲームでは、均衡戦略は な戦略であることが望ましい(許容性undominated

と呼ばれる)。Admissibility
②ゲームから 戦略を除いても、均衡は変化しないことが望ましい(繰り返し支配dominated
性 )。Iterated Dominance
③均衡戦略に対する最適反応でない戦略をゲームから除いても、均衡は影響を受けないこと
が望ましい(均衡支配性 )。Equilibrium Dominance
注意：
直観的基準は③の考え方を反映している→上記の例では〈低品質メーカーが高い価格を設
定する〉という戦略を省くと統合均衡が影響を受ける。

Quarterly Journa§ 例：一般的なシグナリングゲームの28.20. 例（この節は、Cho & Krepsの
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,1987の論文を参照）l of Economics
労働者Ｗが、企業（たとえば、Ｆデパート）に就職を希望し、企業Ｆは、拒否ｒするか、
採用ａするかを決定するゲームを考える。

９ １(ｲ)労働者には、２タイプＥとＰがあり、Ｅタイプの確率は０ 、Ｐタイプの確率は０. .
とする。また、労働者が、どちらのタイプであるかは、労働者の とする。Private information
(ﾛ)労働者は、就職前に理工系学部ｔを卒業するか、文化系学部ｂを卒業するかを決める。
(ﾊ)企業は、卒業した学部をシグナルとして、採用するか採用を拒否するか決定する。
以下のゲームの樹では、右側が労働者の利得。

0,1 r b 1,1拒否 文化系 Ｐ 理工系ｔ 拒否ｒ

2,0 a 0.1 3,0採用 採用ａ
Ｏ

1,0 r 0.9 0,0拒否 拒否ｒ

3,1 a b 2,1採用 文化系 Ｅ 理工系ｔ 採用ａ

均衡をいくつかのケースに分けて分析する。

ケース１（統合均衡）：ＥとＰが同一行動で『理工系』を選択し、Ｆは採用を選択§ 28.21.
するケース
Ｆの最適行動の分析
同一行動であるため、ＷがどちらのタイプかＦには識別できない。したがって、Ｆは既知
の確率０．９と０．１を使って期待利得を計算する：
拒否の期待利得＝０．１×１＋０．９×０＝０．１
採用の期待利得＝０．１×０＋０．９×１＝０．９
したがって、採用が最適行動である。
Ｆが採用の場合のＷの最適行動の分析
理工系とＥの利得は２、Ｐの利得は３ (１)

この行動が完全ベイズ均衡であるかどうかを知るためには、Ｗが均衡から乖離するとより大
きい利得を得られるかどうかを分析する必要がある。そこで、均衡から乖離して文化系を選
択するケースを分析する：
均衡から乖離しているから、ＦのＷにタイプに関する予想には制約がない。したがって、
ＷがＰである確率をｑと想定すると、Ｆの期待利得は
拒否の期待利得＝ｑ×１＋( ｑ)×０＝ｑ1-
採用の期待利得＝ｑ×０＋( ｑ)×１＝ ｑ1- 1-
したがって、ｑが０．５より大きければ、Ｆは拒否する。この場合のＷのタイプ別の利得は
Ｅの利得は１、Ｐの利得は０

だから、(１)の結果と比較して両タイプとも低く、均衡から乖離する行動（文化系選択）は
最適行動ではない。したがって、ケース１（＝両タイプとも理工系）は、均衡経路から乖離
したときのＰタイプの予想確率が０．５以上であれば、完全ベイズ均衡となる。すなわち、

P | 0.9 | 0.1 | 0.5α (Ｅ)＝α ( )＝ｔ､β ＝ａ､μ(Ｅｔ)＝ ､μ(Ｐｔ)＝ ､μ(Ｐ ｂ)≧＊ ＊ ＊

は完全ベイズ均衡。

ケース２（統合均衡）：ＷはＥとＰが同一行動で『文化系』を選択、Ｆは採用を選§ 28.22.
択するケース
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Ｆの最適行動の分析
同一行動であるため、ＷがどちらのタイプかＦには識別できない。したがって、Ｆは既知
の確率０．９と０．１を使って期待利得を計算する：
拒否の期待利得＝０．１×１＋０．９×０＝０．１
採用の期待利得＝０．１×０＋０．９×１＝０．９
したがって、採用がＦの最適行動である。
Ｆが採用の場合のＷの最適行動の分析
文化系選択の場合、Ｅの利得は３、Ｐの利得は２ (２)

この行動が完全ベイズ均衡であるかどうかを知るためには、Ｗが均衡から乖離してもより大
きい利得を得られないかどうかを分析する必要がある。そこで、均衡から乖離しているケー
ス（理工系選択）を分析する：均衡から乖離しているから、ＦのＷにタイプに関する予想に
は制約がない。したがって、ＷがＰである確率をｑと想定すると、Ｆの期待利得は
拒否の期待利得＝ｑ×１＋( ｑ)×０＝ｑ1-
採用の期待利得＝ｑ×０＋( ｑ)×１＝ ｑ1- 1-
したがって、ｑが０．５より大きければ、Ｆは拒否する。この場合のＷのタイプ別の利得は
Ｅの利得は１、Ｐの利得は０

だから、(２)の結果と比較して両タイプとも低く、均衡から乖離する行動（理工系選択）は
最適行動ではない。したがって、ケース２（＝両タイプとも文化系）は、均衡経路から乖離
したときのＰタイプの予想確率が０．５以上であれば、完全ベイズ均衡となる。したがって、

P | 0.9 | 0.1 | 0.5α (Ｅ)＝α ( )＝ｂ､β ＝ａ､μ(Ｅｂ)＝ ､μ(Ｐｂ)＝ ､μ(Ｐ ｔ)≧＊ ＊ ＊

は完全ベイズ均衡。

ケース３（分離均衡）：Ｅは『文化系』、Ｐは『理工系』を選択するケース§ 28.23.
タイプで異なった行動をとるケースであるから、Ｆはタイプを識別できる。
Ｐの場合には、『理工系』でも『文化系』でも、Ｆの最適反応は拒否で、Ｐの利得は『理
工系』で１、『文化系』で０となって、『理工系』が最適行動。一方、Ｅの場合には、『理
工系』でも『文化系』でも、Ｆの最適反応は採用で、Ｅの利得は『理工系』で２、『文化
系』で３となって、『文化系』が最適行動。したがって、Ｆは「文化系はＥで、理工系は
Ｐ」と信じるとすると「Ｐは『理工系』でＦは『拒否』」、「Ｅは『文化系』でＦは『採
用』」の組み合わせ

* * | 1 | 1α (Ｐ)＝ｔ､β (ｔ)＝ｒ､α (Ｅ)＝ｂ､β (ｂ)＝ａ､μ(Ｅｂ)＝ ､μ(Ｐｔ)＝＊ ＊

は分離均衡の可能性がある。これが実際に均衡となるかを調べるため、Ｗが乖離するケース
を考える。
Ｐが『理工系』を選択すれば、「理工系卒業者はＰ」とＦが信じてるため、
Ｆの期待利得は、拒否は１、採用は０

したがって、 。Ｆが拒否のとき、拒否を選択
(３)Ｐが『理工系』を選択すると利得は１

一方、『文化系』卒業者はタイプＥと企業が信じるのが、この分離均衡の前提条件で、しか
も『文化系』卒業者を するから、採用
Ｐが『文化系』を選択すると利得は２。

よって(３)と比較すると、Ｐは『理工系』より『文化系』を選択するほうが利得が大きい。
したがって、Ｐは『文化系』選択してタイプＥのふりをするが最適反応となる。これはタイ
プによって異なった行動が最適反応となると言う分離均衡の前提と矛盾する。したがって、
この組み合わせは完全ベイズ均衡とはならない。

§ 直感的基準を満たす？28.24.
ケース１が直感的基準を満たすかの分析：
Ｅの場合には、均衡から乖離して『文化系』を選択し、プレーヤ２が採用すればＥの利得
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は１、拒否すれば３、したがって、後者の場合には、均衡でのＥの利得２を越える。
Ｐの場合には、均衡から乖離して『文化系』を選択し、プレーヤ２が採用すれば、Ｐの利
得は２、拒否すれば０、したがって、いずれの場合でも、均衡でのＰの利得３を越えない。
企業Ｆも以上の状況を知っているから、Ｅが『文化系』に乖離すれば、Ｆは、これがＥで
あることを確率＝１で信じて採用（＝Ｆの最適行動）し、Ｅは利得を２から３に増加できる。
したがって、ケース１の均衡は、直感的基準を満たさず実現されない。
ケース２が直感的基準を満たすかの分析：
Ｅの場合には、均衡から乖離して『理工系』を選択し、プレーヤ２が採用すれば、Ｅの利
得は２、拒否すれば０、したがって、均衡での利得３を越えない。
Ｐの場合には、均衡から乖離して『理工系』を選択し、プレーヤ２が採用すれば利得は３、
拒否すれば１、したがって、前者の場合は均衡での利得２を越える。
企業Ｆも以上の状況を知っているから、Ｐが『理工系』に乖離すれば、Ｆは、これがＰで
あることを確率＝１で信じ、採用を拒否（＝最適行動）する。このときにはＰの利得は１で
均衡の利得２より小さい。したがって、Ｐは乖離せず、ケース２の均衡は、直感的基準を満
たす。

Passive注意：どちらの統合均衡でも、タイプＰの確率予想が0.5以上である必要があるが、
の基準では であり、どちらの統合均衡も の基準では、Conjectures 0.1 Passive Conjectures

均衡でなくなる。

§ 例： のシグナリングゲーム（労働者教育ゲーム）28.25. Spence
モデルと仮定
①企業は労働者を雇用するかどうかを決定する
②労働者には２つのタイプがある：生産性が高い労働者と低い労働者で、それぞれ生産性を
π とπ とする。Ｈ Ｌ

③労働者の生産性が高いかどうかは労働者の な情報で、企業は生産性が高い確率がPrivate
ｑであることしか分からないとする。
④労働者は教育を受けることができるが、生産性の高い労働者の方が、教育費用が低い：教
育水準をｅとすると、生産性が高い労働者は、Ｃ(ｅ )＝ｃ ｅ 。一方、生産性が低い労働者Ｈ Ｈ Ｈ

は、Ｃ(ｅ )＝ｃ ｅ となる。ただし、ｃ ＜ｃ である。Ｌ Ｌ Ｌ Ｈ Ｌ

⑤労働者は、教育水準と賃金率の組み合わせγ＝(ｗ、ｅ)∈Ｒ を、企業に提案する。２

⑥教育水準は、生産性には影響しない。
⑦教育と賃金率の組み合わせγから、企業が生産性が高いと予想する確率をμ(Ｈ γ)、低|
いと予想する確率をμ(Ｌ γ)とすると、企業は、提案された賃金率のもとで、|

Ｈ Ｌ期待利潤＝μ(Ｈ γ)π ＋μ(Ｌγ)π| |
がプラスであれば、労働者を採用(ａ)するが、マイナスであれば、採用しない(ｒ)。

==⑧プレーヤの利得は、以下のゲームの樹に示されている： 図
ｗ－ｃ ｅ、π －ｗＨ Ｈ

(ｗ､ｅ) ａ
ｑ

ｒ ０、０
０

ａ ｗ－ｃ ｅ、π －ｗＬ Ｌ

ｑ1-
(ｗ､ｅ) ｒ ０、０

§ 分離均衡28.26.
以下の２条件を満たすγ とγ 、分離均衡となる：H L
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( ) π －ｗ ≧ ＆ ｗ ＝π ⇒ 利潤がマイナスでないi 0Ｈ Ｌ
H Ｌ

( ) ｗ －ｃ ｅ ≧ｗ ≧ｗ －ｃ ｅ ⇒ 低生産性にはｗ が、高生産性にはｗ が有利ii H H L H H L H
Ｈ Ｌ

また、分離均衡は以下のように定義される：
, , , , ,((ｓ ｓ )μ)≡((α (Ｈ) α (Ｌ)) (β (γ))１ ２ γ∈Ｒ２
＊ ＊ ＊ ＊ ＊

(μ(Ｈγ)､μ(Ｌγ)) )| | γ∈Ｒ２

H Lただし、α (Ｈ)＝γ 、 α (Ｌ)＝γ＊ ＊,
Ｌａ γ∈{γ 、γ } もしくは ｗ＜πfor H L

β (γ)＝ 式 ２＊ 28.
ｒ その他

H１ γ＝γfor
μ(Ｈγ)＝ 式 ３| 28.

０ その他

注意：条件( )は、 あるいは と呼ばれます。ii Incentive Constraint Self-selection Constraint
§ 均衡の説明28.27.
①γ ＝(ｗ ，ｅ )の最適性H H H

γ は、( )の左側より、図 の水平線π より下で、企業にはプラスの利潤L i == Ｈ

( )の左側より、直線ｗ ｃ ｅ （ｗ ｃ ｅ )より上で、ｗ より大きい利得ii = + -Ｈ Ｈ
H H L

したがって、高生産性労働者が、γ を提案すれば企業は雇い、高生産性労働者は、ｗ よH L

りγ を選択。H

②γ の最適性L

γ は、( )の右側より、図 の水平線π 線上で、企業には非負の利潤L i == Ｌ

( )の右側より、直線ｗ ｃ ｅ （ｗ ｃ ｅ )より上で、γ より大きい利得ii = + -Ｌ Ｌ
H H H

したがって、低生産性労働者が、γ を提案すれば企業は雇い、低生産性労働者は、γ よL H

りγ を選択。L

注意：この分離均衡では、、γ 以外のすべてのｗとｅの組み合わせは、低生産性労働者かH

らの提案と予想する（⇒ 式 ３）ため、ｗ≦π でないかぎり、雇用しません。そこで、こ28. Ｌ

の確率予想が、直感的基準を満たすかが問題となります。

28.28. ==§ 図解 図
ｗ ｗ ｃ ｅ(低生産性労働者の無差別曲線)= +L

L

worse offｗ この下側では低生産性労働者が

Ｌ(γ ､γ )H L

better offπ 上側⇒高生産性労働者Ｈ

γ ｗ ｃ ｅ （ｗ ｃ ｅ )H H H= + -Ｈ Ｈ

worse offｗ 下側⇒高生産者H

ｗ ｗ ｃ ｅ(高生産者の無差別曲線)= +L
Ｈ

Ａ(γ ､γ )H L

Ｌｗ πL=
Ｌγ

ｗ ｃ ｅ （ｗ ｃ ｅ )= + -Ｌ Ｌ
H H

(低生産性労働者の無差別曲線)

０
>

ｅ ｅ ｅ＊ H

§ 直感的基準を満たす均衡28.29.
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組み合わせ(γ ､γ )より、２タイプ共に、利得が悪化する領域はH L

Ａ(γ ､γ )＝{(ｗ､ｅ) ｗ ｃ ｅ ＞ｗ ｃ ｅ、ｗ ＞ｗ ｃ ｅ}H L H H L| - - -Ｈ Ｈ Ｌ

１番目の条件は、直線 の下側を示し、２番目の条件は、直線 の下側を示し、
１番目は高生産性労働者、２番目は低生産性労働者が する条件となる。worse off
一方、組み合わせ(γ ､γ )より、低生産性労働者のみ悪化する領域はH L

Ｌ(γ ､γ )＝{(ｗ､ｅ) ｗ ｃ ｅ ≦ｗ ｃ ｅ、ｗ ＞ｗ ｃ ｅ}H L H H L| - - -Ｈ Ｈ Ｌ

１番目の条件は、直線 の上側を示し、２番目の条件は、直線 の下側を示し、
１番目は高生産性労働者が 、２番目は低生産性労働者が する条件。better off worse off
したがって、集合Ｌにあり、集合Ａにない点(直線 の上で、直線 の下の領域)
は、低生産性労働者が提案することはないから、企業は確率予想＝１で、高生産性労働者が
提案していると予想でき、雇用する。したがって、図 の点γ は、完全ベイズ均衡で== H

あるが、直感的基準を満たさない。高生産性労働者は、π より低く(さもないと雇用されなＨ

い)、ｗ より高いｗを好むから、直感的基準を満たす点は、高生産性労働者の賃金がπ にH
Ｈ

等しくなる組み合わせ(γ 、γ )のみである。＊ L

§ 統合均衡28.30.
以下の２条件を満たすγ 、統合均衡となる：**
( ) {ｑπ ＋( ｑ)π ｝－ｗ ≧ ⇒ 期待利潤がマイナスでないi 1- ** 0Ｈ Ｌ

( ) ｗ －ｃ ｅ ≧π ⇒ 低生産性労働者が(π ､０)よりγ を選択ii ** ** **L Ｌ Ｌ

また、統合均衡は以下のように定義される：
, , , , ,((ｓ ｓ )μ)≡((α (Ｈ) α (Ｌ)) (β (γ))１ ２ γ∈Ｒ２
＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊ ＊＊

(μ(Ｈγ)､μ(Ｌγ)) )| | γ∈Ｒ２

**ただし、α (Ｈ)＝α (Ｌ)＝γ＊＊ ＊＊

Ｌａ γ γ もしくは ｗ＜πfor = **
β (γ)＝ 式 ４＊＊ 28.

ｒ その他
for **ｑ γ＝γ

μ(Ｈγ)＝ 式 ５| 28.
０ その他（均衡以外のため確率予想は自由）

§ 均衡の確認28.31.
条件( )（⇒図 で、γ は直線ｑπ ( ｑ)π より下）により、企業は雇用する。i == ** + 1-Ｈ Ｌ

条件( )（γ は直線 より上）により、低生産性労働者はγ (π ､０)よりγ をii ** = **Ｌ
Ｌ

選択する。また、式 ５によって、γ＝γ 以外は、低生産性労働者と確率１で予想される28. **
（均衡外のため確率予想は自由）ため雇用されず、両タイプ共にγ の提案が最適となる。**

§ 図解 この下側では低生産性労働者が ⇒Ｌ(γ )28.32. worse off **
ｗ π ｃ ｅ= +L L

==図
ｗ
π ｗ ｃ ｅ （ｗ ｃ ｅ )Ｈ Ｈ Ｈ= + **- **

この下側では
+ 1- worse offｑπ ( ｑ)π 高生産性労働者がＨ Ｌ

w** **γ

** Worse offＡ(γ )→２タイプ共
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Ｌπ Ｌγ

>
０ ｅ ｅ**

§ 直感的基準を満たす均衡28.33.
統合均衡では、Ｌ(γ )は直線 の下側で、直線 の上側の領域、Ａ(γ )は、** **
直線 と直線 の下側の領域で定義される。
Ｌ(γ )にある組み合わせ(ｗ､ｅ)で、条件ｗ ＜ｗ≦π を満たす点は、企業によって高** ** Ｈ

生産性労働者と識別されるし、高生産性労働者が する。したがって、図 の点bettr off ==
(ｗ ､ｅ )は、直感的基準を満たさない。また、どのような統合均衡でも、集合Ｌ(γ )が、** ** **

となるため、直感的基準を満たす統合均衡は存在しない。nonempty

注意：逐次均衡や完全均衡は、純粋戦略数が有限のケースで統合されているため、現在の例
のように戦略が無限に存在場合には適用できない。

第２節安定的均衡
§ 定義：28.34.
これまでに２つの原則が登場した：
①ゲームのある段階での戦略が、〈ゲームの後の段階でのプレーヤーの動機と矛盾しな
い〉という基準を、逆帰納法(逐次的均衡)の原則という。
②ゲームのある段階でプレーヤーがいだく予想は、ゲームの前の段階での他のプレーヤー
の動機と矛盾しないという考え方を、順帰納法の原則という。
そこで、問題は、これら２つの原則を同時に満たす均衡が存在するかどうかである。

注意：これらの２原則を満たす均衡は、均衡経路から乖離( )するいろいろなケースdeviate
を考えても、均衡は均衡のままであり、したがって、安定均衡と呼ばれる。

§ 定理：28.35.
ナッシュ均衡は、戦略組合せが連結している集合(構成要素 という)に分解でcomponent
きる。
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28.36. ==§ 例：以下のような参入ゲームを考える 図
左側が参入企業、右側が既存企業の利得 ｑ

既存企業 既存企業の最適反応1
ａ ｆ
1, 1 ­1, ­1参入企業 参入 ｅ
0, 3 0, 3参入しない ｎｅ

混合戦略を
, ,1­ 0.5(ｍ (ｅ) ｍ (ｎｅ))＝(ｐ ｐ)１ １

(ｍ (ａ) ｍ (ｆ))＝(ｑ ｑ) 参入企業の最適反応２ ２, ,1­
とすると、最適反応関数は
右図のようになり、ナッシュ均衡は
①Ａ≡{(ｐ ｑ)ｐ ｑ }, : =1, =1
②Ｂ≡{(ｐ ｑ)ｐ ≦ｑ≦ } ｐ, : =0,0 1/2

1の２つの構成要素からなる。 ０
注意：最適反応関数の導出方法⇒利得関数を最大化する
ｐを決める→Ｐ ｐｑ ｐ( ｑ) ｐ( ｑ )１= ­ 1­ = 2 ­1
ｑを決める→Ｐ (ｐ ( ｐ))ｑ ( ｐ ( ｐ))( ｑ) ｐｑ ４ｐ 式 ６２= +3 1­ + ­ +3 1­ 1­ =2 ­ +3 28.
構成要素Ａは１個の要素からなる集合であるが、構成要素Ｂは連結した集合となる。

安定均衡§ 定義：28.37.
以下の条件を満たす集合を〈均衡の安定な集合〉と呼ぶ(不正確)：
①ナッシュ均衡の一つの構成要素の部分集合
②逆帰納法原則を満たす集合を含む
③順帰納法原則(許容性 繰り返し支配性 均衡支配性Admissibility, Iterated Dominance,

)を満たす集合を含むEquilibrium Dominance
注意：安定均衡は、同一のナッシュ均衡に存在するから、同一の利得を持つ。

§ 定理：28.38.
①すべてのゲームには、安定集合均衡が存在する
②安定集合のすべての均衡は、正規型ゲームでの完全均衡である
③あるゲームの安定集合均衡は、 戦略を排除してできるゲームの安定集合均衡をdominated
含む(繰り返し支配性を満たす)
④あるゲームの安定集合均衡は、均衡戦略の最適反応でない戦略を排除してできるゲームの
安定集合均衡を含む(直感的基準を満たす)
⑤安定集合均衡は逐次的均衡を含む
注意：
(ｲ)完全均衡は であるから(§ )、条件②により許容性条件が満たされる。undominated 25.33.
(ﾛ)条件③と④と⑤を同時に満たす均衡が存在するとはかぎらない。すべて別々の均衡の可能
性もある。

§ 例：28.39.
参入ゲーム§ を考えると、均衡Ｂでは、既存企業の戦略は 戦略である28.36. dominated
(式 ６より、戦略ｑ がｑ∈[ ]を する)。したがって、§ 定理の条件28. =1 0,0.5 dominate 28.38.
②を満たさない。よって、均衡Ｂは安定的でなく、条件①より均衡Ａが安定的となる。
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. Repeated Games and Fork Theorems第２９章繰り返しゲームと民衆定理
第１節繰り返しゲーム
§ 定義：戦略歴史29.1.
戦略型ゲームΓ(ＩＳｐ)が、Ｔ回繰り返されるゲームを、〈繰り返しゲーム〉と呼ぶ。, ,
繰り返されるゲームΓを、基底ゲーム と呼ぶ。Constituent game
繰り返される回数Ｔは無限であってもよい。
ｔ期目(ｔ回目のゲーム)までの、戦略歴史ｈ (ｔ 歴史)はｔ ­
ｈ ≡(ｓ ｓ ｓ )ｔ １ ２ ｔ－１, ,...,

と表され、Ｓ ≡Ｓ�Ｓ�・・・�Ｓ(ｔ 回)とすると、ｈ ∈Ｓ となる。戦略歴史ｈｔ－１ ｔ ｔ－１­1
の情報は、すべてのプレーヤーが持っている。ｔ

注意：
この章では、純粋戦略のみを考える。混合戦略の場合には、あるプレーヤーがどのような
混合戦略をとったかを他のプレーヤーが知ることができないため、取り扱いが困難となる。

§ 定義：29.2.
プレーヤーｉが、戦略歴史ｈ を知った上でｔ 期(すなわち、ｔ 回目のゲーム)にとるｔ ­ ­
行動をａ (ｈ )と表す。ただし、初期分岐点ではｈ ＝�である。ｉ

ｔ ｔ ０

繰り返しゲームに対する戦略σ は以下のように表される：ｉ

Ｔ回繰り返しゲーム
σ ＝(ａ (ｈ ) ａ (ｈ ) ａ (ｈ ))ｉ ｉ ｉ ｉ

１ １ ２ ２ Ｔ Ｔ, ,...,
無限繰り返しゲーム
σ ＝(ａ (ｈ ) ａ (ｈ ) )ｉ ｉ ｉ

１ １ ２ ２, ,...
また、ｔ 期で可能なすべての行動は、以下のような関数の集合として定義される：­
Ａ ≡{ａ ：(ａ Ｓ →Ｓ )}ｉ ｉ ｉ ｉ
ｔ ｔ ｔ ｔ－１:

§ 定義：29.3.
戦略集合Σ は、以下のように定義される：ｉ

１ ２ ＴΣ ≡Ａ �Ａ �・・・�Ａｉ ｉ ｉ ｉ

戦略組合せをσ≡(σ σ σ )と定義し、σの集合をΣと表す。すなわちσ∈Σとな１ ２ Ｉ, ,...,
る。ただし、Σ≡Σ �Σ �・・・�Σ 。１ ２ Ｉ

戦略組合せσは、繰り返しゲームで実際に行われる行動を決める。繰り返しゲームで、実
際に行われる行動をξ(σ)≡(ξ (σ)ξ (σ) ξ (σ))と表す。１ ２ Ｔ, ,...,
ｔ 期の行動組合せξ (σ)は以下のように定義される：­ ｔ

ξ (σ)＝(ａ (ｈ ) ａ (ｈ ) ａ (ｈ ))１ １ １ １ １ １ １
１ ２ Ｉ, ,...,

ξ (σ)＝(ａ (ξ (σ)) ａ (ξ (σ)) ａ (ξ (σ)))２ ２ １ ２ １ ２ １
１ ２ Ｉ, ,...,

, , , ,...,ξ (σ)＝(ａ (ξ (σ) ξ (σ)) ａ (ξ (σ) ξ (σ))３ ３ １ ２ ３ １ ２
１ ２

ａ (ξ (σ) ξ (σ)))Ｉ
３ １ ２,

.........................................
,.., , ,.., ,...,ξ (σ)＝(ａ (ξ (σ) ξ (σ)) ａ (ξ (σ) ξ (σ))ｔ ｔ １ ｔ－１ ｔ １ ｔ－１

１ ２

ａ (ξ (σ) ξ (σ)))Ｉ
ｔ １ ｔ－１,..,

§ 定義：29.4.
戦略組合せσのときのｔ 期のプレーヤーｉの利得を、ｐ (ξ (σ))と表し、割引係数を­ ｉ

ｔ

δとすると、Ｔが有限のときの平均利得現在価値Φ (σ)はｉ
Ｔ

Φ (σ)≡[Σ δ ｐ (ξ (σ))] [Σ δ ]ｉ ｔ＝１ ｉ ｔ＝１
Ｔ Ｔ ｔ－１ ｔ Ｔ ｔ－１/

また、Ｔが無限のとき、δ＜ ならば0
Φ (σ)≡[Σ δ ｐ (ξ (σ))] [ ( δ)]ｉ ｔ＝１ ｉ
Ｔ ∞ ｔ－１ ｔ ·/ 1/ 1­

注意：①割引係数δはすべてのプレーヤーで同一とする。
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②割引率をｒとすると、ｒ＝( δ) δあるいはδ＝ ( ｒ)1­ / 1/ 1+
③δ∈[ ]であるが、δ＝１(ｒ )の場合でも、収束すると仮定する。0,1 =0
④経済学では、普通は平均でなく合計なので、分母（Σ δ や ( δ)）は省略する。ｔ＝１

Ｔ ｔ－１ 1/ 1­

§ 定義：29.5.
割引係数δのとき、正規型ゲームΓのＴ回繰り返しゲームは
Γ (δ)≡(Ｉ ΣΦ)Ｔ , ,

と表される。ただし、
Φ≡(Φ (σ) Φ (σ) Φ (σ))１ ２ Ｉ

Ｔ Ｔ Ｔ, ,...,
§ 定義：単純なナッシュ戦略29.6.
基底ゲームΓでナッシュ均衡を達成する戦略の組合せをｓ とし、繰り返しゲームで、この＊

基底ゲームのナッシュ戦略を繰り返す戦略をσ と表す。すなわち＊

ｔ ｔ ＊∀ｉ∈Ｉ ∀ｔ∈[ Ｔ]：ａ (ｈ )＝ｓ· 0, ｉ ｉ

と定義する。これを単純なナッシュ戦略と呼ぶことにする。

§ 定理：基底ゲームのナッシュ均衡と繰返しゲームのナッシュ均衡29.7.
すべての割引係数δ∈[ ]と、すべての繰り返し回数Ｔ∈[ ∞)について、単純なナッ0,1 2,
シュ戦略σ は、繰り返しゲームΓ (δ)のナッシュ均衡となる。＊ Ｔ

注意：
この定理より、基底ゲームにナッシュ均衡が存在すれば、繰り返しゲームにおけるナッシ
ュ均衡の存在も保証される。

第２節無限繰り返しゲームのナッシュ均衡
基底ゲームのナッシュ均衡以外の戦略組合せも、繰り返しゲームではナッシュ均衡となる
可能性がある。この節では、この問題を分析する。

§ 定義：懲罰戦略29.8.
プレーヤーｉのライバルプレーヤーが、プレーヤーｉの利得を最小にする行動は以下のよ
うに定義される：
ｗ ≡ ｐ (ｓ ｓ )ｉ ｓ－ｉ ｓｉ ｉ ｉ －ｉmin max ,

このときの利得ｗ を懲罰利得と呼ぶ。ｉ

プレーヤーｉのライバルが取る戦略ｒ は－ｉｉ

ｒ ≡ ｐ (ｓ ｓ )－ｉ ｓ－ｉ ｓｉ ｉ ｉ －ｉ
ｉ arg min max ,

と定義される。ライバルの戦略が最も望ましくないケースでも、プレーヤーｉはｗ の利得はｉ

確保できる。
すべてのプレーヤーがｗ 以上の利得を得ている状況を考えると、以下のような集合を定義ｉ

できる：
Ψ(Γ)≡{ｐ (ｓ) ｐ (ｓ) ｐ (ｓ)：ｓ∈Ｓ ｐ (ｓ)＞ｗ ｉ∈Ｉ}１ ２ Ｉ ｉ ｉ, ,..., , for all
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29.9. q ==§ 例：クールノー寡占①モデル 図２

a­c /b限界費用ｃは一定とする。 ( )
また、線形逆需要関数を仮定
ｐ(ｑ ｑ )＝ａ－ｂｑ１ ２,
ただし、ｑ＝ｑ ｑ とする。利潤は１ ２+

ｉ １ ２ ｉ １π (ｑ ｑ )≡(ａ－ｂｑ－ｃ)ｑ, r
ただし、ｉ である。これを微分すると、=1,2

a­c /2b以下の最適反応関数 ( )
ｒ (ｑ )＝[(ａ－ｃ) ｂ－ｑ ] 、ｉ≠ｊｉ ｊ ｊ/ /2

＊を得る。ただし、ａ＞ｃとする。 q ２
これらの図解が左図である。 Ａ
１ ２ ２ｑ とｑ がクールノー生産量＊ ＊ r

１線分Ａ上の点は独占生産量ｑ ( )ｍ= a­c /2b q
π 図 ( ) ( )２ １== 0 q a­c /2b a­c＊

/b
ｍπ

一方、左図は、２企業の利潤である。
π はクールノー生産量の利潤ｃ

π は独占利潤ｍ

点Ａがクールノー均衡利潤組合せ
π 線分π π が独占利潤を２分しているｃ A ｍ ｍ

クールノー複占での懲罰は
π 生産量をｑ ＝(ａ ｃ)ｂ１

ＭＰ ­ /
π π とすることで、このときには0 ｃ ｍ

価格 限界費用となって、=
ライバルの最適反応生産量＝ゼロとなる。したがって、懲罰利潤の組合せは原点で示され、
懲罰利得以上の利得集合Ψ(Γ)は原点を除く三角形π ０π で示される。ｍ ｍ

§ 例：クールノー寡占②29.10.
２寡占企業が、生産量(ｑ ｑ )を生産することに合意したとする。ただし、生産量合１ ２

＊ ＊,
計ｑ ＝ｑ ＋ｑ とする。このときには、利潤合計はπ ＋π ＝π となっている。ｍ ＊ ＊ ＊ ＊ ｍ

１ ２ １ ２

このときには、戦略歴史は
ｈ ＝((ｑ ｑ ) (ｑ ｑ ) (ｑ ｑ ))ｔ １ １ ２ ２ ｔ－１ ｔ－１

１ ２ １ ２ １ ２, , , ,..., ,
と表される。さらに、ｔ 期の生産量組合せを­1
ｈ ( )＝((ｑ ｑ )ｔ ｔ－１ ｔ－１t­1 ,１ ２

と示す。

§ 定理：クールノー寡占版のフォーク定理29.11.
以下の戦略組合せ(σ σ )は、δが１に十分近ければ、Γ (δ)のナッシュ均衡とな１ ２

＊ ＊ ∞,
る：

, , ,...σ ＝(ａ (ｈ )) (ａ (ｈ )) (ａ (ｈ ))１ １ １ １
＊ １＊ １ ２＊ ２ ３＊ ３

, , ,...σ ＝(ａ (ｈ )) (ａ (ｈ )) (ａ (ｈ ))２ ２ ２ ２
＊ １＊ １ ２＊ ２ ３＊ ３

ただし、
for t­1 = , orｑ ∀ｑ ：ｈ ( ) (ｑ ｑ )ＭＰ ｔ ＭＰ

ｊ ｊ

ａ (ｈ )＝ ∀ｑ ≠ｑ ：ｈ ( ) (ｑ ｑ )ｉ ｊ ｊ ｉ ｊ
ｔ ｔ ＊ ｔ ＊for t­1 = ,

ｑ その他のケースｉ
＊ for

注意：
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①この戦略では、前期にｑ を生産しているか、ライバルプレーヤーが協定生産量ｑ かＭＰ ＊
ｊ

ら乖離した(裏切った)ときには、ｑ を生産する。したがって、一度でも、ライバルが協定ＭＰ

生産量から乖離すれば、永久にｑ を生産することになる。ＭＰ

②このような戦略は 戦略と呼ばれる。trigger

§ 証明：29.12.
戦略組合せ(σ σ )のときのプレーヤｉの利潤はΦ (σ σ )で示されるから、１ ２ ｉ １ ２

＊ ＊ ∞ ＊ ＊, ,
∀σ ∈Σ ：Φ (σ σ )≧Φ (σ σ )１ １ １ １ ２ １ １ ２

∞ ＊ ＊ ∞ ＊, ,
∀σ ∈Σ ：Φ (σ σ )≧Φ (σ σ )２ ２ ２ １ ２ ２ １ ２

∞ ＊ ＊ ∞ ＊, ,
であれば、ナッシュ均衡となる。
協定生産量ｑ を生産し続けたときの各期の利潤はπ であるからｉ ｉ

＊ ＊

Φ (σ σ )＝π ( δ)ｉ １ ２ ｉ
∞ ＊ ＊ ＊, / 1­

一方、協定生産量から乖離し(裏切って)、ライバルが懲罰生産量を生産し始めるまでの期間
に得る利潤をπ とすると、それ以降は利潤はゼロであるから、たとえば、プレーヤー１のｉ

＄

乖離したときの利潤合計の現在価値は
∞ ＊ ＄Φ (σ σ )＝π１ １ ２ １,

よって、π ( δ)≧π となるほどにδが１に近ければ、戦略組合せ(σ σ )はナッｉ ｉ １ ２
＊ ＄ ＊ ＊/ 1­ ,

シュ均衡となる。

§ 説明：29.13.
この証明は、条件ｑ ＝ｑ ＋ｑ には依存していないから、この定理は、集合Ψ(Γ)のどｍ ＊ ＊

１ ２

の点、すなわち懲罰状態(原点)以外の生産量の組合せ(ｑ ｑ )に対しても成立する。言１ ２
＊ ＊,

い換えれば、ナッシュ均衡という概念だけでは、どのような協調戦略(ｑ ｑ )がサポー１ ２
＊ ＊,

トされるかは、決められない。

29.14. Folk Theorem§ 定理：民衆(みんな知ってる)定理
すべての基底ゲームΓとすべての利得ベクターｐ≡(ｐ ｐ ｐ )∈Ψ(Γ)に対して、１ ２ Ｉ, ,...,
∃δ ∈( ) ∀δ≧δ ：０ ０0,1 ·

ｉ ｉΓ (δ)はナッシュ均衡σ を持ち、すべてのｉ∈ＩについてΦ (σ )＝ｐ∞ ＊ ∞ ＊

注意：①すべてのプレーヤーがｗ を超える大きさの利得を得ている。ｉ

②この定理の証明には 戦略が用いられる。定理§ を参照。trigger 29.11.

第３節無限繰り返しゲームのサブゲーム完全ナッシュ均衡
§ 説明：29.15.
前節の分析では、〈ライバルが協定生産量から乖離すれば、永久に生産量ｑ を生産し続ＭＰ

ける〉ことになるが、このときには、罰している企業の利潤はゼロであり、この脅し行動は、
最適反応戦略ではない可能性がある。

§ 定義：29.16.
戦略歴史
ｈ ＝(ｓ ｓ ｓ )∈Ｓ ≡Ｓ�Ｓ�・・・�Ｓｔ １ ２ ｔ－１ ｔ－１, ,...,

が与えられたときの、続くτ－１期間の未来歴史 ｈ (ｈ )∈Ｓ を以continuation history τ ｔ τ－１

下のように定義する：
ｈ ＝(ｈ ｓ ｓ ｓ ｓ )τ ｔ ｔ ｔ＋１ ｔ＋２ τ－１, , , ....,

このときのプレーヤーｉの未来戦略は以下のように定義される：
σ (ｈ )＝(ａ (ｈ (ｈ )) ａ (ｈ (ｈ )) ａ (ｈ (ｈ )) )ｉ ｉ ｉ ｉ

ｔ ｔ ｔ＋１ ｔ ｔ＋１ ｔ＋２ ｔ ｔ＋２ ｔ＋３ ｔ, , ,.....
このとき、戦略歴史ｈ 以降の戦略組合せはｔ

σ(ｈ )＝(σ (ｈ ) σ (ｈ ) σ (ｈ ))ｔ ｔ ｔ ｔ
１ ２ Ｉ, ,...,
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と表され、利得も
Φ (σ(ｈ ))＝(Φ (σ(ｈ )) Φ (σ(ｈ )) Φ (σ(ｈ )))∞ ｔ ∞ ｔ ∞ ｔ ∞ ｔ

１ ２ Ｉ, ,...,
と定義される。

§ 定義：サブゲーム完全ナッシュ均衡29.17.
無限繰り返しゲームΓ (δ)に対する戦略組合せσ が、以下の条件を満たすとき、サブゲ∞ ＊

ーム完全ナッシュ均衡と言われる：
σ (ｈ )＝(σ (ｈ ) σ (ｈ ) σ (ｈ ))が、すべての（過去も未来も含む）戦略＊ ｔ ＊ ｔ ＊ ｔ ＊ ｔ

１ ２ Ｉ, ,...,
歴史ｈ ∈Ｓ に対して、すべてのｔ≧１で、ナッシュ均衡となっている。ｔ ｔ－１

注意：これは、どんな歴史に対しても、未来戦略が、どの時点でもナッシュ均衡となること
を求めているから、〈こけ脅かし〉戦略の可能性を排除している。

29.18. Friedman§ 定理：
ｓ を基底ゲームΓのナッシュ均衡とし、そのときのプレーヤーｉの利得をｐ (ｓ )とする。＊ ｉ ＊

このときには、
①条件ｐ ＞ ｐ (ｓ )を満たす、Γのどんな利得ベクターに対しても、ｉ ｉ

＃ ＊

②ある割引係数δ が存在し、条件δ≧δ が成立するときには、０ ０

∞ ＊ ＃ ＊③無限ゲームΓ (δ)には、Φ (σ )＝ｐ となるような、サブゲーム完全ナッシュ均衡σｉ ｉ

が存在する

§ 説明：29.19.
クールノーゲームでは、点Ａより上の点は、サブゲーム完全なナッシュ均衡として実現す
ることができる。このケースでは、乖離した場合には、以後はクールノー均衡点(＝ナッシュ
均衡)が永久に続くことになる。
この理論の問題点は、基底ゲームのナッシュ均衡は、普通は〈裏切り〉に対する懲罰にな
らない点である。

§ 定義： の 原則( )29.20. Abrew Stick and Carrot JET,1993?
裏切り行為に、〈より厳しい懲罰〉を与えるサブゲーム完全戦略は、以下のように定義さ
れる：
①あるプレーヤーｉが(協調価格より低い価格を設定して)裏切った場合は、一定期間(懲罰
期間)、すべてのライバルプレーヤーは懲罰戦略( 戦略ｒ )を行う。min·max －ｉ

ｉ

②その期間の後は、協調価格に戻って、〈高い利潤〉を得る。

§ 説明：29.21.
戦略が、サブゲーム完全になる理由Stick and Carrot

①懲罰戦略の期間が有限で、その後の〈高い利潤〉を得る期間が無限であるため、割引係
数が１に近ければ、後者の方が大きくなる。
②懲罰戦略期間は低利潤であるが、懲罰戦略がその後の〈高い利潤〉期間が永久に続くこ
とを保証するから、①が成立すれば、サブゲーム完全戦略となる。
注意：
①プレーヤーが３人以上の場合で、懲罰期間中に、懲罰戦略中のプレーヤーが懲罰戦略か
ら乖離すれば(裏切れば)、このプレーヤーに対しても、 戦略が取られる。Stick and Carrot
②したがって、サブゲーム完全均衡でも、民衆定理が成立する。

§ 例：ﾍﾞﾙﾄﾗﾝ ﾊﾟﾗﾄﾞｯｸｽ(価格設定寡占ゲーム)29.22. ·
同質財市場で価格を設定する寡占を考える。平均費用は一定で限界費用に等しいとする。
このときには、唯一のナッシュ均衡は、すべての企業が、価格＝平均費用としている(したが
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って利潤ゼロの状態にある)ときである(この正確な証明は にTirole, Industrial Organiztion
ある)。

§ 例：価格設定寡占無限繰り返しゲームのサブゲーム完全均衡29.23.
価格設定寡占繰り返しゲームでは、懲罰戦略は価格＝平均費用とすることで、これはナッ
シュ均衡であるから、 の定理§ によって、価格＞平均費用となるようなどFriedman 29.18.
のような協調戦略も、サブゲーム完全なナッシュ均衡となる可能性がある。

第４節有限繰り返しゲーム
§ 定理：29.24.
①基底ゲームΓに、ユニークなナッシュ均衡戦略ｓ が存在して、＊

②すべてのｉ∈Ｉについて、条件ｐ (ｓ )＝ｗ (≡ ｐ (ｓ ｓ ))が成立すｉ ｉ ｓ－ｉ ｓｉ ｉ ｉ －ｉ
＊ min max ,

るときには、
有限回数繰返しゲームのナッシュ均衡で達成される利得組合せは(ｐ (ｓ ) ｐ (ｓ ))１ Ｉ

＊ ＊,...,
のみである。

§ 例：29.25.
ベルトランパラドックスによって、価格設定寡占ゲームでは、ナッシュ均衡は利潤ゼロ価
格のみである。よって有限繰り返し価格設定寡占ゲームでも、ナッシュ均衡は全企業が平均
費用に等しい価格を設定して利潤ゼロを得るゲームの繰り返しである。

§ 定理：有限繰り返しゲームのナッシュ均衡（サブゲーム完全ではない）29.26.
①基底ゲームΓに、ナッシュ均衡戦略ｓ が存在して、＊

②すべてのｉ∈Ｉについて、ｐ (ｓ )＞ｗ が成立するときには、ｉ ｉ
＊

集合Ψ(Γ)(≡{ｐ (ｓ) ｐ (ｓ)：ｓ∈Ｓ ｐ (ｓ)＞ｗ ｉ∈Ｉ})１ Ｉ ｉ ｉ,,..., , for all
のどの点も、
③δが１に充分近く、Ｔが十分に大きければ、
有限繰り返しゲームのナッシュ均衡の利得となる。
注意：
①繰り返しゲームのナッシュ均衡として支持される利得は、ｐ (ｓ )ではなく、Ψ(Γ)のｉ

＊

任意の点である。ただし、１番最後のゲームでは、基底ゲームのナッシュ均衡が実現される
(懲罰戦略をとる機会がないため、協調戦略はｻﾎﾟｰﾄされない)。
②この定理の懲罰戦略行動はサブゲーム完全な戦略ではないし、有限繰り返しゲームでは

戦略は成立しない。Stick and Carrot

§ 定理：有限繰り返しゲームのサブゲーム完全ナッシュ均衡29.27.
基底ゲームΓのナッシュ均衡ｓ がユニークであれば、有限繰り返しゲームΓ のサブゲー＊ Ｔ

ム完全なナッシュ均衡σ は、単純なナッシュ均衡(ｓ の繰り返し)のみで、すべてのプレー＊ ＊

ヤーｉ∈Ｉについて、
Φ (σ )＝ｐ (ｓ )ｉ ｉ
Ｔ ＊ ＊

となる。

§ 説明：29.28.
ユニークなナッシュ均衡を持つゲームが有限回繰り返される場合には、信用される
方法でライバルを脅すことはできない。しかし、以下の定理にあるように、ナッシcredible

ュ均衡が２個以上ある場合には、脅しは となり、サブゲーム完全となる。credible

§ 定理：29.29.
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①ｓ とｓ を、基底ゲームΓの２つのナッシュ均衡とし、すべてのプレーヤーｉ∈Ｉにつ＊ ＊＊

いてｐ (ｓ )＞ ｐ (ｓ )を満たすものとする。ｉ ｉ
＊ ＊＊

②このときには、ある割引係数δ と、期間Ｔ とτ(ただしＴ ＞τで、Ｔ はτの関数)が０ ０ ０ ０

存在し、条件δ≧δ とＴ≧Ｔ (τ)が成立する有限ゲームΓ (δ)に対しては、以下の命題が０ ０ Ｔ

成立する：
ゲームのはじめのτ回で、∀ｉ∈Ｉ：ｐ ＞ ｐ (ｓ )が成立する〈どんな利得組合せ〉でｉ ｉ

＊

も、サブゲーム完全なナッシュ均衡とすることができる。

§ 例：29.30.
以下のような２人ゲームを考える：

プレーヤー２
Ｔ Ｍ Ｂ
4, 4 1, 5 0, 2プレーヤー１ Ｔ
5, 1 3, 3 0, 0Ｍ
2, 0 0, 0 1, 1Ｂ

①このゲームには、ナッシュ均衡は、(ＭＭ)と(Ｂ Ｂ)の２つある。, ,
②しかし、戦略組合せ(Ｔ Ｔ)が、２人のプレーヤーに の利得組合せ( )をもたら, best 4,4
すが、これはナッシュ均衡ではないから、１度かぎりのゲームであれば、実現されない。
③しかし、このゲームが２回繰返されるときには、以下のような戦略で、始めのゲームで
戦略組合せ(Ｔ Ｔ)が実現される：,

, =1,2σ ＝(σ ，σ )、ただし、σ ＝(ａ (ｈ ) ａ (ｈ ))、ｉ＊ ＊ ＊ ＊ １ １ ２ ２
１ ２ ｉ ｉ ｉ

ただし、ｉ に対して=1,2
ａ (ｈ )＝Ｔｉ
１ １

ａ (ｈ )＝ Ｍ ｈ ＝(Ｔ Ｔ)ｉ
２ ２ ２for ,

Ｂ その他for
この戦略に対する〈最適な乖離戦略σ 〉は＃

１回目にＭ、２回目にＢ
である。このときのプレーヤー１の利得合計Π は１＃

, , 5+1=6Π ＝ｐ (Ｍ Ｔ)＋ｐ (Ｂ Ｂ)＝１ １ １
＃

一方、戦略σ の利得合計Π は＊ ＊
１

, , 4+3=7Π ＝ｐ (Ｔ Ｔ)＋ｐ (Ｍ Ｍ)＝１ １ １
＊

となる。同じ議論はプレーヤー２にも成立するから、戦略ｓ は、サブゲーム完全なナッシュ＊

均衡となって、ゲームの始めの段階では、戦略(ＴＴ)が支持される。,


