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指数関数に続いて対数関数の話に入ろう。対数とは底がある特定の数になるために増加させられなければな

らないベキ級数のことをいう。たとえば、これまでの 42 = 16 はこのように表現される。

log4 16 = 2.

一般的には
y = bt ⇐⇒ t = logb y. (1)

特に底が 10 の場合を常用対数（ log ：底 10 を省略）、底が e の場合を自然対数（ loge = ln ）という。たと

えば
y = et ⇔ t = loge y (t = ln y).

また
ln en = n.

対数には以下の計算法則がある。

ln(uv) = lnu + ln v, (u, v > 0)

ln(
u

v
) = lnu− ln v, (u, v > 0)

lnua = a lnu, (u > 0)

logb u = (logb e)(loge u). (u > 0)

logb e =
1

loge b

u = b, logb b = logb b = 1 = (logb e)(loge b).

また特に

log10 N = (log10 e)(loge N) = 0.4343 loge N

loge N = (loge 10)(log10 N) = 2.3026 log10 N.

たとえば次のように計算できる。

abx − c = 0, (a, b, c > 0)

abx = c

log a + x log b = log c

x =
log c− log a

log b
.
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対数には次のような計算法則もある。

ln y1 = ln y2 ⇔ y1 = y2

ln y1 > ln y2 ⇔ y1 > y2



0 < y < 1
y = 1
y > 1



 ⇔





log y < 0
log y = 0
log y > 0





指数関数でも扱った y = Aert で逆関数を求める。

ln y = ln(Aert) = lnA + rt ln e = lnA + rt

t =
ln y − lnA

r
(r 6= 0)

また一般的に Abct において

er = bc

ln er = ln bc

r = ln bc = c ln b

y = Abct = Ae(c ln b)t = A exp［(c ln b)t］.

次の対数関数の微分は

y = ln y

dy

dt
=

d

dt
ln t =

1
t
.

より厳密には対数関数

y = f(t) = ln t, t → N

f ′(N) =
dy

dt

∣∣∣
t=N

= lim
t→N

f(t)− f(N)
t−N

= lim
t→N

ln t− lnN

t−N
= lim

t→N

ln(t/N)
t−N

.

ここで m ≡ N
t−N とすると

1
t−N

=
m

N
t

N
= 1 +

t−N

N
= 1 +

1
m

1
t−N

ln
t

N
=

m

N
ln(1 +

1
m

) =
1
N

ln(1 +
1
m

)m

f ′(N) =
dy

dt

∣∣∣
t=N

= lim
m→∞

1
N

ln(1 +
1
m

)m =
1
N

ln e =
1
N

.

たとえば y = et の場合

dy

dt
=

d

dt
et = et

t = ln y,
dt

dy
=

1
y

dy

dt
=

1
dt/dy

=
1

1/y
= y = et.

2



さらに指数関数および対数関数の微分を例題をとおしてみていこう。一般的な関数 y = ef(t) において

u = f(t) とすると

y = eu

d

dt
ef(t) =

d

dt
eu =

d

du
eu du

dt
= eu du

dt
= ef(t)f ′(t).

続いて一般的なかたちの対数関数 y = ln f(t) において v = f(t) とすると

y = ln v

d

dt
ln f(t) =

d

dt
ln v =

d

dv
ln v

dv

dt
=

1
v

dv

dt
=

1
f(t)

f ′(x).

まとめると

d

dt
ef(t) = f ′(t)ef(t), (

d

dt
eu = eu du

dt
) (2)

d

dt
ln f(t) =

f ′(t)
f(t)

, (
d

dt
ln v =

1
v

dv

dt
). (3)

因みに
d

dt
k ln t = k

d

dt
ln t =

k

t
.

更に導関数はそれぞれ
d

dt
bt = bt ln b,

d

dt
logb t =

1
t ln b

.

たとえば
d

dt
bt =

d

dt
et ln b = (ln b)(et ln b) = ln b · bt = bt ln b.

指数関数 y = bt の 1次および 2次導関数は

y′ = bt ln b

y′′ =
d

dt
y′(t) = (

d

dt
bt) ln b = (bt ln b) ln b = bt(ln b)2.

対数関数 y = ln t の 1次および 2次導関数は

y′ =
1
t

= t−1

y′′ = −t−2 =
−1
t2

たとえば次の関数を対数関数に置き換えて 1次導関数を求めると

y =
x2

(x + 3)(2x + 1)
ln y = ln x2 − ln(x + 3)− ln(2x + 1)

d

dx
ln y =

1
y

dy

dx

dy

dx
=

2x

x2
− 1

x + 3
− 2

2x + 1
=

7x + 6
x(x + 3)(2x + 1)

.
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最後に次の指数関数の最大化を例にあげよう。

V = Ke
√

t = K exp(t1/2). (4)

のとき次の指数関数の 1階条件 dA
dt = 0 より

A(t) = V e−rt = Ke
√

te−rt = Ke
√

t−rt. (5)

lnA(t) = lnK + ln e
√

t−rt = ln K + (t1/2−rt)
1
A

dA

dt
=

1
2
t−1/2−r

or
dA

dt
= A(

1
2
t−1/2−r).

また dA
dt 6= 0 であるから

t = (
1
2r

)2 =
1

4r2
.

因みに 2階条件は

d2A

dt2
=

d

dt
A(

1
2
t−1/2 − r) = A

d

dt
(
1
2
t−1/2 − r) + (

1
2
t−1/2 − r)

dA

dt
.

いま dA/dt = 0 より
d2A

dt2
= A

d

dt
(
1
2
t−1/2 − r) = A(−1

4
t−3/2) =

−A

4
√

t3
.

A > 0 および t > 0 から 2階条件は負である。よってこの関数は t = 1
4r2 のとき最大である。
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