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前回までは 1変数のみの問題（ f(x) ）を扱ってきた。ここでは 2変数以上の関数の問題に進もう。まずは

変数を 2つ持つ関数 z = f(x, y) の 1次偏導関数は

fx ≡ ∂z

∂x
, fy ≡ ∂z

∂y
. (1)

2次偏導関数は

fxx ≡ ∂

∂x
(fx), fyy ≡ ∂

∂y
(fy) (2)

∂2z

∂x2
≡ ∂

∂x
(
∂z

∂x
),

∂2z

∂y2
≡ ∂

∂y
(
∂z

∂y
).

そして交差（混合）偏導関数は

fxy ≡ ∂2z

∂x∂y
≡ ∂

∂x
(
∂z

∂y
), fyx ≡ ∂2z

∂y∂x
≡ ∂

∂y
(
∂z

∂x
). (3)

ヤングの定理により、2つの交差偏導関数がともに連続である限りそれらは互いに等しい。これは 2次以上に

もいえる。
fxy = fyx.

たとえば、 z = x3 + 5xy − y2 の 1次および 2次偏導関数はそれぞれ

fx = 3x2 + 5y, fy = 5x− 2y

fxx = 6x, fyx = 5, fxy = 5, fyy = −2.

2つの交差偏導関数が等しいことがわかる。また z = x2e−y の 1次および 2次偏導関数はそれぞれ

fx = 2xe−y, fy = −x2e−y

fxx = 2e−y, fyx = −2xe−y, fxy = −2xe−y, fyy = x2e−y.

これも交差偏導関数は等しい。

続いて一般的に関数 z = f(x, y) の 1次導関数は

dz = fxdx + fydy. (4)
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そして 2次導関数は

d2z ≡ d(dz) =
∂(dz)
∂x

dx +
∂(dz)
∂y

dy (5)

=
∂

∂x
(fxdx + fydy)dx +

∂

∂y
(fxdx + fydy)dy

= (fxxdx + fxydy)dx + (fyxdx + fyydy)dy

= fxxdx2 + fxydydx + fyxdxdy + fyydy2

= fxxdx2 + 2fxydxdy + fyydy2.

たとえば、 z = x3 + 5xy − y2 の 1次および 2次導関数は

dz = (3x2 + 5y)dx + (5x− 2y)dy

d2z = 6xdx2 + 10dxdy − 2dy2

次回は更に話を進める。
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