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はじめに 

 

この本は，実数を拡張するための，ある方法についての解説書である．実数の拡張には， 

実数に虚数単位を付加して複素数を導く方法（参考文献[１]ｐ．２０４） 

複素数の更なる拡張として四元数を導く方法（参考文献[１]ｐ．２１３） 

実数に∞を付加する方法（参考文献[３]ｐ．４４） 

超実数を導く方法（参考文献[４][５]） 

等がよく知られている． 

しかし，次の２つの方法があることは，あまり知られていないようである． 

（ア） カージナル数（濃度）を新しい自然数として，整数，有理数，実数へと拡張する方法 

（イ） 実数に，すべての無限大カージナル数 

 ・・・，ωא ，・・・，２א ，１א ，０א 

   を付加する方法 

当然，（ア）と（イ）のどちらの方法も，無限大カージナル数を分母とする分数１／ אαを 

考えることになる．そのような数が何の役に立つのかと疑問に感じる読者も多いと思われる

が，その効能については，第３章で述べることにして，実際に，そのような数の拡張が可能

であることを先に示す． 

この本では，（イ）の方法を用いるが，（ア）の方法で導かれる数も，（イ）の方法で導

かれる数も，結果は同じである．（参考文献[６]） 

 

 

約  束 
 

 この本では，次のことは，説明なしで用いる． 

（ア） 無限大カージナル数すべての集まりを集合とすれば，ブラリ・フォルティの逆理が 

   生じるので，この逆理を回避するために，集合よりも，もっと広い概念である領域とい 

う用語も用いる．（参考文献[２]Ｐ．１４４） 

 

（イ） 元が一つだけの集合{ａ}とａは本質的に異なる概念であるが，混乱が生じない場 

合は，両者を同一視する．このとき， 

例： ａ{ａ}は当然であるが，ａａも正しい． 

例： 実数すべての集合をＲとして，Ｒの空でない部分集合すべての族をＵ(Ｒ) 

とすれば，ＲＵ(Ｒ)は当然であるが，Ｒ⊂Ｕ(Ｒ)も正しい．実際， 
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   ∀ａＲ，{ａ}Ｕ(Ｒ)であるので，{{ａ}：ａＲ}⊂Ｕ(Ｒ)である． 

    ここで，{ａ}とａを同一視すれば，Ｒ＝{ａ：ａＲ}⊂Ｕ(Ｒ)となる． 

 

（ウ） 一般連続体仮説「任意の順序数αについて２
 ．α＋１」は成り立つと仮定するא ＝αא 

このとき，実数すべての集合Ｒのカージナル数は １אに等しい． 
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第１章 拡大実数 

 

次の２つの命題を仮定する． 

（＊１）実数すべての集合が存在する．その集合をＲで表す． 

（＊２）無限大カージナル数 

 ・・・，ωא ，・・・，２א ，１א ，０א 

   すべての領域が存在する．その領域をＷで表す． 

 

このとき，Ｗ＝{  א ，・・・，２א ，１א ，０אω，・・・}に  

Ｗ(１)＝{  א ，・・・，(１)２א ，(１)１א ，(１)０אω(１)，・・・} 

Ｗ(２)＝{  א ，・・・，(２)２א ，(２)１א ，(２)０אω(２)，・・・} 

Ｗ(３)＝{  א ，・・・，(３)２א ，(３)１א ，(３)０אω(３)，・・・} 

Ｗ(４)＝{  א ，・・・，(４)２א ，(４)１א ，(４)０אω(４)，・・・} 

のように添え数を付けることで，Ｗと同等で互いに素な領域 

Ｗ(１)， Ｗ(２)， Ｗ(３)， Ｗ(４) 

を得ることができる． 

 

★１） 定義１ 

    Ｗ(１)の元に大小関係を導入する． אαＷに対して， אα(１)Ｗ(１)が対応する１対１

写像をｆ＋で表す．すなわち， 

ｆ＋： אα→ אα(１) 

   とする．ここで， אα， אβＷにおいて， 

（ア） אα＜ אβ ならば ｆ＋( אα)＞ｆ＋( אβ) すなわち  אα(１)＞ אβ(１) 

（イ） אα＝ אβ ならば ｆ＋( אα)＝ｆ＋( אβ) すなわち  אα(１)＝ אβ(１) 

（ウ） אα＞ אβ ならば ｆ＋( אα)＜ｆ＋( אβ) すなわち  אα(１)＜ אβ(１) 

   とする． 

  

 補足１： Ｗが全順序な領域であるので， 

・・・＜ｆ＋( אω)＜・・・＜ｆ＋( ２א)＜ｆ＋( １א)＜ｆ＋( ０א) 

     であり，Ｗ(１)も全順序な領域である． 
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★２） 定義２ 

    Ｗ(２)の元に大小関係を導入する． אαＷに対して， אα(２)Ｗ(２)が対応する１対１

写像をｆ－で表す．すなわち， 

ｆ－： אα→ אα(２) 

   とする．ここで， אα， אβＷにおいて， 

（ア） אα＜ אβ ならば ｆ－( אα)＜ｆ－( אβ) すなわち  אα(２)＜ אβ(２) 

（イ） אα＝ אβ ならば ｆ－( אα)＝ｆ－( אβ) すなわち  אα(２)＝ אβ(２) 

（ウ） אα＞ אβ ならば ｆ－( אα)＞ｆ－( אβ) すなわち  אα(２)＞ אβ(２) 

   とする． 

  

 補足２： Ｗが全順序な領域であるので， 

ｆ－( ０א)＜ｆ－( １א)＜ｆ－( ２א)＜・・・＜ｆ－( אω)＜・・・ 

     であり，Ｗ(２)も全順序な領域である． 

 

★３） 定義３ 

    Ｗ(３)の元に大小関係を導入する． אαＷに対して， אα(３)Ｗ(３)が対応する１対１

写像をｇ＋で表す．すなわち， 

ｇ＋： אα→ אα(３) 

   とする．ここで， אα， אβＷにおいて， 

（ア） אα＜ אβ ならば ｇ＋( אα)＜ｇ＋( אβ) すなわち  אα(３)＜ אβ(３) 

（イ） אα＝ אβ ならば ｇ＋( אα)＝ｇ＋( אβ) すなわち  אα(３)＝ אβ(３) 

（ウ） אα＞ אβ ならば ｇ＋( אα)＞ｇ＋( אβ) すなわち  אα(３)＞ אβ(３) 

   とする． 

  

 補足３： Ｗが全順序な領域であるので， 

ｇ＋( ０א)＜ｇ＋( １א)＜ｇ＋( ２א)＜・・・＜ｇ＋( אω)＜・・・ 

     であり，Ｗ(３)も全順序な領域である． 

 

★４） 定義４ 

    Ｗ(４)の元に大小関係を導入する． אαＷに対して， אα(４)Ｗ(４)が対応する１対１

写像をｇ－で表す．すなわち， 

ｇ－： אα→ אα(４) 

   とする．ここで， אα， אβＷにおいて， 
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（ア） אα＜ אβ ならば ｇ－( אα)＞ｇ－( אβ) すなわち  אα(４)＞ אβ(４) 

（イ） אα＝ אβ ならば ｇ－( אα)＝ｇ－( אβ) すなわち  אα(４)＝ אβ(４) 

（ウ） אα＞ אβ ならば ｇ－( אα)＜ｇ－( אβ) すなわち  אα(４)＜ אβ(４) 

   とする． 

  

 補足４： Ｗが全順序な領域であるので， 

・・・＜ｇ－( אω)＜・・・＜ｇ－( ２א)＜ｇ－( １א)＜ｇ－( ０א) 

     であり，Ｗ(４)も全順序な領域である． 

 

★５） 定義５ 

    ０Ｒとして，領域Π＝Ｗ(２)∪{０}∪Ｗ(１) の元に大小関係を導入する． 

    ａ，ｂΠとするとき， 

（ア）ａ，ｂＷ(１)で，Ｗ(１)においてａ＜ｂならば，Πにおいてもａ＜ｂ 

ａ，ｂＷ(１)で，Ｗ(１)においてａ＝ｂならば，Πにおいてもａ＝ｂ 

ａ，ｂＷ(１)で，Ｗ(１)においてａ＞ｂならば，Πにおいてもａ＞ｂ 

（イ）ａ，ｂＷ(２)で，Ｗ(２)においてａ＜ｂならば，Πにおいてもａ＜ｂ 

ａ，ｂＷ(２)で，Ｗ(２)においてａ＝ｂならば，Πにおいてもａ＝ｂ 

ａ，ｂＷ(２)で，Ｗ(２)においてａ＞ｂならば，Πにおいてもａ＞ｂ 

（ウ）ａＷ(１)，ｂＷ(２)ならば，ａ＞ｂ 

（エ）ａ＝０，ｂＷ(１)ならば，ａ＜ｂ 

ａ＝０，ｂＷ(２)ならば，ａ＞ｂ 

ａ＝０，ｂ＝０ならば，ａ＝ｂ 

とする． 

 

補足５：  אα＜ אβとすれば， 

ｆ－( ０א)＜ｆ－( １א)＜ｆ－( ２א)＜・・・＜ｆ－( אα)＜・・・＜ｆ－( אβ)＜ 

・・・＜０＜・・・ 

＜ｆ＋( אβ)＜・・・＜ｆ＋( אα)＜・・・＜ｆ＋( ２א)＜ｆ＋( １א) ＜ｆ＋( ０א) 

     であり，Πは全順序な領域である． 

 

★６） 定義６ 

    ａΠの符号は，ａＷ(１)ならば正，ａＷ(２)ならば負，ａ＝０ならば零とする． 
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★７） 定義７ 

    ａΠのとき，記号－ａの意味を，次のように定める． 

           （ア）ａ＝ｆ＋( אα)ならば，－ａ＝ｆ－( אα) 

（イ）ａ＝ｆ－( אα)ならば，－ａ＝ｆ＋( אα) 

（ウ）ａ＝０ならば，－ａ＝０ 

 

★８） 定義８ 

    領域{ｔ：ｆ－( אα)≦ｔ≦ｆ＋( אα)，ｔΠ}を，Παで表す． 

 

 補足６： Π０＝Π 

 

★９） 定義９ 

    ａΠ，ａ≠０ならば，ａ＝ｆ＋( אα) または ａ＝ｆ－( אα)となる順序数αが一意に 

存在する．このαを，ａのレベルといい，ℓ(ａ)で表す．ℓ(ａ)＝αであることをａα 

で表すこともある． 

 

★10） 定義10 

    ａΠの絶対値｜ａ｜を，次のように定める． 

（ア）ａ＝０ならば，｜ａ｜＝０ 

（イ）ℓ(ａ)＝αならば，｜ａ｜＝ｆ＋( אα) 

 

★11） 定義11 

    ａ，ｂΠのとき，絶対値の小さくない方を，Ａmax{ａ，ｂ}で表す．すなわち， 

（ア）「ａ≠０，ｂ＝０」または「ℓ(ａ)≦ℓ(ｂ)」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ａ 

（イ）「ａ＝０，ｂ≠０」または「ℓ(ａ)≧ℓ(ｂ)」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ｂ 

（ウ）「ａ＝０，ｂ＝０」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝０ 

   とする． 

 

★12） 定義12 

    Πにおいて，次の加法を定義する．ａ，ｂΠのとき， 

             Ａmax{ａ，ｂ}（ａ≠－ｂ） 

       ａ＋ｂ＝  Πα     （ａ＝－ｂ，ℓ(ａ)＝α） 

             ０     （ａ＝ｂ＝０） 
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★13） 定義13 

    ここで，「演算及び大小関係に関する規則」を定める． 

    Ｄが全順序領域で，Ｄの空でない部分領域すべての族をＵ(Ｄ)で表すとき， 

（ア）演算 

 ａ，ｂＤにおいて，演算＊が，ａ＊ｂＵ(Ｄ)となるように定義されて 

いるならば，Ａ，ＢＵ(Ｄ)に対して， 

Ａ＊Ｂ＝∪ａＡ，ｂＢ(ａ＊ｂ) 

とする． 

（イ）大小関係 

   Ａ，ＢＵ(Ｄ)に対して， 

∀ａＡ，∀ｂＢ，ａ＜ｂならば，Ａ＜Ｂ 

∀ａＡ，∀ｂＢ，ａ≦ｂならば，Ａ≦Ｂ 

とする．  

  

★14） 定義14 

    定義13において，Ｄに属する元を定数，Ｕ(Ｄ)－Ｄに属する元を不定数という． 

 

補足７： Ａ，ＢＵ(Ｄ)に対して，Ａ，Ｂの少なくとも片方が不定数ならば，Ａ≦Ｂは，

「Ａ＝ＢまたはＡ＜Ｂ」の意味ではないので注意を要する．  

 

★15） 定理１ 

    Πにおける加法は，次の結果を得る．証明は，定義12，定義13による． 

（ア）交換法則が成り立つ． 

               ｆ＋( אα)（ｆ－( אα)＜ｂ≦ｆ＋( אα)） 

（イ）ｆ＋( אα)＋ｂ＝  Πα   （ｂ＝ｆ－( אα)） 

              ｂ    （ｂ＜ｆ－( אα)またはｆ＋( אα)＜ｂ） 

 

               ｆ－( אα)（ｆ－( אα)≦ｂ＜ｆ＋( אα)） 

（ウ）ｆ－( אα)＋ｂ＝  Πα   （ｂ＝ｆ＋( אα)） 

              ｂ    （ｂ＜ｆ－( אα)またはｆ＋( אα)＜ｂ） 

            Πα（ｂΠα） 

（エ）Πα＋ｂ＝ 

            ｂ  （ｂΠα） 
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  （オ）Πα＋Πβ＝Πmin{α，β} 

 

★16） 定理２ 

    Πにおける加法は，結合法則が成り立つ．すなわち，ａ，ｂ，ｃΠとすれば， 

（ア）(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（イ）(Πα＋ｂ)＋ｃ＝Πα＋(ｂ＋ｃ) 

（ウ）(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ａ＋(Πβ＋ｃ) 

（エ）(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ａ＋(ｂ＋Πγ) 

（オ）(Πα＋Πβ)＋ｃ＝Πα＋(Πβ＋ｃ) 

（カ）(ａ＋Πβ)＋Πγ＝ａ＋(Πβ＋Πγ) 

（キ）(Πα＋ｂ)＋Πγ＝Πα＋(ｂ＋Πγ) 

（ク）(Πα＋Πβ)＋Πγ＝Πα＋(Πβ＋Πγ) 

   が成り立つ． 

（ア）の証明 

  ａ，ｂ，ｃのうちの，少なくとも１つが０ならば，明らかに成り立つので，ａ≠０， 

ｂ≠０，ｃ≠０とする． 

（あ） ａ，ｂ，ｃがすべて同符号ならば， 

ａ＝ｆ＋( אα)，ｂ＝ｆ＋( אβ)，ｃ＝ｆ＋( אγ) 

       または， 

ａ＝ｆ－( אα)，ｂ＝ｆ－( אβ)，ｃ＝ｆ－( אγ) 

    であるが，いずれの場合も， 

(ａ＋ｂ)＋ｃ＝Ａmax{ａ，ｂ，ｃ}＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

    を得る． 

 （い） その他のときは，ℓ(ａ)＝α，ℓ(ｂ)＝β，ℓ(ｃ)＝γとして，次の場合に分ける． 

（い－１）α＝β＝γの場合 

（い－２）α＜β，γの場合 

（い－３）β＜α，γの場合 

（い－４）γ＜α，βの場合 

（い－５）α＝β＜γの場合 

（い－６）α＝γ＜βの場合 

（い－７）β＝γ＜αの場合 

（い－１）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝Πα＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（い－２）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 
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（い－３）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（い－４）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（い－５）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（い－６）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（い－７）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

を得る． 

（イ）の証明 

     ｂΠα，ｃΠαならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝Πα＝Πα＋(ｂ＋ｃ) 

ｂΠα，ｃΠαならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＝Πα＋(ｂ＋ｃ) 

ｂΠα，ｃΠαならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝ｃ＝Πα＋(ｂ＋ｃ) 

ｂΠα，ｃΠαならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＋ｃ＝Πα＋(ｂ＋ｃ) 

を得る． 

（ウ）の証明 

     ａΠβ，ｃΠβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝Πβ＝ａ＋(Πβ＋ｃ) 

ａΠβ，ｃΠβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ａ＝ａ＋(Πβ＋ｃ) 

ａΠβ，ｃΠβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ｃ＝ａ＋(Πβ＋ｃ) 

ａΠβ，ｃΠβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ａ＋ｃ＝ａ＋(Πβ＋ｃ) 

を得る． 

（エ）の証明 

     ａΠγ，ｂΠγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝Πγ＝ａ＋(ｂ＋Πγ) 

ａΠγ，ｂΠγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ａ＝ａ＋(ｂ＋Πγ) 

ａΠγ，ｂΠγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ｂ＝ａ＋(ｂ＋Πγ) 

ａΠγ，ｂΠγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ａ＋ｂ＝ａ＋(ｂ＋Πγ) 

を得る． 

（オ）の証明 

     ｃΠmin{α，β}ならば，(Πα＋Πβ)＋ｃ＝Πmin{α，β}＝Πα＋(Πβ＋ｃ) 

ｃΠmin{α，β}ならば，(Πα＋Πβ)＋ｃ＝ｃ＝Πα＋(Πβ＋ｃ) 

を得る． 

（カ）の証明 

     ａΠmin{β，γ}ならば，(ａ＋Πβ)＋Πγ＝Πmin{β，γ}＝ａ＋(Πβ＋Πγ) 

ａΠmin{β，γ}ならば，(ａ＋Πβ)＋Πγ＝ａ＝ａ＋(Πβ＋Πγ) 

を得る． 
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（キ）の証明 

     ｂΠmin{α，γ}ならば，(Πα＋ｂ)＋Πγ＝Πmin{α，γ}＝Πα＋(ｂ＋Πγ) 

ｂΠmin{α，γ}ならば，(Πα＋ｂ)＋Πγ＝ｂ＝Πα＋(ｂ＋Πγ) 

を得る． 

（ク）の証明 

     (Πα＋Πβ)＋Πγ＝Πmin{α，β，γ}＝Πα＋(Πβ＋Πγ) 

     を得る． 

 

★17） 定義15 

    領域Ｐ＝Ｗ(４)∪Ｒ∪Ｗ(３) の元に大小関係を導入する．ａ，ｂＰとするとき， 

   （ア）ａ，ｂＷ(３)で，Ｗ(３)においてａ＜ｂならば，Ｐにおいてもａ＜ｂ 

ａ，ｂＷ(３)で，Ｗ(３)においてａ＝ｂならば，Ｐにおいてもａ＝ｂ 

      ａ，ｂＷ(３)で，Ｗ(３)においてａ＞ｂならば，Ｐにおいてもａ＞ｂ 

（イ）ａ，ｂＷ(４)で，Ｗ(４)においてａ＜ｂならば，Ｐにおいてもａ＜ｂ 

ａ，ｂＷ(４)で，Ｗ(４)においてａ＝ｂならば，Ｐにおいてもａ＝ｂ 

      ａ，ｂＷ(４)で，Ｗ(４)においてａ＞ｂならば，Ｐにおいてもａ＞ｂ 

（ウ）ａ，ｂＲで，Ｒにおいてａ＜ｂならば，Ｐにおいてもａ＜ｂ 

ａ，ｂＲで，Ｒにおいてａ＝ｂならば，Ｐにおいてもａ＝ｂ 

      ａ，ｂＲで，Ｒにおいてａ＞ｂならば，Ｐにおいてもａ＞ｂ 

   （エ）ａＷ(３)，ｂＲならば，ａ＞ｂ 

（オ）ａＷ(４)，ｂＲならば，ａ＜ｂ 

（カ）ａＷ(３)，ｂＷ(４)ならば，ａ＞ｂ 

   とする． 

 

補足８：  אα＜ אβとすれば， 

・・・＜ｇ－( אβ)＜・・・＜ｇ－( אα)＜・・・＜ｇ－( ２א)＜ｇ－( １א)＜ｇ－( ０א) 

＜Ｒ＜ 

ｇ＋( ０א)＜ｇ＋( １א)＜ｇ＋( ２א)＜・・・＜ｇ＋( אα)＜・・・＜ｇ＋( אβ)＜・・・ 

     であり，Ｐは全順序な領域である． 
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★18） 定義16 

    ａＰのとき，記号－ａの意味を，次のように定める． 

（ア）ａＲならば，－ａはａの反数（符号が逆の実数） 

（イ）ａ＝ｇ＋( אα)ならば，－ａ＝ｇ－( אα) 

（ウ）ａ＝ｇ－( אα)ならば，－ａ＝ｇ＋( אα) 

 

★19） 定義17 

    集合{ｔ：ｇ－( אα)≦ｔ≦ｇ＋( אα)，ｔＰ}を，Ｈαで表す． 

 

 補足９： ∪ אαＷＨα＝Ｐ 

 

★20） 定義18 

    ａＰ，ａＲならば，ａ＝ｇ＋( אα) または ａ＝ｇ－( אα)となる順序数αが一意に

存在する．このαをａのレベルといい，ℓ(ａ)で表す．ℓ(ａ)＝αであることをａαで表

すこともある． 

 

★21） 定義19 

    ａＰの絶対値｜ａ｜を，次のように定める． 

            ｜ａ｜（ａＲ） 

      ｜ａ｜＝   

            ｇ＋( אα)（ℓ(ａ)＝α） 

 

★22） 定義20 

    ａ，ｂＰのとき，絶対値の小さくない方を，Ａmax{ａ，ｂ}で表す．すなわち， 

（ア）「ａＲ，ｂＲ」で｜ａ｜≧｜ｂ｜ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ａ 

「ａＲ，ｂＲ」で｜ａ｜≦｜ｂ｜ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ｂ 

（イ）「ａＲ，ｂＲ」または「ℓ(ａ)≧ℓ(ｂ)」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ａ 

「ａＲ，ｂＲ」または「ℓ(ａ)≦ℓ(ｂ)」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ｂ 

   とする． 
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★23） 定義21 

    Ｐにおいて，次の加法を定義する．ａ，ｂＰのとき， 

            ａ＋ｂ   （ａ，ｂＲ） 

     ａ＋ｂ＝  Ａmax{ａ，ｂ}（ａＲ または ｂＲで，ａ≠－ｂ） 

           Ｈα     （ａＲ，ｂＲで，ａ＝－ｂ，ａα） 

 

★24） 定理３ 

    Ｐにおける加法は，次の結果を得る．証明は，定義21，定義13による． 

（ア）交換法則が成り立つ． 

               ｇ＋( אα)（ｇ－( אα)＜ｂ≦ｇ＋( אα)） 

（イ）ｇ＋( אα)＋ｂ＝  Ｈα   （ｂ＝ｇ－( אα)） 

              ｂ    （ｂ＜ｇ－( אα) または ｇ
 （ｂ＞(αא )＋

               ｇ－( אα)（ｇ－( אα)≦ｂ＜ｇ＋( אα)） 

（ウ）ｇ－( אα)＋ｂ＝  Ｈα   （ｂ＝ｇ＋( אα)） 

              ｂ    （ｂ＜ｇ－( אα) または ｇ
 （ｂ＞(αא )＋

            Ｈα（ｂＨα） 

（エ）Ｈα＋ｂ＝    

            ｂ  （ｂＨα） 

  （オ）Ｈα＋Ｈβ＝Ｈmax{α，β} 

 

★25） 定理４ 

Ｐにおける加法は，結合法則が成り立つ．すなわち，ａ，ｂ，ｃＰとすれば， 

（ア）(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（イ）(Ｈα＋ｂ)＋ｃ＝Ｈα＋(ｂ＋ｃ) 

（ウ）(ａ＋Ｈβ)＋ｃ＝ａ＋(Ｈβ＋ｃ) 

（エ）(ａ＋ｂ)＋Ｈγ＝ａ＋(ｂ＋Ｈγ) 

（オ）(Ｈα＋Ｈβ)＋ｃ＝Ｈα＋(Ｈβ＋ｃ) 

（カ）(ａ＋Ｈβ)＋Ｈγ＝ａ＋(Ｈβ＋Ｈγ) 

（キ）(Ｈα＋ｂ)＋Ｈγ＝Ｈα＋(ｂ＋Ｈγ) 

（ク）(Ｈα＋Ｈβ)＋Ｈγ＝Ｈα＋(Ｈβ＋Ｈγ) 

   が成り立つ． 

 

 



13 
 

（ア）の証明 

     次の場合に分ける． 

（ア－１）ａＲ，ｂＲ，ｃの場合 

（ア－２）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

（ア－３）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

（ア－４）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

（ア－５）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

（ア－６）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

（ア－７）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

（ア－８）ａＲ，ｂＲ，ｃＲの場合 

  （ア－１）の場合は，Ｒが実数の集合であるので明らか． 

（ア－２）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（ア－３）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（ア－４）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（ア－５）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（ア－６）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（ア－７）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

（ア－８）の場合は，ℓ(ａ)＝α， ℓ(ｂ)＝β， ℓ(ｃ)＝γとして，次の場合に分ける．  

（ア－８－１）α＝β＝γの場合 

（ア－８－２）α＜β＝γの場合 

（ア－８－３）β＜α＝γの場合 

（ア－８－４）γ＜α＝βの場合 

（ア－８－５）β，γ＜αの場合 

（ア－８－６）α，γ＜βの場合 

（ア－８－７）α，β＜γの場合 

（ア－８－１）の場合は，ａ，ｂ，ｃが，すべて同符合のときは両辺ともにａに等しく，

その他のときは両辺ともにＨαに等しい． 

（ア－８－２）の場合は，ｂ，ｃが同符合のときは両辺ともにｂに等しく，その他のと

きは両辺ともにＨβに等しい． 

（ア－８－３）の場合は，ａ，ｃが同符合のときは両辺ともにｃに等しく，その他のと

きは両辺ともにＨγに等しい． 

（ア－８－４）の場合は，ａ，ｂが同符合のときは両辺ともにａに等しく，その他のと

きは両辺ともにＨαに等しい． 
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（ア－８－５）の場合は，両辺ともにａに等しい． 

（ア－８－６）の場合は，両辺ともにｂに等しい． 

（ア－８－７）の場合は，両辺ともにｃに等しい． 

（イ）の証明 

     ｂＨα，ｃＨαならば，両辺ともにＨαに等しい． 

ｂＨα，ｃＨαならば，両辺ともにｂに等しい． 

ｂＨα，ｃＨαならば，両辺ともにｃに等しい． 

ｂＨα，ｃＨαならば，両辺ともにｂ＋ｃに等しい． 

（ウ）の証明 

     ａＨβ，ｃＨβならば，両辺ともにＨβに等しい． 

ａＨβ，ｃＨβならば，両辺ともにａに等しい． 

ａＨβ，ｃＨβならば，両辺ともにｃに等しい． 

ａＨβ，ｃＨβならば，両辺ともにａ＋ｃに等しい． 

（エ）の証明 

     ａＨγ，ｂＨγならば，両辺ともにＨγに等しい． 

ａＨγ，ｂＨγならば，両辺ともにａに等しい． 

ａＨγ，ｂＨγならば，両辺ともにｂに等しい． 

ａＨγ，ｂＨγならば，両辺ともにａ＋ｂに等しい． 

（オ）の証明 

     ｃＨmax{α，β}ならば，両辺ともにＨmax{α，β}に等しい． 

ｃＨmax{α，β}ならば，両辺ともにｃに等しい． 

（カ）の証明 

     ａＨmax{β，γ}ならば，両辺ともにＨmax{β，γ}に等しい． 

ａＨmax{β，γ}ならば，両辺ともにａに等しい． 

（キ）の証明 

     ｂＨmax{α，γ}ならば，両辺ともにＨmax{α，γ}に等しい． 

ｂＨmax{α，γ}ならば，両辺ともにｂに等しい． 

（ク）の証明 

     両辺ともにＨmax{α，β，γ}に等しい． 
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★26） 定義22 

    ａＰ，ｂΠとするとき，条件 

「ａＲ，ｂΠ」または「ａＰ，ａＲ，ｂ＝０」 

   を満たす順序対（ａ，ｂ）の領域 

{(ａ，ｂ)：ａＲ，ｂΠ}∪{(ａ，ｂ)：ａＰ，ａＲ，ｂ＝０} 

   をＤで表し，Ｄの元を拡大実数という． 

 

★27） 定義23 

    領域Ｄの元に大小関係を導入する．ｘ＝(ａ，ｂ)Ｄ，ｙ＝(ｃ，ｄ)Ｄとして， 

（ア）「ａ＝ｃ，ｂ＝ｄ」のとき，ｘ＝ｙ 

（イ）「ａ＜ｃまたは『ａ＝ｃ，ｂ＜ｄ』」のとき，ｘ＜ｙ 

   とする． 

 

 補足10： 領域Ｐ，Πが全順序領域であるので，Ｄも全順序領域である． 

 

★28） 定義24 

    ｘ＝(ａ，ｂ)Ｄならば，－ｘ＝(－ａ，－ｂ)とする． 

 

★29） 定義25 

（ア）ｘＤが，(０，０)＜ｘ ならば正の数，ｘ＜(０，０) ならば負の数とする． 

（イ）正の数すべての領域をＤ＋で表し，負の数すべての領域をＤ－で表す． 

 

★30） 定義26 

    領域{ｔ：(ｇ－( אα)，０)≦ｔ≦(ｇ＋( אα)，０)，ｔＤ}を，Θαで表す． 

 

 補足11： ∪ אαＷΘα＝Ｄ 

 

★31） 定義27 

    ｘＤの絶対値｜ｘ｜を，次のように定める． 

                 ｘ（(０，０)≦ｘ） 

           ｜ｘ｜＝  

                 －ｘ（ｘ＜(０，０)） 
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★32） 定義28 

    ｘＤを，次のように分類する． 

（ア）０＜｜ｘ｜≦(０，ｆ＋( ０א))のとき，無限小という． 

（イ）「(０，ｆ＋( ０א))＜｜ｘ｜＜(ｇ＋( ０א)，０)」またはｘ＝(０，０)のとき，有限 

という． 

（ウ）(ｇ＋( ０א)，０)≦｜ｘ｜のとき，無限大という． 

（エ）無限小と有限を合わせて，有界という． 

 

★33） 定義29 

    Ｄにおいて，次の加法を定義する．ｘ＝(ａ，ｂ)Ｄ，ｙ＝(ｃ，ｄ)Ｄとすれば， 

           {(ａ＋ｃ，ｔ)：ｔｂ＋ｄ}（ａＲ，ｃＲ） 

     ｘ＋ｙ＝  Ａmax{ｘ，ｙ} （ａＲ または ｃＲで，ｘ≠－ｙ） 

           Θα     （ａＲ，ｃＲで，ｘ＝－ｙ，ａα） 

 

 例：ｘ＝(１，ｆ＋( ０א))，ｙ＝(２，ｆ－( １א))とすれば， 

ｘ＋ｙ＝(１＋２，ｆ＋( ０א)＋ｆ－( １א))＝(３，ｆ＋( ０א)) 

 例：ｘ＝(１，ｆ＋( ０א))，ｙ＝(２，ｆ－( ０א))とすれば， 

ｘ＋ｙ＝(１＋２，ｆ＋( ０א)＋ｆ－( ０א))＝(３，Π０)＝{(３，ｔ)：ｔΠ０} 

例：ｘ＝(ｇ＋( ０א)，０)，ｙ＝(１，ｆ＋( ０א))とすれば， 

ｘ＋ｙ＝Ａmax{ｘ，ｙ}＝ｘ 

例：ｘ＝(ｇ＋( １א)，０)，ｙ＝(ｇ－( １א)，０)とすれば， 

ｘ＋ｙ＝Θ１ 

 

★34） 約束 

    表記を簡潔にするために，Ｄの元を表す記号を，次のように簡略化して，必要に応じ 

て用いる． 

（ア）(ａ，０)，(０，ｂ)は，それぞれ，ａ，ｂと同一視する． 

（イ）ｇ＋( אα)，ｇ－( אα)を，それぞれ，∞α， －∞αで表す． 

（ウ）ｆ＋( אα)，ｆ－( אα)を，それぞれ，１／∞α， －１／∞αで表す． 

 

 例：（ア）(０，０)を，０で表す． 

   （イ）(ｇ＋( אα)，０)を，∞αで表す． 

（ウ）(０，ｆ－( אα))を，－１／∞αで表す． 
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 補足12： Ｄの元を表す記号の簡略化により，ｘＤが， 

∞α， －∞α， １／∞α， －１／∞α 

のいずれかであれば，ℓ(ｘ)＝αとなる．また，ｘαと表すこともある． 

 

★35） 定理５ 

    Ｄの元（ａ，ｂ）は，簡略記号を用いれば，ａ＋ｂで表すことができる． 

 証明 

    ａＲならば，(ａ，ｂ)＝(ａ，０)＋(０，ｂ)＝ａ＋ｂ 

ａＲならば，定義22より，ｂ＝０であるので， 

(ａ，ｂ)＝(ａ，０)＝ａ＝Ａmax{ａ，０}＝ａ＋０＝ａ＋ｂ 

   である． 

 

 補足13： 以下，拡大実数ｘＤを， 

ｘ＝ａ＋ｂ，ａＰ，ｂΠ 

     のように表すときは，特にことわらなくとも， 

ａＰ，ａＲならばｂ＝０ 

     とする． 

 

★36） 定理６ 

    Ｄにおける加法は，次の結果を得る． 

（ア）交換法則が成り立つ． 

（イ）有界の領域を，《Ｄ》＝{(ａ，ｂ)：ａＲ，ｂΠ}で表せば， 

（イ－１）ｘ《Ｄ》ならば，《Ｄ》＋ｘ＝《Ｄ》 

（イ－２）《Ｄ》＋《Ｄ》＝《Ｄ》 

             ∞α（－∞α＜ｙ≦∞α） 

（ウ）∞α＋ｙ＝  Θα （ｙ＝－∞α） 

       ｙ （ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙ） 

              －∞α（－∞α≦ｙ＜∞α） 

（エ）－∞α＋ｙ＝   Θα  （ｙ＝∞α） 

         ｙ  （ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙ） 

             Θα（ｙΘα） 

（オ）Θα＋ｙ＝   

       ｙ （ｙΘα） 
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(カ) Θα＋Θβ＝Θmax{α，β} 

 （ア）の証明 

  明らか． 

（イ）の証明 

  （イ－１）は，ｘ＝(ｃ，ｄ)とすれば，ｃＲ，ｄΠであり，Ｒ＋ｃ＝Ｒ， 

         Π＋ｄ＝Πであるので成り立つ． 

（イ－２）は，（イ－１）による． 

（ウ）の証明 

   －∞α＜ｙ≦∞α ならば，∞α≠－ｙであるので，∞α＋ｙ＝Ａmax{∞α，ｙ}＝∞α． 

ｙ＝－∞α ならば，∞α＝－ｙであるので，∞α＋ｙ＝Θα． 

ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙ ならば，∞α≠－ｙであるので， 

∞α＋ｙ＝Ａmax{∞α，ｙ}＝ｙ． 

（エ）の証明 

－∞α≦ｙ＜∞α ならば，－∞α≠－ｙであるので， 

－∞α＋ｙ＝Ａmax{－∞α，ｙ}＝－∞α． 

ｙ＝∞α ならば，－∞α＝－ｙであるので，－∞α＋ｙ＝Θα． 

ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙ ならば，－∞α≠－ｙであるので， 

－∞α＋ｙ＝Ａmax{－∞α，ｙ}＝ｙ． 

（オ）の証明 

   (ウ)，(エ)による． 

（カ）の証明 

      (オ)による． 

 

★37） 定理７ 

Ｄにおける加法は，結合法則が成り立つ．すなわち，ｘ，ｙ，ｚＤとすれば， 

（ア）(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（イ）(Θα＋ｙ)＋ｚ＝Θα＋(ｙ＋ｚ) 

（ウ）(ｘ＋Θβ)＋ｚ＝ｘ＋(Θβ＋ｚ) 

（エ）(ｘ＋ｙ)＋Θγ＝ｘ＋(ｙ＋Θγ) 

（オ）(Θα＋Θβ)＋ｚ＝Θα＋(Θβ＋ｚ) 

（カ）(ｘ＋Θβ)＋Θγ＝ｘ＋(Θβ＋Θγ) 

（キ）(Θα＋ｙ)＋Θγ＝Θα＋(ｙ＋Θγ) 

（ク）(Θα＋Θβ)＋Θγ＝Θα＋(Θβ＋Θγ) 
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が成り立つ． 

（ア）の証明 

ｘ＝(ａ，ｂ)，ｙ＝(ｃ，ｄ)，ｚ＝(ｅ，ｆ)として，次の場合に分ける． 

（ア－１）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－２）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－３）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－４）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－５）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－６）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－７）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－８）ｘ《Ｄ》，ｙ《Ｄ》，ｚ《Ｄ》の場合 

（ア－１）の場合は，ａ，ｃ，ｅはＲの元より加法の結合法則が成り立ち，ｂ，ｄ， 

ｆはΠの元であるので，定理２より，加法の結合法則が成り立つ． 

したがって， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝{(ａ＋ｃ，ｔ)：ｔｂ＋ｄ}＋(ｅ，ｆ) 

         ＝{((ａ＋ｃ)＋ｅ，ｔ)：ｔ(ｂ＋ｄ)＋ｆ} 

＝{(ａ＋(ｃ＋ｅ)，ｔ)：ｔｂ＋(ｄ＋ｆ)} 

         ＝(ａ，ｂ)＋{(ｃ＋ｅ，ｔ)：ｔｄ＋ｆ} 

         ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（ア－２）の場合は， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（ア－３）の場合は， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｙ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（ア－４）の場合は， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（ア－５）の場合は， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｙ＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（ア－６）の場合は， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 

（ア－７）の場合は， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋ｙ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ) 
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（ア－８）の場合は，ℓ(ｘ)＝α，ℓ(ｙ)＝β，ℓ(ｚ)＝γとして，次の場合に分ける． 

（ア－８－１）α＝β＝γの場合 

（ア－８－２）α＜β＝γの場合 

（ア－８－３）β＜α＝γの場合 

（ア－８－４）γ＜α＝βの場合 

（ア－８－５）β，γ＜αの場合 

（ア－８－６）α，γ＜βの場合 

（ア－８－７）α，β＜γの場合 

（ア－８－１）の場合は，ｘ，ｙ，ｚが，全て同符合のときは両辺ともにｘに等しく， 

その他のときは両辺ともにΘαに等しい． 

（ア－８－２）の場合は，ｙ，ｚが同符合のときは両辺ともにｙに等しく， 

その他のときは両辺ともにΘβに等しい． 

（ア－８－３）の場合は，ｘ，ｚが同符合のときは両辺ともにｚに等しく， 

その他のときは両辺ともにΘγに等しい． 

（ア－８－４）の場合は，ｘ，ｙが同符合のときは両辺ともにｘに等しく， 

その他のときは両辺ともにΘαに等しい． 

（ア－８－５）の場合は，両辺ともにｘに等しい． 

（ア－８－６）の場合は，両辺ともにｙに等しい． 

（ア－８－７）の場合は，両辺ともにｚに等しい． 

（イ）の証明 

      ｙΘα，ｚΘαならば，両辺ともにΘαに等しい． 

ｙΘα，ｚΘαならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｙΘα，ｚΘαならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｙΘα，ｚΘαならば，両辺ともにｙ＋ｚに等しい． 

（ウ）の証明 

      ｘΘβ，ｚΘβならば，両辺ともにΘβに等しい． 

ｘΘβ，ｚΘβならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘΘβ，ｚΘβならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｘΘβ，ｚΘβならば，両辺ともにｘ＋ｚに等しい． 

（エ）の証明 

      ｘΘγ，ｙΘγならば，両辺ともにΘγに等しい． 

ｘΘγ，ｙΘγならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘΘγ，ｙΘγならば，両辺ともにｙに等しい． 
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ｘΘγ，ｙΘγならば，両辺ともにｘ＋ｙに等しい． 

（オ）の証明 

      ｚΘmax{α，β}ならば，両辺ともにΘmax{α，β}に等しい． 

ｚΘmax{α，β}ならば，両辺ともにｚに等しい． 

（カ）の証明 

      ｘΘmax{β，γ}ならば，両辺ともにΘmax{β，γ}に等しい． 

ｘΘmax{α，β}ならば，両辺ともにｘに等しい． 

（キ）の証明 

      ｙΘmax{α，γ}ならば，両辺ともにΘmax{α，γ}に等しい． 

ｙΘmax{α，γ}ならば，両辺ともにｙに等しい． 

（ク）の証明 

      両辺ともにΘmax{α，β，γ}に等しい． 

 

★38） 定義30 

    ｘ，ｙＤにおいて，ｘとｙのレベルがともに存在するときは，レベルの小さくな

い方を，また，片方だけレベルが存在するときは，そのレベルが存在する方を， 

ℓmax{ｘ，ｙ} 

   で表す．レベルがともに存在しないときは，ℓmax{ｘ，ｙ}は定義しないものとする． 

 

★39） 定義31 

    ｘＤ，ｘ≠０ に対して，記号ｘ－１の意味を，次のように定める． 

       ｘ＝∞α           ならば，ｘ－１＝１／∞α 

ｘ＝－∞α          ならば，ｘ－１＝－１／∞α 

ｘ＝１／∞α         ならば，ｘ－１＝∞α 

ｘ＝－１／∞α        ならば，ｘ－１＝－∞α 

ｘ＝(ａ，ｂ)，ａＲ，ａ≠０ならば，ｘ－１＝(ａ－１，－ｂ) 

 

★40） 定義32 

   （ア）領域{ｔ：１／∞α≦ｔ≦∞α}を，Σαで表す． 

   （イ）領域{ｔ：－∞α≦ｔ≦－１／∞α}を，－Σαで表す． 
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 補足14： Ｒ＋＝{ｘ：０＜ｘ，ｘＲ} 

Ｒ－＝{ｘ：ｘ＜０，ｘＲ} 

〈Ｄ＋〉＝{(ａ，ｂ)：ａＲ＋，ｂΠ} 

〈Ｄ－〉＝{(ａ，ｂ)：ａＲ－，ｂΠ} 

     とすれば， 

Σα＝{１／∞μ：０≦μ≦α}∪〈Ｄ＋〉∪{∞μ：０≦μ≦α} 

－Σα＝{－∞μ：０≦μ≦α}∪〈Ｄ－〉∪{－１／∞μ：０≦μ≦α} 

     である． 

 

★41） 定義33 

    Ｄにおいて，次の乗法を定義する． 

ｘＤ＋，ｘ＝ａ＋ｂ，ａＰ，ｂΠ 

ｙＤ＋，ｙ＝ｃ＋ｄ，ｃＰ，ｄΠ 

   とすれば， 

        ａｃ＋(ｂ＋ｄ) （ａＲ＋，ｃＲ＋） 

（ア）ｘｙ＝  ℓmax{ｘ，ｙ} （ℓ(ｘ)または ℓ(ｙ)が存在し，ｘ≠ｙ－１） 

        Σα （ℓ(ｘ)＝ℓ(ｙ)＝αで，ｘ＝ｙ－１） 

（イ）(－ｘ)(－ｙ)＝ｘｙ，  (－ｘ)ｙ＝ｘ(－ｙ)＝－(ｘｙ) 

（ウ）∀ｚ∈Ｄ，ｚ０＝０ｚ＝０ 

 

 例：ｘ＝１＋(１／∞０)，ｙ＝２－(１／∞１)とすれば， 

ｘｙ＝１・２＋{(１／∞０)－(１／∞１)})＝２＋(１／∞０) 

例：ｘ＝１＋(１／∞０)，ｙ＝２－(１／∞０)とすれば， 

ｘｙ＝１・２＋{(１／∞０)－(１／∞０)})＝２＋Π０＝{２＋ｔ：ｔΠ０} 

例：ｘ＝∞０，ｙ＝１＋(１／∞０)とすれば， 

ｘｙ＝ℓmax{ｘ，ｙ}＝ｘ 

例：ｘ＝∞１，ｙ＝１／∞１とすれば， 

ｘｙ＝Σ１ 
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 補足15： 定義33は，ａ，ｃが正の実数である拡大実数の乗法を， 

(ａ＋ｂ)(ｃ＋ｄ)＝ａｃ＋(ｂ＋ｄ) ・・・（＊） 

と定めている．従来の乗法の基本からすれば， 

(ａ＋ｂ)(ｃ＋ｄ)＝ａｃ＋(ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ) 

とするのが自然であるが，あえて（＊）と定義するのは，  

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝ｂ＋ｄ 

が成り立つからである．実際に確かめると， 

「ｂ＝１／∞α，ｄ＝１／∞β」の場合は， 

α＜βならば， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝１／∞β＋１／∞α＋１／∞β＝１／∞α＝ｂ＋ｄ 

α＝βならば， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝１／∞β＋１／∞α＋１／∞β＝１／∞α＝ｂ＋ｄ 

α＞βならば， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝１／∞β＋１／∞α＋１／∞α＝１／∞β＝ｂ＋ｄ 

「ｂ＝１／∞α，ｄ＝－１／∞β」の場合は， 

α＜βならば， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝－１／∞β＋１／∞α－１／∞β＝１／∞α＝ｂ＋ｄ 

α＝βならば， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝－１／∞β＋１／∞α－１／∞β＝Πα＝ｂ＋ｄ 

α＞βならば， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝－１／∞β＋１／∞α－１／∞α＝－１／∞β＝ｂ＋ｄ 

「ｂ＝１／∞α，ｄ＝０」の場合は， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝１／∞α＝ｂ＋ｄ 

「ｂ＝－１／∞α，ｄ＝０」の場合は， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝－１／∞α＝ｂ＋ｄ 

「ｂ＝０，ｄ＝０」の場合は， 

ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＝０＝ｂ＋ｄ 

     であり，他の場合も同様である． 
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★42） 定理８ 

    Ｄにおける乗法は，次の結果を得る．  

   （ア）交換法則が成り立つ． 

   （イ）ｙＤ＋とすれば， 

                ∞α （１／∞α＜ｙ≦∞α) 

（イ－１）∞αｙ＝  Σα   （ｙ＝１／∞α） 

                ｙ （ｙ＜１／∞α または ∞α＜ｙ） 

                   １／∞α （１／∞α≦ｙ＜∞α)  

（イ－２）(１／∞α)ｙ＝  Σα   （ｙ＝∞α） 

                   ｙ （ｙ＜１／∞α または ∞α＜ｙ） 

                Σα（ｙΣα） 

（イ－３）Σαｙ＝   

                ｙ （ｙΣα） 

（イ－４）ΣαΣβ＝Σmax{α，β} 

 

★43） 定理９ 

Ｄにおける乗法は，結合法則が成り立つ．すなわち，ｘ，ｙ，ｚＤ＋とすれば， 

（ア）(ｘｙ)ｚ＝ｘ(ｙｚ) 

（イ）(Σαｙ)ｚ＝Σα(ｙｚ) 

（ウ）(ｘΣβ)ｚ＝ｘ(Σβｚ) 

（エ）(ｘｙ)Σγ＝ｘ(ｙΣγ) 

（オ）(ΣαΣβ)ｚ＝Σα(Σβｚ) 

（カ）(ｘΣβ)Σγ＝ｘ(ΣβΣγ) 

（キ）(Σαｙ)Σγ＝Σα(ｙΣγ) 

（ク）(ΣαΣβ)Σγ＝Σα(ΣβΣγ) 

   が成り立つ． 

（ア）の証明 

ｘ＝ａ＋ｂ， ｙ＝ｃ＋ｄ， ｚ＝ｅ＋ｆ， ａ，ｃ，ｅＰ， ｂ，ｄ，ｆΠ 

    として，次の場合に分ける． 

（ア－１）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－２）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－３）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－４）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 
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（ア－５）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－６）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－７）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－８）ａＲ＋，ｃＲ＋，ｅＲ＋の場合 

（ア－１）の場合は，ａ，ｃ，ｅはＲ＋の元より乗法の結合法則が成り立ち，ｂ，ｄ，

ｆはΠの元であるので，定理２より，加法の結合法則が成り立つ．したがって， 

(ｘｙ)ｚ＝{ａｃ＋(ｂ＋ｄ)}(ｅ＋ｆ) 

＝(ａｃ)ｅ＋{(ｂ＋ｄ)＋ｆ} 

＝ａ(ｃｅ)＋{ｂ＋(ｄ＋ｆ)} 

＝(ａ＋ｂ){ｃｅ＋(ｄ＋ｆ)} 

＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－２）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｚ＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－３）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｙ＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－４）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｘ＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－５）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｙｚ＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－６）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｘｚ＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－７）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｘｙ＝ｘ(ｙｚ) 

（ア－８）の場合は，ℓ(ｘ)＝α，ℓ(ｙ)＝β，ℓ(ｚ)＝γとして，次の場合に分ける． 

（ア－８－１）α＝β＝γの場合 

（ア－８－２）α＜β＝γの場合 

（ア－８－３）β＜α＝γの場合 

（ア－８－４）γ＜α＝βの場合 

（ア－８－５）β，γ＜αの場合 

（ア－８－６）α，γ＜βの場合 

（ア－８－７）α，β＜γの場合 

（ア－８－１）の場合は，ｘ＝ｙ＝ｚ＝∞α または ｘ＝ｙ＝ｚ＝１／∞αのときは

両辺ともにｘに等しく，その他のときは両辺ともにΣαに等しい． 

（ア－８－２）の場合は，ｙ＝ｚ＝∞β または ｙ＝ｚ＝１／∞βのときは両辺とも

にｙに等しく，その他のときは両辺ともにΣβに等しい． 

（ア－８－３）の場合は，ｘ＝ｚ＝∞γ または ｘ＝ｚ＝１／∞γのときは両辺とも

にｚに等しく，その他のときは両辺ともにΣγに等しい． 

（ア－８－４）の場合は，ｘ＝ｙ＝∞α または ｘ＝ｙ＝１／∞αのときは両辺とも

にｘに等しく，その他のときは両辺ともにΣαに等しい． 
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（ア－８－５）の場合は，両辺ともにｘに等しい． 

（ア－８－６）の場合は，両辺ともにｙに等しい． 

（ア－８－７）の場合は，両辺ともにｚに等しい． 

（イ）の証明 

      ｙΣα，ｚΣαならば，両辺ともにΣαに等しい． 

ｙΣα，ｚΣαならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｙΣα，ｚΣαならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｙΣα，ｚΣαならば，両辺ともにｙｚに等しい． 

（ウ）の証明 

      ｘΣβ，ｚΣβならば，両辺ともにΣβに等しい． 

ｘΣβ，ｚΣβならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘΣβ，ｚΣβならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｘΣβ，ｚΣβならば，両辺ともにｘｚに等しい． 

（エ）の証明 

      ｘΣγ，ｙΣγならば，両辺ともにΣγに等しい． 

ｘΣγ，ｙΣγならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘΣγ，ｙΣγならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｘΣγ，ｙΣγならば，両辺ともにｘｙに等しい． 

（オ）の証明 

      ｚΣmax{α，β}ならば，両辺ともにΣmax{α，β}に等しい． 

ｚΣmax{α，β}ならば，両辺ともにｚに等しい． 

（カ）の証明 

      ｘΣmax{β，γ}ならば，両辺ともにΣmax{β，γ}に等しい． 

ｘΣmax{α，β}ならば，両辺ともにｘに等しい． 

（キ）の証明 

      ｙΣmax{α，γ}ならば，両辺ともにΣmax{α，γ}に等しい． 

ｙΣmax{α，γ}ならば，両辺ともにｙに等しい． 

（ク）の証明 

      両辺ともにΣmax{α，β，γ}に等しい． 
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★44） 分配法則 

    拡大実数の分配法則は，一般的には成り立たない．実際， 

ｘ＝∞α， ｙ＝２， ｚ＝－１ 

   とすれば， 

ｘ(ｙ＋ｚ)＝∞α(２－１)＝∞α・１＝∞α 

ｘｙ＋ｘｚ＝∞α・２＋∞α・(－１)＝∞α－∞α＝Θα 

   である．しかし，次の定理を得る． 

 

★45） 定理10（定理13の予備定理１） 

－ｘ＋(－ｙ)＝－(ｘ＋ｙ) 

 証明 

    初めに，ｘ，ｙがともに無限小の場合・・・（＊）を証明する． 

ｘ＝１／∞α，ｙ＝１／∞βならば， 

 (－ｘ)＋(－ｙ)＝－１／∞α＋(－１／∞β) 

＝－１／∞min{α，β} 

－(ｘ＋ｙ)＝－(１／∞α＋１／∞β) 

＝－１／∞min{α，β} 

ｘ＝－１／∞α，ｙ＝－１／∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝１／∞α＋１／∞β 

＝１／∞min{α，β} 

－(ｘ＋ｙ)＝－{－１／∞α＋(－１／∞β)} 

＝－(－１／∞min{α，β}) 

＝１／∞min{α，β}) 

ｘ＝１／∞α，ｙ＝－１／∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝－１／∞α＋１／∞β 

    －１／∞α  （α＜β） 

＝   Πα     （α＝β） 

１／∞β   （α＞β） 

－(ｘ＋ｙ)＝－{１／∞α＋(－１／∞β)} 

          －１／∞α   （α＜β） 

＝   －Πα         （α＝β） 

－(－１／∞β) （α＞β） 
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               －１／∞α  （α＜β） 

＝    Πα         （α＝β） 

１／∞β    （α＞β） 

ｘ＝－１／∞α，ｙ＝１／∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝１／∞α＋(－１／∞β) 

１／∞α   （α＜β） 

＝   Πα     （α＝β） 

－１／∞β  （α＞β） 

－(ｘ＋ｙ)＝－{－１／∞α＋１／∞β} 

－(－１／∞α)  （α＜β） 

＝  －Πα      （α＝β） 

－１／∞β     （α＞β） 

１／∞α  （α＜β） 

＝   Πα   （α＝β） 

－１／∞β （α＞β） 

 （ア） ｘ，ｙがともに有界の場合 

ｘ＝ａ＋ｂ，ｙ＝ｃ＋ｄとすれば，ａ，ｃＲ，ｂ，ｄΠであるので， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝(－ａ，－ｂ)＋(－ｃ，－ｄ) 

＝{(－ａ＋(－ｃ)，ｔ)：ｔ(－ｂ＋(－ｄ))} 

＝{(－ａ＋(－ｃ)，ｔ)：ｔ－(ｂ＋ｄ)} （∵(＊)） 

＝{(－(ａ＋ｃ)，－ｔ)：ｔ(ｂ＋ｄ)} 

＝{－(ａ＋ｃ，ｔ)：ｔ(ｂ＋ｄ)} 

＝－{(ａ＋ｃ，ｔ)：ｔ(ｂ＋ｄ)} 

＝－{(ａ，ｂ)＋(ｃ，ｄ)} 

＝－(ｘ＋ｙ) 

 （イ） ｘ，ｙの少なくとも片方が無限大の場合 

ｘが無限大でｙが有界ならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝－ｘ＝－(ｘ＋ｙ） 

ｘが有界でｙが無限大ならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝－ｙ＝－(ｘ＋ｙ） 

ｘ＝∞α，ｙ＝∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝－∞α＋(－∞β)＝－∞max{α，β} 

－(ｘ＋ｙ)＝－(∞α＋∞β)＝－∞max{α，β} 
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ｘ＝－∞α，ｙ＝－∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝∞α＋∞β＝∞max{α，β} 

－(ｘ＋ｙ)＝－{(－∞α)＋(－∞β)}＝－(－∞max{α，β})＝∞max{α，β} 

ｘ＝－∞α，ｙ＝∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝∞α－∞β 

－∞β（α＜β） 

＝   Θα （α＝β） 

∞α  （α＞β） 

－(ｘ＋ｙ)＝－(－∞α＋∞β) 

                   －∞β     （α＜β） 

＝  －Θα        （α＝β） 

－(－∞α) （α＞β） 

                  －∞β   （α＜β） 

＝   Θα   （α＝β） 

∞α      （α＞β） 

ｘ＝∞α，ｙ＝－∞βならば， 

(－ｘ)＋(－ｙ)＝－∞α＋∞β 

∞β （α＜β） 

＝   Θα  （α＝β） 

－∞α （α＞β） 

－(ｘ＋ｙ)＝－{∞α＋(－∞β)} 

－(－∞β) （α＜β） 

＝  －Θα    （α＝β） 

－∞α     （α＞β） 

∞β   （α＜β） 

＝   Θα    （α＝β） 

－∞α  （α＞β） 
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★46） 定理11（定理13の予備定理２） 

    ｘ，ｙ，ｚＤ＋とすれば， 

（ア） ｘ(ｙ＋ｚ)＝ｘｙ＋ｘｚ・・・（＊） 

が成り立てば，次の関係式も成り立つ． 

（ア－１） ｘ{(－ｙ)＋(－ｚ)}＝ｘ(－ｙ)＋ｘ(－ｚ) 

（ア－２） (－ｘ)(ｙ＋ｚ)＝(－ｘ)ｙ＋(－ｘ)ｚ 

（ア－３） (－ｘ){(－ｙ)＋(－ｚ)}＝(－ｘ)(－ｙ)＋(－ｘ)(－ｚ) 

（イ） ｘ{ｙ＋(－ｚ)}＝ｘｙ＋ｘ(－ｚ)・・・（＊＊） 

が成り立てば，次の関係式も成り立つ． 

（イ－１） ｘ{(－ｙ)＋ｚ)}＝ｘ(－ｙ)＋ｘｚ 

（イ－２） (－ｘ){ｙ＋(－ｚ)}＝(－ｘ)ｙ＋(－ｘ)(－ｚ) 

（イ－３） (－ｘ){(－ｙ)＋ｚ}＝(－ｘ)(－ｙ)＋(－ｘ)ｚ 

 （ア）の証明 

定理10と(＊)より， 

（ア－１）は，ｘ{(－ｙ)＋(－ｚ)}＝ｘ{－(ｙ＋ｚ)} 

＝－{ｘ(ｙ＋ｚ)} 

＝－(ｘｙ＋ｘｚ) 

＝{－(ｘｙ)}＋{－(ｘｚ)} 

＝ｘ(－ｙ)＋ｘ(－ｚ) 

（ア－２）は，(－ｘ)(ｙ＋ｚ)＝－{ｘ(ｙ＋ｚ)} 

＝－(ｘｙ＋ｘｚ) 

＝{－(ｘｙ)}＋{－(ｘｚ)} 

＝(－ｘ)ｙ＋(－ｘ)ｚ 

（ア－３）は， (－ｘ){(－ｙ)＋(－ｚ)}＝(－ｘ){－(ｙ＋ｚ)} 

＝ｘ(ｙ＋ｚ) 

＝ｘｙ＋ｘｚ 

＝(－ｘ)(－ｙ)＋(－ｘ)(－ｚ) 

 （イ）の証明 

      定理10と(＊＊)より， 

（イ－１）は， ｘ{(－ｙ)＋ｚ}＝ｘ{－(ｙ＋(－ｚ))} 

＝－{ｘ(ｙ＋(－ｚ))} 

＝－{ｘｙ＋ｘ(－ｚ)} 

＝－{ｘｙ＋(－ｘｚ)} 
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＝－(ｘｙ)＋ｘｚ 

＝ｘ(－ｙ)＋ｘｚ 

（イ－２）は， (－ｘ){ｙ＋(－ｚ)}＝－{ｘ(ｙ＋(－ｚ))} 

＝－{ｘｙ＋ｘ(－ｚ)} 

＝－{ｘｙ＋(－ｘｚ)} 

＝－(ｘｙ)＋ｘｚ 

＝(－ｘ)ｙ＋(－ｘ)(－ｚ) 

（イ－３）は， (－ｘ){(－ｙ)＋ｚ}＝(－ｘ){－(ｙ＋(－ｚ))} 

＝ｘ{ｙ＋(－ｚ)} 

＝ｘｙ＋ｘ(－ｚ) 

＝(－ｘ)(－ｙ)＋(－ｘ)ｚ 

 

★47） 定理12（定理13の予備定理３） 

ｘ，ｙ，ｚＤ＋とするとき，次の式が成り立つ． 

（ア）ｘ(ｙ＋ｚ)＝ｘｙ＋ｘｚ 

（イ）ｘｙ＋ｘ(－ｚ)が定数ならば，ｘ{ｙ＋(－ｚ)}＝ｘｙ＋ｘ(－ｚ) 

 証明 

    ｘ，ｙ，ｚＤ＋を，それぞれ，無限小、有限、無限大の場合に分けて， 

ｘ(ｙ＋ｚ)， ｘｙ＋ｘｚ， ｘ{ｙ＋(－ｚ)}， ｘｙ＋ｘ(－ｚ) 

   の値を，それぞれ求めて一覧表にすれば，(ア)，(イ)ともに，容易に確かめることが

できる．（参考文献[６]ｐ．１０１） 

 

★48） 定理13 

ｘ，ｙ，ｚＤにおける分配法則 ｘ(ｙ＋ｚ)＝ｘｙ＋ｘｚ は， 

（ア）ｘ，ｙ，ｚの少なくとも１つが０ならば成り立つ． 

（イ）ｙ，ｚが同符合ならば成り立つ． 

（ウ）ｘｙ＋ｘｚが定数ならば成り立つ． 

 （ア）の証明 

   明らか． 

（イ）の証明 

   (ア)より，ｘ≠０，ｙ≠０，ｚ≠０の場合を証明すればよい．そして，この

場合は，定理11の(ア)と定理12の(ア)より成り立つ． 
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（ウ）の証明 

   (ア)より，ｘ≠０，ｙ≠０，ｚ≠０の場合を証明すればよい．更に，(イ)よ

り，ｙ，ｚが異符号の場合を証明すればよい．そして，この場合は，定理11の(イ)

と定理12の(イ)より成り立つ． 

 

補足16： 以上により，拡大実数すべての領域Ｄは， 

（ア）全順序領域である． 

（イ）加法の交換法則，結合法則が成り立つ． 

（ウ）乗法の交換法則，結合法則が成り立つ． 

       （エ）ある条件があれば，分配法則が成り立つ． 

      したがって，拡大実数は，数として市民権を得られる程度には，諸定理が成り

立つ．問題は，この拡大実数が，何の役に立つかである．この問題については，

第３章で解説する． 
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第２章 実核・超実核 

 

Ｄ＝{(ａ，ｂ)：ａＲ，ｂΠ０}∪{(ａ，ｂ)：ａＰ，ａＲ，ｂ＝０} 

であるので， 

Ｄ＝∪ａＲ(ａ＋Π０)∪{∞α： אαＷ}∪{－∞α： אαＷ} 

と表すことができる．ここで， 

（ア） 不定数ａ＋Π０，{∞α： אαＷ}，{－∞α： אαＷ}を，それぞれ， 

ζ(ａ)， ζ(∞０)， ζ(－∞０) 

で表し，これらの不定数を実核という． 

（イ） 実核ζ(ａ)，ζ(∞０)，ζ(－∞０)に属するａ，∞０，－∞０を，それぞれの実核の

基という． 

（ウ） 実核の基すべての集合Ｒ∪{∞０，－∞０}を，[Ｒ]で表す． 

（エ） ζ(ａ)を有限実核といい，ζ(∞０)，ζ(－∞０)を無限大実核という． 

（オ） 有限実核全ての集合{ζ(ａ)：ａＲ}をＲで表し，実核全ての集合 

Ｒ∪{ζ(∞０)，ζ(－∞０)} 

を[Ｒ]で表す． 

 

 第２章は，この実核の性質を解説する．  

 

★49） 定理14 

有限実核の基に，その有限実核が対応する写像 f：Ｒ → Ｒ は，大小関係，加法， 

乗法についての同型写像である．すなわち， 

（ア）大小関係   

ａ，ｂＲ ならば， 

ａ＜ｂ ⇔ ζ(ａ)＜ζ(ｂ) 

ａ＝ｂ ⇔ ζ(ａ)＝ζ(ｂ) 

ａ＞ｂ ⇔ ζ(ａ)＞ζ(ｂ) 

（イ）加法   

     ａ，ｂＲ ならば， 

ζ(ａ)＋ζ(ｂ)＝ζ(ａ＋ｂ) 

（ウ）乗法   

     ａ，ｂＲ＋ ならば， 

ζ(ａ)ζ(ｂ)＝ζ(ａｂ)， ζ(－ａ)ζ(－ｂ)＝ζ((－ａ)(－ｂ)) 
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ζ(ａ)ζ(－ｂ)＝ζ(ａ(－ｂ))，   ζ(－ａ)ζ(ｂ)＝ζ((－ａ)ｂ) 

ζ(ａ)ζ(０)＝ζ(ａ０)，       ζ(０)ζ(ｂ)＝ζ(０ｂ) 

ζ(－ａ)ζ(０)＝ζ((－ａ)０)，   ζ(０)ζ(－ｂ)＝ζ(０(－ｂ)) 

ζ(０)ζ(０)＝ζ(００) 

   が成り立つ． 

 （ア）の証明 

      ａ，ｂＲ より， 

ａ＜ｂ ⇔ ａ＋Π０＜ｂ＋Π０ 

ａ＝ｂ ⇔ ａ＋Π０＝ｂ＋Π０ 

ａ＞ｂ ⇔ ａ＋Π０＞ｂ＋Π０ 

 （イ）の証明 

ａ，ｂＲ より， 

ζ(ａ)＋ζ(ｂ)＝(ａ＋Π０)＋(ｂ＋Π０) 

＝(ａ＋ｂ)＋Π０ （∵Π０＋Π０＝Π０） 

＝ζ(ａ＋ｂ) 

 （ウ）の証明 

ａ，ｂＲ＋より， 

ζ(ａ)ζ(ｂ)＝(ａ＋Π０)(ｂ＋Π０) 

＝(ａｂ)＋Π０ 

＝ζ(ａｂ) 

ζ(－ａ)ζ(－ｂ)＝(－(ａ＋Π０))(－(ｂ＋Π０))（∵－Π０＝Π０） 

＝(ａｂ)＋Π０ 

＝((－ａ)(－ｂ))＋Π０ 

＝ζ((－ａ)(－ｂ)) 

ζ(ａ)ζ(－ｂ)＝(ａ＋Π０)(－(ｂ＋Π０)) 

＝－((ａｂ)＋Π０) 

＝－(ａｂ)－Π０ 

＝ａ(－ｂ)＋Π０ 

＝ζ(ａ(－ｂ)) 

ζ(－ａ)ζ(ｂ)＝(－(ａ＋Π０))(ｂ＋Π０) 

＝－((ａｂ)＋Π０) 

＝－(ａｂ)－Π０ 

＝(－ａ)ｂ＋Π０ 
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＝ζ((－ａ)ｂ) 

ζ(ａ)ζ(０)＝(ａ＋Π０)Π０ 

＝Π０ 

＝ζ(０) 

＝ζ(ａ０) 

ζ(０)ζ(ｂ)＝Π０(ｂ＋Π０) 

＝Π０ 

＝ζ(０) 

＝ζ(０ｂ) 

ζ(－ａ)ζ(０)＝－(ａ＋Π０)Π０ 

＝Π０ 

＝ζ(０) 

＝ζ((－ａ)０) 

ζ(０)ζ(－ｂ)＝Π０(－(ｂ＋Π０)) 

＝Π０ 

＝ζ(０) 

＝ζ(０(－ｂ)) 

ζ(０)ζ(０)＝Π０Π０ 

＝Π０ 

＝ζ(０) 

＝ζ(００) 

 

補足17： 定理14を，拡張すれば，次の定理が成り立つ． 

 

実核の基に，その実核が対応する写像 f：[Ｒ] → [Ｒ] は，次の６つの例外を除けば， 

大小関係，加法，乗法についての同型写像である． 

例外：ζ(∞０)＋ζ(－∞０)，ζ(－∞０)＋ζ(∞０)． 

ζ(０)ζ(∞０)，ζ(０)ζ(－∞０)，ζ(∞０)ζ(０)，ζ(－∞０)ζ(０)． 

この定理を証明するには， 

[Ｒ]＝Ｒ∪{∞０，－∞０}， [Ｒ]＝Ｒ∪{ζ(∞０)，ζ(－∞０)} 

であるので，ａ，ｂ[Ｒ]として，ａ，ｂの少なくとも片方が無限大の場合を証明すれば

よい．（∵定理14） 
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大小関係の証明 

（ア）ａ＝∞０，ｂ Ｒ ならば，∞０＞ｂ ⇔ ζ(∞０)＞ｂ＋Π０ 

（イ）ａ＝－∞０，ｂ Ｒ ならば，－∞０＜ｂ ⇔ ζ(－∞０)＜ｂ＋Π０ 

（ウ）ａ Ｒ，ｂ＝∞０ならば，ａ＜∞０ ⇔ ａ＋Π０＜ζ(∞０) 

（エ）ａ Ｒ，ｂ＝－∞０ならば，ａ＞－∞０ ⇔ ａ＋Π０＞ζ(－∞０) 

（オ）ａ＝ －∞０，ｂ＝∞０ならば，－∞０＜∞０ ⇔ ζ(－∞０)＜ζ(∞０) 

（カ）ａ＝ ∞０，ｂ＝－∞０ならば，∞０＞－∞０ ⇔ ζ(∞０)＞ζ(－∞０) 

（キ）ａ＝∞０，ｂ＝ ∞０ならば，∞０＝∞０ ⇔ ζ(∞０)＝ζ(∞０) 

（ク）ａ＝－∞０，ｂ＝－ ∞０ならば，－∞０＝－∞０ ⇔ ζ(－∞０)＝ζ(－∞０) 

加法の証明 

（ア）ａ＝∞０，ｂ Ｒ ならば， 

ζ(∞０)＋ζ(ｂ)＝ζ(∞０)＋(ｂ＋Π０)＝ζ(∞０)＝ζ(∞０＋ｂ) 

（イ）ａ＝－∞０，ｂ Ｒ ならば， 

ζ(－∞０)＋ζ(ｂ)＝ζ(－∞０)＋(ｂ＋Π０)＝ζ(－∞０)＝ζ(－∞０＋ｂ) 

（ウ）ａ Ｒ，ｂ＝∞０ならば， 

ζ(ａ)＋ζ(∞０) ＝(ａ＋Π０)＋ζ(∞０)＝ζ(∞０)＝ζ(ａ＋∞０) 

（エ）ａ Ｒ，ｂ＝－∞０ならば， 

ζ(ａ)＋ζ(－∞０)＝(ａ＋Π０)＋ζ(－∞０)＝ζ(－∞０)＝ζ(ａ＋(－∞０)) 

（オ）ａ＝∞０，ｂ＝ ∞０ならば， 

ζ(∞０)＋ζ(∞０) ＝ζ(∞０)＝ζ(∞０＋∞０) 

（カ）ａ＝－∞０，ｂ＝－ ∞０ならば， 

ζ(－∞０)＋ζ(－∞０) ＝ζ(－∞０)＝ζ(－∞０＋(－∞０)) 

しかし， 

（キ）ａ＝∞０，ｂ＝－ ∞０ならば， 

ζ(∞０)＋ζ(－∞０)＝∪Θαであるが，ζ(∞０＋(－∞０))＝ζ(Θ０)は存在し 

ない． 

（ク）ａ＝－∞０，ｂ＝ ∞０ならば， 

ζ(－∞０)＋ζ(∞０)＝∪Θαであるが，ζ((－∞０)＋∞０)＝ζ(Θ０)は存在し 

ない． 

ただし，ζ(Θ０)＝∪ａΘ０ζ(ａ)と約束すれば， 

（キ）は，ζ(∞０)＋ζ(－∞０)＝Ｄ＝ζ(∞０＋(－∞０)) 

（ク）は，ζ(－∞０)＋ζ(∞０)＝Ｄ＝ζ((－∞０)＋∞０) 

が成り立つ． 
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乗法の証明 

（ア）ａ＝∞０，ｂ Ｒ，ｂ≠０ならば， 

ζ(∞０)ζ(ｂ)＝ζ(∞０)(ｂ＋Π０)＝ζ((sgnｂ)∞０)＝ζ(∞０ｂ) 

（イ）ａ＝－∞０，ｂ Ｒ，ｂ≠０ならば， 

ζ(－∞０)ζ(ｂ)＝ζ(－∞０)(ｂ＋Π０)＝ζ(－(sgnｂ)∞０)＝ζ(－∞０ｂ) 

（ウ）ａ Ｒ，ａ≠０，ｂ＝∞０ならば， 

ζ(ａ)ζ(∞０)＝(ａ＋Π０)ζ(∞０)＝ζ((sgnａ)∞０)＝ζ(ａ∞０) 

（エ）ａ Ｒ，ａ≠０，ｂ＝－∞０ならば， 

ζ(ａ)ζ(－∞０)＝(ａ＋Π０)ζ(－∞０)＝ζ(－(sgnａ)∞０)＝ζ(ａ(－∞０)) 

（オ）ａ＝∞０，ｂ＝ ∞０ならば， 

ζ(∞０)ζ(∞０) ＝ζ(∞０) ＝ζ(∞０∞０) 

（カ）ａ＝－∞０，ｂ＝－ ∞０ならば， 

ζ(－∞０)ζ(－∞０) ＝ζ(∞０)＝ζ((－∞０)(－∞０)) 

しかし， 

（キ）ａ＝０，ｂ＝ ∞０ならば， 

ζ(０)ζ(∞０)＝Π０ζ(∞０)＝Ｄ≠Π０＝ζ(０)＝ζ(０∞０) 

（ク）ａ＝０，ｂ＝－ ∞０ならば， 

ζ(０)ζ(－∞０)＝Π０ζ(－∞０)＝Ｄ≠Π０＝ζ(０)＝ζ(０(－∞０)) 

（ケ）ａ＝∞０，ｂ＝０ならば， 

ζ(∞０)ζ(０)＝ζ(∞０)Π０＝Ｄ≠Π０＝ζ(０)＝ζ(∞００) 

（コ）ａ＝－∞０，ｂ＝０ならば， 

ζ(－∞０)ζ(０)＝ζ(－∞０)Π０＝Ｄ≠Π０＝ζ(０)＝ζ(－∞００) 

 

★50） 超実核 

    拡大実数は従来の実数の拡張であり，超実数も従来の実数の拡張である．そして，両

者は全く異なる数のように見えるが，以下のように考えれば，両者を融合することがで

きる．すなわち，Ｒを導く過程で用いるＲの代わりにＲ＊（超実数すべての集合）を用

いれば， 

Ｒ＊＝{ζ(ａ)：ａＲ＊} 

を得ることができる．実際， 

超実数は，ｘｎＲの無限列{ｘｎ}によって作り出される．(参考文献[５]) 

そして，定義13に従えば，「ｘｎＲ＋ならば，１/∞α＜{ｘｎ}」である． 

これは，{ｘｎ}が，いかなる正の無限小超実数としても，１/∞αは，それよりも更に 
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小さい無限小であることを示している． 

したがって，超実数ａと無限小拡大実数１/∞αの， 

和ａ＋(１/∞α)， 差ａ－(１/∞α) 

は超実数でも，拡大実数でもないので，新たに， 

順序対(ａ，ｂ)，ａＲ＊，ｂΠ０ 

を考えて，超実数を拡張すれば，「拡大超実数」，及び，その不定数である「超実核」 

ζ(ａ)を導くことができる． 

 

この超実核を用いて，ａＲ＊，ζ(ａ)Ｒ＊として，写像 ｆ : ａ →ζ(ａ) を考えれ 

ば，ｆは，Ｒ＊からＲ＊への，大小関係，加法，乗法についての同型写像になるので，Ｒ＊ 

上における超準解析と同じ理論が，Ｒ＊上にも存在する． 
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第３章 拡大実数の効能 

 

無限小１/∞１の図形的意味を，次のように解釈することができる． 

    有限カージナル数の集合を，Ｎ＝{０，１，２，・・・} 

無限大カージナル数の領域を，Ｗ＝{  א ，・・・，２א ，１א ，０אω，・・・} 

として，カージナル数すべての領域を， 

Ψ＝Ｎ∪Ｗ＝{０，１，２，・・・， א ，・・・，２א ，１א ，０אω，・・・} 

とする．また， 

非負の整数の集合を，Ｎ＝{０，１，２，・・・} 

    正の無限大拡大実数の領域を，Ｍ＝{∞０，∞１，∞２，・・・，∞ω・・・} 

として， 

Ω＝Ｎ∪Ｍ＝{０，１，２，・・・，∞０，∞１，∞２，・・・，∞ω・・・} 

とする． 

このとき，ｎＮとして，ΨからΩへの，１対１写像 

               ｎ → ｎ 

κ：    

 α → ∞αא                

を考えれば，「ΨとΩが，大小関係，加法，乗法について同型である」ことを，容易に確か

めることができる．（∵定義23，定義29，定義33） 

したがって，大小関係，加法，乗法については， אαと∞αを同一視することができるので，

１/∞αは，１を אαで割った値と考えても不自然ではない．そして，我々は，一般連続体仮説

が成り立つものと仮定しているので， １אは連続濃度を表し， 

１/∞１は，長さ１の区間を連続濃度に等分割して得られる区間の長さを表す・・・（＊） 

と考えることができる． 

 

★51） 実核による数直線 

    定理14より，有限実核は，実数と，大小関係，加法，乗法について同型である．こ 

   のことは，実数上における点集合論と同じ理論を，有限実核上にも創ることができる 

ことを意味している．そして，有限実核による点集合論ができれば，次は当然，有限 

実核による座標平面を考えることになるが，数直線の座標ａの位置に実核ζ(ａ)を配 

置した数直線を考えれば矛盾が生じる． 

実際，有限実核は，ａＲとすれば， 

ζ(ａ)＝ａ＋Π０＝{ｘ：(ａ－１/∞０)≦ｘ≦(ａ＋１/∞０)} 
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であり， 

(ａ＋１/∞０)－(ａ－１/∞０)＝１/∞０ 

であるので，この有限実核を直線上に配置すれば，長さが１/∞０の区間になり，前 

述の（＊）に矛盾する．したがって，実核による数直線を構成することはできない． 

 

★52） 「拡大実数は何の役に立つか」との問いに対する答え（効能その１） 

ａＲのとき，不定数ａ＝ａ＋Π１を基本不定数という．このとき，定理14は，有 

   限実核ζ(ａ)の代わりに基本不定数ａを用いても，同様に証明される．したがって， 

基本不定数上においても，実数上における点集合論と同じ理論を創ることができる． 

そして， 

ａ＝ａ＋Π１＝{ｘ：(ａ－１/∞１)≦ｘ≦(ａ＋１/∞１)} 

であり， 

(ａ＋１/∞１)－(ａ－１/∞１)＝１/∞１ 

であるので，数直線の座標ａの位置に基本不定数ａを配置した数直線（この数直線を 

基本直線という）を考えれば，★51）と同じ問題は生じない． 

 

★53） 「拡大実数は何の役に立つか」との問いに対する答え（効能その２） 

    現在，一般に使用されている数直線には，次のような素朴な矛盾がひそんでいる． 

 

（ア）幾何学的な点は，その位置のみを有して大きさを有さない 

と定義される．そして， 

（イ）直線が点の集まりであり， 

（ウ）直線上の点と実数が１対１対応する 

と仮定して構成したものが数直線である．しかし， 

（ア）より，点の大きさは０であり，０はどんなにたくさんどのように加えても０であ 

るが，（イ）と（ウ）より，点を連続濃度だけ適当に集めれば，長さを有する線分を得 

る． 

 

数直線上の点を，幾何学的な点と同じであると考えれば，上記の矛盾を解決する方法 

はない．したがって，数直線上の点の定義（ア）を改めて，（イ）と（ウ）を保存し， 

我々の直観に反しない数直線の構成を試みることは無駄ではないと思われるが，ここで， 

基本不定数が，その目的を果たすことは明らかである． 

実際，基本不定数を，「実数点」と称して， 
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(イ)′数直線は「実数点」の集まりであり， 

(ウ)′数直線上の「実数点」と実数が１対１対応する， 

とすれば，上記の矛盾は解消される． 

    すなわち，今後，数直線といえば，基本直線のことであり，数直線上の１点とは，実

数点のことであるとすればよい． 

 

★54） 「拡大実数は何の役に立つか」との問いに対する答え（効能その３） 

    ａＲ，ζ(∞０)＝∞，ζ(－∞０)＝－∞ とすれば， 

（ア）－∞＝(－１)∞ 

（イ）－∞＜ａ＜∞ 

（ウ）∞＋ａ＝∞， (－∞)＋ａ＝－∞ 

（エ）∞－ａ＝∞， (－∞)－ａ＝－∞ 

（オ）∞＋∞＝∞， (－∞)＋(－∞)＝－∞ 

（カ）ａ＞０ならば，∞ａ＝∞， (－∞)ａ＝－∞ 

（キ）ａ＜０ならば，∞ａ＝－∞， (－∞)ａ＝∞ 

（ク）∞∞＝∞， (－∞)(－∞)＝∞ 

（ケ）∞(－∞)＝－∞ 

（コ）∞０＝０， (－∞)０＝０ 

が成り立つ． 

    これらの関係式は，通常，測度論で，便宜上の約束として定める式であるが，Ｒ上

では，自然に導かれる式である． 

 

★55） 「拡大実数は何の役に立つか」との問いに対する答え（効能その４） 

（ア） Ｒ＊はＲと同じ連続濃度の集合であるので，実数点の場合と同様に，超実数点 

を考えることができる．ここで，超実数点とは，ａ＝ａ＋Π１（ａＲ＊）のこと 

であり，超実数点すべての集合を，Ｒ＊＝{ａ：ａＲ＊}とすれば，Ｒ＊上でも超準 

解析が成り立つ．実際， 

ａＲ＊，ａＲ＊として，１対１写像ｆ：ａ → ａ 

を考えればよい． 

（イ） 次に，数学の世界には「可能的無限」と「実無限」の２種類の無限があることは 

周知の通りである．しかし，なぜ２種類必要なのか，なぜ１種類に統一しないのか， 

は疑問である．もちろん，この２つの無限の概念は次のように大きく異なる． 
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可能的無限は，「変動可能な有限」あるいは「限りなく大きくなろうとする状態」 

などと表現されることが多い概念であり，この無限の概念による無限大は，数とし 

ては存在しない．すなわち，∞は数ではない． 

一方，実無限は，無限を完結したものとして扱い，この無限の概念による無限大 

は，例えば，カージナル数  ０אや順序数ωのように，数としてとらえることができる． 

ゆえに，通常の数学で，無限を用いる理論は，次の２つに分類できる． 

 

理論(１)：「可能的無限」の概念を用いる理論． 

（すなわち，εδ論法を用いる理論で，無限を数としてとらえることができない理論） 

理論(２)：「実無限」の概念を用いる理論． 

（すなわち，一般集合論を用いる理論で，無限を数としてとらえることができる理論） 

 

したがって，「可能的無限」と「実無限」を統一するとは，次の３つの方法のいず 

れか１つを意味するものと考えることができる． 

（あ） 理論(１)に含まれる数学と同じ内容の理論を，理論(２)を仮定して導く． 

（い） 理論(２)に含まれる数学と同じ内容の理論を，理論(１)を仮定して導く． 

（う） ある理論(３)を仮定して，理論(１)と(２)に含まれる数学と同じ内容の理論 

を導く． 

 

ここで，（ア）は，「Ｒ＊上での超準解析は，（あ）を実現している」ことを示し 

ているので，超実数点は，「可能的無限」と「実無限」を統一することができる． 
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おわりに 

 

 この本の要点を整理すると，次のようになる． 

（ア） 実数に，すべての無限大カージナル数を付加して得られる拡大実数は，数として

市民権を得られる程度には，諸定理が成り立つ．（第１章） 

（イ） 有限実核は，従来の実数と同じ構造を有する．（第２章） 

    Ｒも，従来の実数と同じ構造を有する．（第３章） 

（ウ） 超実核は，超実数と同じ構造を有する．（第２章） 

Ｒ＊も，超実数と同じ構造を有する．（第３章） 

（エ） 拡大実数には，次の効能がある． 

（エ－１） 数直線上の１点の大きさを特定できる．（第３章） 

（エ－２） 数直線にひそむ矛盾を解消できる．（第３章） 

（エ－３） ★54）の関係式を導くことができる．（第３章） 

（エ－４） 「可能的無限」と「実無限」を統一できる．（第３章） 

 

 しかし，読者の皆さんも，気付いたことと思われるが，拡大実数が，実数にカージナル数を

付加した数であるにもかかわらず，拡大実数の累乗について何も述べていないのは不自然であ

る．ＲがＲと同じ構造を有しているので，Ｒにおける累乗は，Ｒにおける累乗と同じであるこ

とは明らかであるが，たとえば，  

π
 α （πは円周率）א 

のような累乗を，どのように定義するのか，を明確にしなくては，拡大実数論としては完成

しない．ここで， 

３＜π＜４，  אαは無限大 

であることを考えれば， 

「３
α≦πא 

α≦４א 
α，３א 

α＝４א 
α＋１」より πא ＝αא 

 α＋１（∵一般連続体仮説）א ＝αא 

となるのが自然であろうと思われるが，このことを，順序立てて説明するには，相応の紙面を

必要とするので，今回は省略する．詳しくは，参考文献[６]の第６章を参照． 
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