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は  じ  め  に  
 

〈１〉私が学生のとき，数学の世界には「可能的無限」と「実無限」の２種類の無限がある

ことを初めて知り，そのとき，なぜ２種類必要なのか，なぜ１種類に統一しないのか，が 

疑問であった．もちろん，この２つの無限の概念は次のように大きく異なる． 

可能的無限は，「変動可能な有限」あるいは「限りなく大きくなろうとする状態」などと

表現されることが多い概念であり，この無限の概念による無限大は，数としては存在しない．

すなわち，∞は数ではない． 

実無限は，無限を完結したものとして扱い，この無限の概念による無限大は，例えば，カ

ージナル数 (濃度ともいう)  ０אや順序数ωのように，数としてとらえることができる． 

 

しかし，カージナル数を仮定して，実数を含む新しい数 (この数を「拡大実数」という)

を創ることができれば，両者を統一できるのではないか，すなわち，「可能的無限」の概

念を用いて導かれる数学 (例えば，標準的な微分積分) と同じ内容の理論を，拡大実数を用

いて導くことができれば，数学で用いる無限の概念は「実無限」だけであるとすることが

できるのではないか，と思い付いたのがこの研究の始まりである． 

 

〈２〉カージナル数 (順序数は既知とする) を仮定して拡大実数を導くための足掛かりとし

て，自然数とカージナル数の接点を調べると， 

(ⅰ) カージナル数は，選択公理を認めれば， 

０，１，２，３，・・・， ，０א  ，１א  ，・・・，２א  ，ωא   ・・・，ω＋１א 

   のように，大小の順に整列可能である． 

(ⅱ) カージナル数は，有限の範囲で考えれば，大小関係，加法，乗法について自然数と同

型である． 

 このことから，カージナル数を，新しい「自然数」としてとらえれば，「整数」，「有理

数」，「実数」へと数の拡張をしていけるのではないかと期待される．そして，この期待が，

「拡大実数」を創ろうと思い立った直接の動機である． 

 

〈３〉「拡大実数」を創ろうと思い立った直接の動機が，もう１つある．それは，「拡大実

数」は，数直線上の１点の大きさを表すことができるかもしれないという直観であり，その

詳細は次の通りである． 

 

(ア) 幾何学的な点は，その位置のみを有して大きさを有さないものとして定義される． 

  そして， 

(イ) 直線が点の集まりであり， 

(ウ) 直線上の点と実数が１対１対応する 

と仮定して構成したものが数直線であるが，この数直線に，我々の直観に反する矛盾が潜ん 

でいることは周知の通りである．すなわち， 

(ア)より点の大きさは０であり，０はどんなにたくさんどのように加えても０であるが， 

(イ)と(ウ)より点を連続濃度だけ適当に集めれば，長さを有する１つの線分を得る． 
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数直線上の点を，幾何学的な点と同じであると考えれば，上記の矛盾を解決する方法はな

い．したがって，数直線上の点の定義を改めて，(イ)と(ウ)を保存し，我々の直観に反しな

い数直線の構成を試みることは無駄ではないと思われる． 

 

 いま，集合{ｘ：０＜ｘ＜１}に属する実数に対応する点を集めて長さ１の線分を得たとす

る．この場合，点は，図形的には，長さ１の線分を連続濃度に等分割して得られる無限に小

さい長さを有する線分であると考えることができれば理解しやすい． 

実際，この無限に小さい長さを有する線分を「実数点」と名付けて， 

 (イ)′数直線は「実数点」の集まりであり， 

 (ウ)′数直線上の「実数点」と実数が１対１対応する 

とすれば，上記の矛盾は生じない． 

 無論，この解釈が意味を有するためには，「実数点」の存在が必要であり，更にその長さ

を表す無限小なる数も必要であるが，仮に，１を ／１で割って得られる「１א  なる数が「１א 

存在するとすれば，この数が，「実数点」の存在と，その長さを表すはずである． 

 

〈４〉カージナル数を扱うときは，連続体仮説が問題になるが，この小冊子においては，初

めから，一般連続体仮説を認めることにする．すなわち，任意の順序数αに対して， 

２
＝αא   α＋１א 

が成り立つものと仮定する．「１／ ，も「１א  １が連続濃度を表すものと仮定しての数であא 

る．ただし，１／  ．１は，記号的に違和感があるので，１／∞１と表すことにするא 

 

〈５〉この小冊子では，順序数すべての集まりや，それと同等な集まりを考えることがあ

る．しかし，この集まりを集合とすれば，ブラリ・フォルティの逆理が生じることはよく

知られている．したがって，この逆理を回避するために，集合よりも，もっと広い概念で

ある領域という用語も用いることにする．(参考文献[４] P.144) 

 

〈６〉参考文献 

[１] 新版集合論 (辻 正次 著，小松勇作 改訂，共立出版) 

[２] 極限論と集合論 (能代 清，岩波書店) 

[３] 数の概念 (高木貞治，岩波書店) 

[４] 集合論入門 (赤 攝也，培風館) 

    [５] ルベグ積分入門 (吉田洋一，培風館) 

[６] 数学セミナー (１９７７年１月号～１２月号，日本評論社) 

[７] 無限小解析の基礎 (キースラー著 齋藤正彦訳，東京図書) 
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第１章 整数  

 

１ 符号がついた集合 

初めに，若干の用語と記号を定める． 

(ⅰ) 正と負の符号を元とする集合をδ＝{＋，－}とするとき，写像ｆ：Ａ→δが定義され

ている集合Ａを，符号がついた集合という． 

(ⅱ) ａ∈Ａに対して，ｆ(ａ)＝＋ならばａを正の元，ｆ(ａ)＝－ならばａを負の元という． 

(ⅲ) ∀ａ∈Ａに対して，ｆ(ａ)＝＋ならばＡを正の正規集合，ｆ(ａ)＝－ならばＡを負の

正規集合といい，正の正規集合，負の正規集合，空集合を合わせて，単に正規集合という． 

(ⅳ) ａ＋はａが正の元，ａ－はａが負の元であることを表す． 

(ⅴ) Ａ＋はＡが正の正規集合，Ａ－はＡが負の正規集合であることを表す．  

(ⅵ) Ａ＋はＡに属する正の元すべての集合，Ａ－はＡに属する負の元すべての集合を表す． 

(ⅶ) ψを「『Ａ＋→Ａ－』または『Ａ－→Ａ＋』」なる単射とする． 

(ⅷ) 差集合「『Ａ－－ψ(Ａ＋)』または『Ａ＋－ψ(Ａ－)』」は正規集合であるが，この正

規集合をＡψで表す．ただし，ψ(Ａ＋)＝{ψ(ａ)：ａ∈Ａ＋}，ψ(Ａ－)＝{ψ(ａ)：ａ∈Ａ－}． 

(ⅸ) 符号がついた集合ＡからＡψを求めることを，集合の正規化という． 

(ⅹ) 符号がついた集合Ａの，各元の符号をすべて入れ換えた集合を，－Ａで表す． 

 

例： Ａ＝{ａ＋，ｂ－，ｃ＋，ｄ－，ｅ＋}ならば，Ａ＋＝{ａ＋，ｃ＋，ｅ＋}，Ａ－＝{ｂ－， 

ｄ－}であり，Ａψは「{ａ＋}または{ｃ＋}または{ｅ＋}」である．したがって，Ａの正規化に

よって得られる正規集合は，ψによらず，ただ１つの元からなる正の正規集合である．  

 

例： Ａ＝{１＋，２－，３＋，４－，５＋，６－，・・・}ならば， 

Ａ＋＝{１＋，３＋，５＋，・・・}， Ａ－＝{２－，４－，６－，・・・} 

であり，Ａψは，ψにより，正の正規集合にも負の正規集合にも空集合にもなり得る． 

 

２ 定義1-1（整数） 

(ⅰ) cardＡ＋＝cardＢ＋ または cardＡ－＝cardＢ－ または Ａ＝Ｂ＝φ(空集合)のとき，

ＡとＢは同じ整数を表すといい，ＡＩＮＴ＝ＢＩＮＴ または ＢＩＮＴ＝ＡＩＮＴで表す． 

ただし，cardＡは，集合Ａのカージナル数を表すものとする． 

 (ⅱ) Ａが任意の符号がついた集合で，Ａにおけるすべての単写ψの集合をψとするとき，

ＡＩＮＴ＝{ＡψＩＮＴ：ψ∈ψ} 

とする．ただし，{ＡψＩＮＴ：ψ∈ψ}が，ただ１つの元からなる集合ならば，ＡＩＮＴは，その

元を表すものとする． 

(ⅲ) Ａ＋
ＩＮＴを正の整数，Ａ－

ＩＮＴを負の整数，φＩＮＴを零の整数(または単に零)という． 

(ⅳ) 正規集合Ａが，有限集合ならば，ＡＩＮＴを有限整数といい，無限集合ならば，ＡＩＮＴ 

を無限大整数という． 

(ⅴ) (－Ａ)ＩＮＴを，－ＡＩＮＴで表す． 
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３ 定義1-2 

(ⅰ) 大小関係 

Ａ，Ｂを，Ａ∩Ｂ＝φなる正規集合とするとき，{Ｂ∪(－Ａ)}ψが，ψによらず，常に正

の正規集合になるとき，ＢＩＮＴはＡＩＮＴより大であるといい， 

ＢＩＮＴ＞ＡＩＮＴ または ＡＩＮＴ＜ＢＩＮＴ 

で表す． 

(ⅱ) 加法 

 Ａ，Ｂを，Ａ∩Ｂ＝φなる正規集合とするとき，ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴとする． 

(ⅲ) 乗法 

 Ａ，Ｂを正規集合とするとき，ＡとＢの結合集合(Ａ，Ｂ)の元(ａ，ｂ)は，ａとｂが同符

号ならば正の元，異符号ならば負の元とする．このとき，ＡＩＮＴＢＩＮＴ＝(Ａ，Ｂ)ＩＮＴとす

る． 

 

４ 定理1-1 

(ⅰ) 次の写像κは，カージナル数から非負の整数への，大小関係，加法，乗法に関する

同型写像である． 

                  cardφ→φＩＮＴ， 

              κ：  

                  cardＡ＋→Ａ＋
ＩＮＴ． 

 (ⅱ) 有限整数の大小関係，加法，乗法は，従来の整数の大小関係，加法，乗法と同値で

ある．  

証明 (ⅰ) 定義1-1，定義1-2において，非負の正規集合だけを考えれば，整数の大小関

係，加法，乗法の定義は，カージナル数の大小関係，加法，乗法の定義と同値である■ 

 

(ⅱ) 定義1-1，定義1-2において，有限正規集合だけを考えれば，整数の大小関係，加法，

乗法の定義は，従来の整数の大小関係，加法，乗法の定義と同値である■ 

 

５ 定理1-2 

(ⅰ) ａを負の整数，ｂを正の整数とすれば，ａ＜０＜ｂが成り立つ． 

(ⅱ) 任意の整数ａ，ｂにおいて，「ａ＜ｂ ならば －ａ＞－ｂ」が成り立つ． 

証明 (ⅰ) Ａ－
ＩＮＴ＝ａ，Ｂ＋

ＩＮＴ＝ｂとすれば， 

{Ｂ∪(－φ)}＋， {φ∪(－Ａ)}＋， {Ｂ∪(－Ａ)}＋ 

は明らか■ 

 

(ⅱ) Ａ，Ｂを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂとなる正規集合とする． 

仮定ａ＜ｂより，{Ｂ∪(－Ａ)}ψは，ψによらず，常に正の正規集合である．また， 

(－Ａ)∪{－(－Ｂ)}＝Ｂ∪(－Ａ) 

であるので，[(－Ａ)∪{－(－Ｂ)}]ψは，ψによらず，常に正の正規集合である■ 

 

 



6 
 

６ 定理1-3 

 任意の整数ａ，ｂの間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

ａ＝ｂ，  ａ＜ｂ，  ａ＞ｂ． 

 証明 Ａ，Ｂを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂとなる正規集合とする． 

(ⅰ) ∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ
＋ ならば，定義1-2の(ⅰ)より，ａ＜ｂである． 

(ⅱ) ∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ
－ ならば，－{Ｂ∪(－Ａ)}＝Ａ∪(－Ｂ)より，{Ａ∪(－Ｂ)}ψ

＋ 

であるので，ａ＞ｂである． 

(ⅲ) (ⅰ)と(ⅱ)以外ならば，次のいずれかである．  

(ア) ∃ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ＝φ． 

(イ)「∃ψ１，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ１
＋」かつ「∃ψ２，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ２

－」． 

(ア)ならば，cardＡ＝cardＢであるが，正規化の意味を考えれば， 

cardＡ＋＝cardＢ＋， cardＡ－＝cardＢ－， Ａ＝Ｂ＝φ 

のいずれかでなくてはならない．したがって，定義1-1の(ⅰ)より，ａ＝ｂである． 

(イ)ならば， 

「∃ψ１，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ１
＋」より，cardＡ≦cardＢ． 

「∃ψ２，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ２
－」より，cardＡ≧cardＢ． 

ゆえに，cardＡ＝cardＢである．したがって，(ア)と同じ理由で，ａ＝ｂである■ 

 

７ 定理1-4 

任意の整数ａ，ｂ，ｃにおいて，「ａ＜ｂ，ｂ＜ｃ ならば ａ＜ｃ」が成り立つ． 

証明 定理1-2の(ⅰ)と，仮定ａ＜ｂ，ｂ＜ｃより，ａ，ｂ，ｃの符号のこの順の組は， 

(＋，＋，＋)，(０，＋，＋)，(－，＋，＋)，(－，０，＋)， 

(－，－，＋)，(－，－，０)，(－，－，－) 

のいずれかである． 

(ⅰ) (＋，＋，＋)の場合は定理1-1の(ⅰ)による． 

(ⅱ) (０，＋，＋)，(－，＋，＋)，(－，０，＋)，(－，－，＋)，(－，－，０)の場合

は，ａとｃの符号を比べれば，定理1-2の(ⅰ)よりａ＜ｃを得る． 

(ⅲ) (－，－，－)の場合は，－ａ，－ｂ，－ｃの符号を考えれば，(＋，＋，＋)となる．

ここで，仮定ａ＜ｂ，ｂ＜ｃと定理1-2の(ⅱ)より，－ａ＞－ｂ，－ｂ＞－ｃであるの 

で，(ⅰ)より，－ａ＞－ｃ，すなわち，ａ＜ｃを得る■ 

 

８ 整数の整列 

 定理1-1の(ⅰ)より，非負の整数とカージナル数は大小関係において同型である． 

したがって，定理1-2の(ⅰ)と(ⅱ)より，整数は次のように並べることができる． 

ただし，cardＡ＝ ＋αのときのＡא 
ＩＮＴを∞αで表す． 

 

・・・＜－∞ω＜・・・＜－∞２＜－∞１＜－∞０＜・・・＜－３＜－２＜－１＜ 

０＜１＜２＜３＜・・・＜∞０＜∞１＜∞２＜・・・＜∞ω＜・・・ 
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９ 整数の加法における留意事項 

 整数の和として，１つの整数が一意的に定まるとは限らない．実際， 

Ａ＋
ＩＮＴ＝∞α， Ｂ－

ＩＮＴ＝－∞α， Ａ∩Ｂ＝φ 

とすれば， 

∞α＋(－∞α)＝{(Ａ∪Ｂ)ψＩＮＴ：ψ∈ψ}＝{ａ：－∞α≦ａ≦∞α} 

である．ここで，整数の集合{ａ：－∞α≦ａ≦∞α}をΘαで表せば， 

∞α＋(－∞α)＝Θα 

となる． 

このΘαのように，整数の和は，２つ以上の元を有する集合になる場合があるので，その

扱い方を定めておく必要がある． 

次の定義1-3は，整数についての定義であるが，以後現れる他の数についても，同様の定

義が定められているものとする． 

 

10 定義1-3（不定数を含む演算及び大小関係） 

整数すべての領域をΩで表し，Ωの空でない部分領域すべての領域をＵ(Ω)で表す． 

(ⅰ) ａをＵ(Ω)の元とする． 

ａが１つの元からなる部分領域{ａ}ならば，ａをａと同一視して確定数という． 

ａが２つ以上の元からなる部分領域ならば，ａを不定数という． 

(ⅱ) ａ，ｂをＵ(Ω)の元とする．ａとｂの二項演算を，演算記号を一般的に＊とする 

とき，次のように定める． 

ａ＊ｂ＝∪ａ ∈ ａ ,ｂ ∈ ｂ(ａ＊ｂ)． 

(ⅲ) ａ，ｂをＵ(Ω)の元とする．ａとｂの大小関係を，次のように定める． 

「∀ａ∈ａ，∀ｂ∈ｂ，ａ＜ｂ」のとき，ａ＜ｂ． 

「∀ａ∈ａ，∀ｂ∈ｂ，ａ≦ｂ」のとき，ａ≦ｂ． 

 

例：ａ＝Θα，ｂ＝∞αとすれば， 

ａ∈(Θα－{－∞α})  ならば，ａ＋∞α＝∞α． 

ａ＝－∞α         ならば，ａ＋∞α＝Θα． 

したがって， 

ａ＋ｂ＝∪ａ ∈ ａ ,ｂ ∈ ｂ(ａ＋ｂ)＝Θα． 

 

例：ａ＝Θα，ｂ＝∞αとすれば，∀ａ∈Θα ，ａ≦∞αであるので，ａ≦ｂ． 

   ａ＝Θα，ｂ＝∞α＋１とすれば，∀ａ∈Θα ，ａ＜∞α＋１であるので，ａ＜ｂ． 

     ａ＝Θα，ｂ＝０とすれば，ａとｂの大小関係は定義されていない．  

 

補足：ａ，ｂがＵ(Ω)の元で，ａ，ｂの少なくとも片方が不定数の場合は， 

ａ≦ｂは，「ａ＜ｂ または ａ＝ｂ」のことではない 

ので注意を要する． 
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11 定理1-5 

 ａ∈Ωとすれば，次の式が成り立つ．  

(ⅰ) ａが有限ならば，∞α＋ａ＝∞α，(－∞α)＋ａ＝－∞α． 

(ⅱ) ａが正の有限ならば， 

∞αａ＝∞α，∞α(－ａ)＝－∞α，(－∞α)ａ＝－∞α，(－∞α)(－ａ)＝∞α． 

(ⅲ) ａ０＝０，０ａ＝０． 

(ⅳ) ∞α＋∞β ＝∞max{α，β }， (－∞α)＋(－∞β) ＝－∞max{α，β }． 

(ⅴ) ∞α∞β ＝∞max{α，β }， (－∞α)∞β ＝－∞max{α，β }． 

            ∞α (α＞β)， 

(ⅵ) ∞α＋(－∞β)＝  Θα (α＝β)， 

            －∞β (α＜β)． 

          Θα (ａ∈Θα)， 

(ⅶ) Θα＋ａ＝     

          ａ (ａ∈ /Θα)． 

(ⅷ) Θα＋Θβ＝Θmax{α，β }． 

 証明 定義1-2の(ⅱ)と(ⅲ)，定理1-1の(ⅰ)と(ⅱ)を用いれば，容易に証明される■ 

 

12 定理1-6 

Ａ，Ｂが符号のついた集合で，Ａ∩Ｂ＝φとすれば，次の式が成り立つ． 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ． 

証明 一般に，ＡＩＮＴが不定数になるのは， 

cardＡ＋＝cardＡ－＝  αא 

のときだけであり，そのとき， 

ＡＩＮＴ＝Θα 

であるので，次の４通りの場合に分けて証明する．  

(ⅰ) ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴがともに不定数，すなわち，ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴ＝Θβ．  

(ⅱ) ＡＩＮＴが不定数でＢＩＮＴが確定数，すなわち，ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴが確定数．  

(ⅲ) ＡＩＮＴが確定数でＢＩＮＴが不定数，すなわち，ＡＩＮＴが確定数，ＢＩＮＴ＝Θβ．  

(ⅳ) ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴがともに確定数． 

 

(ⅰ) ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴ＝Θβの場合： 

cardＡ＋＝cardＡ－＝ ＝－α， cardＢ＋＝cardＢא   βא 

であるので，  

card(Ａ∪Ｂ)＋＝card(Ａ∪Ｂ)－＝ max{α，βא  }． 

したがって， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θmax{α，β } 

である．また，定理1-5の(ⅷ)より， 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝Θα＋Θβ＝Θmax{α，β } 

である． 

 



9 
 

(ⅱ) ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴが確定数の場合： 

(ア) 初めに，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴが確定数とすれば，次のいずれかである． 

① cardＢ＋＞  ．＋α，cardＢ－＜cardＢא 

② cardＢ－＞  ．－α，cardＢ＋＜cardＢא 

ここで，①のときは，  

card(Ａ∪Ｂ)＋＞  ＋α， card(Ａ∪Ｂ)－＜card(Ａ∪Ｂ)א 

であるので， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)＋ＩＮＴ＝Ｂ＋ＩＮＴ 

である．また，定理1-5の(ⅶ)より， 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝Θα＋Ｂ＋ＩＮＴ＝Ｂ＋ＩＮＴ 

である． 

②のときも同様である． 

(イ) 次に，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θβとすれば， 

card(Ａ∪Ｂ)＋＝card(Ａ∪Ｂ)－＝  βא 

である．ここで，α＜βとすれば， 

cardＢ＋＝cardＢ－＝  βא 

でなくてはならないので，ＢＩＮＴが確定数であることに反する． 

 したがって，α≧βであるが，このときは， 

cardＢ＋，cardＢ－≦  (＊)  αא 

であるので， 

card(Ａ∪Ｂ)＋＝card(Ａ∪Ｂ)－＝  ．αא 

すなわち， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θα 

である．また，(＊)より， 

ＢＩＮＴ∈Θα 

となるので，定理1-5の(ⅶ)より， 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝Θα＋ＢＩＮＴ＝Θα 

である． 

(ⅲ) ＡＩＮＴが確定数，ＢＩＮＴ＝Θβの場合は(ⅱ)と同様である． 

(ⅳ) ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴがともに確定数の場合： 

(ア) 初めに，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴを確定数とする．このときは， 

∀ψ，(Ａ∪Ｂ)ψＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ 

であるので，考えられるのは，次の６通りである． 

① cardＡ＋≧cardＡ－，cardＢ＋≧cardＢ－． 

② cardＡ＋≦cardＡ－，cardＢ＋≦cardＢ－． 

③ cardＡ＋≧cardＡ－，cardＢ＋≦cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≧cardＡ－＋cardＢ－． 

④ cardＡ＋≧cardＡ－，cardＢ＋≦cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≦cardＡ－＋cardＢ－． 

⑤ cardＡ＋≦cardＡ－，cardＢ＋≧cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≧cardＡ－＋cardＢ－． 

⑥ cardＡ＋≦cardＡ－，cardＢ＋≧cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≦cardＡ－＋cardＢ－． 
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ここで，ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴは，ともに確定数であるので， 

①のときは，ψ(Ａ－)⊂Ａ＋，ψ(Ｂ－)⊂Ｂ＋ となるようにψを選べば，            

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ＋－ψ(Ａ－)}∪{Ｂ＋－ψ(Ｂ－)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ． 

②のときは，ψ(Ａ＋)⊂Ａ－，ψ(Ｂ＋)⊂Ｂ－ となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ－－ψ(Ａ＋)}∪{Ｂ－－ψ(Ｂ＋)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ． 

③のときは，Ｃ⊂Ｂ－として， 

ψ(Ａ－)⊂Ａ＋，ψ(Ｃ)＝Ｂ＋，ψ(Ｂ－－Ｃ)⊂Ａ＋－ψ(Ａ－) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ＋－ψ(Ａ－)}∪(Ｂ－－Ｃ)]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ． 

④のときは，Ｃ⊂Ａ＋として， 

ψ(Ｃ)＝Ａ－，ψ(Ｂ＋)⊂Ｂ－，ψ(Ａ＋－Ｃ)⊂Ｂ－－ψ(Ｂ＋) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[(Ａ＋－Ｃ)∪{Ｂ－－ψ(Ｂ＋)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ． 

⑤のときは，Ｃ⊂Ａ－として， 

ψ(Ｃ)＝Ａ＋，ψ(Ｂ－)⊂Ｂ＋，ψ(Ａ－－Ｃ)⊂Ｂ＋－ψ(Ｂ－) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[(Ａ－－Ｃ)∪{Ｂ＋－ψ(Ｂ－)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ． 

⑥のときは，Ｃ⊂Ｂ＋として， 

ψ(Ａ＋)⊂Ａ－，ψ(Ｃ)＝Ｂ－，ψ(Ｂ＋－Ｃ)⊂Ａ－－ψ(Ａ＋) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ－－ψ(Ａ＋)}∪(Ｂ＋－Ｃ)]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ． 

(イ) 次に，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θαとする．ここで，ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴは，ともに確定数である

ので，次のいずれかでなくてはならない． 

① cardＡ＋＝cardＢ－＝ ＞－α，cardＡא  ＞＋α，cardＢא   ．αא 

② cardＡ－＝cardＢ＋＝ ＞＋α，cardＡא  ＞－α，cardＢא   ．αא 

 ここで， 

①のときは，ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝∞α＋(－∞α)＝Θα＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ． 

②のときは，ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝(－∞α)＋∞α＝Θα＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ■ 

 

13 定理1-7 

 ａ，ｂ，ｃ∈Ｕ(Ω)とすれば，次の式が成り立つ． 

(ⅰ) ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ．(加法の交換法則)  

(ⅱ) (ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)．(加法の結合法則) 

(ⅲ) ａｂ＝ｂａ．(乗法の交換法則) 

(ⅳ) (ａｂ)ｃ＝ａ(ｂｃ)．(乗法の結合法則) 

 証明 ａ∈ａ，ｂ∈ｂ，ｃ∈ｃとして，Ａ，Ｂ，Ｃを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，ＣＩＮＴ＝

ｃとなる正規集合 (加法の場合は互いに素) とする． 

(ⅰ) Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａであるので，定義1-2の(ⅱ)より，ａ＋ｂ＝ｂ＋ａが成り立つ． 

ゆえに，定義1-3の(ⅱ)より，ａ＋ｂ＝ｂ＋ａが成り立つ■ 
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(ⅱ) 定理1-6より， 

(ａ＋ｂ)＋ｃ＝((Ａ∪Ｂ)∪Ｃ)ＩＮＴ＝(Ａ∪(Ｂ∪Ｃ))ＩＮＴ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

が成り立つ．ゆえに，定義1-3の(ⅱ)より，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)が成り立つ■ 

 

(ⅲ) 結合集合(Ａ，Ｂ)と(Ｂ，Ａ)の，それぞれの元(ａ，ｂ)と(ｂ，ａ)は同符号であり，

card(Ａ，Ｂ)＝card(Ｂ，Ａ)であるので，定義1-2の(ⅲ)より，ａｂ＝ｂａが成り立つ． 

ゆえに，定義1-3の(ⅱ)より，ａｂ＝ｂａが成り立つ■ 

 

(ⅳ ) 結合集合((Ａ，Ｂ)，Ｃ)と(Ａ，(Ｂ，Ｃ))の，それぞれの元((ａ，ｂ)，ｃ)と     

(ａ，(ｂ，ｃ))は同符号であり，card((Ａ，Ｂ)，Ｃ)＝card(Ａ，(Ｂ，Ｃ))であるので， 

(ａｂ)ｃ＝ａ(ｂｃ)が成り立つ． 

ゆえに，定義1-3の(ⅱ)より，(ａｂ)ｃ＝ａ(ｂｃ)が成り立つ■  

 

14 定理1-8（分配法則） 

ａ，ｂ，ｃ∈Ωとする．分配法則ａ(ｂ＋ｃ)＝ａｂ＋ａｃ・・・(＊)は， 

(ⅰ) ａｂ＋ａｃが確定数ならば，常に成り立つ． 

(ⅱ) ａｂ＋ａｃが不定数ならば，「ａ＝１またはａ＝－１」のときのみ成り立つ． 

(ⅲ) ｂ＋ｃが確定数で，ａが有限ならば，常に成り立つ． 

証明 ａが無限大「∞αまたは－∞α」であることを，記号ａαで表す． 

(ⅰ)と(ⅱ)を合わせて証明する．ａ，ｂ，ｃを次の(ア)～(カ)の場合に分ける． 

 

ａ，ｂ，ｃの少なくとも１つが０ ・・・(ア) 

ａ，ｂ，ｃのいずれもが０でなくて， 

ｂ，ｃが同符号 ・・・(イ) 

  ｂ，ｃが異符号で， 

    ａ，ｂ，ｃがすべて有限 ・・・(ウ) 

    ａ，ｂ，ｃのうちの１つだけが無限大 ・・・(エ) 

    ａ，ｂ，ｃのうちの１つだけが有限 ・・・(オ) 

    ａ，ｂ，ｃがすべて無限大 ・・・(カ) 

 

ここで，それぞれの場合の，「ａｂ＋ａｃが確定数か否か」と「(＊)が成り立つか否か」

について調べると次のようになる． 

(ア)の場合は，明らかに，ａｂ＋ａｃは確定数で，(＊)が成り立つ． 

(イ)の場合は，Ａ，Ｂ，Ｃを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，ＣＩＮＴ＝ｃとなる正規集合と 

する．Ｂ∩Ｃ＝φとすれば，  

(Ａ，Ｂ∪Ｃ)＝(Ａ，Ｂ)∪(Ａ，Ｃ)，  (Ａ，Ｂ)∩(Ａ，Ｃ)＝φ 

であり，条件「ｂ，ｃが同符号」より，(Ａ，Ｂ∪Ｃ)，(Ａ，Ｂ)，(Ａ，Ｃ)はすべて同じ

符号の正規集合である．したがって，ａｂ＋ａｃは確定数で，(＊)が成り立つ． 

(ウ)の場合は，明らかに，ａｂ＋ａｃは確定数で，(＊)が成り立つ． 
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(エ)の場合は， 

① ａαで，ｂとｃが有限ならば，ａαｂ＋ａαｃ＝Θα(不定数)で，ａα(ｂ＋ｃ)は 

「∞αまたは－∞αまたは０」となるので，(＊)は成り立たない． 

② ｂβで，ａとｃが有限ならば，ａｂβ＋ａｃ＝ａｂβは確定数で，ａ(ｂβ＋ｃ)＝ 

ａｂβ＝ａｂβ＋ａｃが成り立つ． 

③ ｃγで，ａとｂが有限ならば，ａｂ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数で，ａ(ｂ＋ｃγ)＝ 

ａｃγ＝ａｂ＋ａｃγが成り立つ． 

(オ)の場合は， 

① ａが有限で，ｂβ，ｃγならば， 

β＞γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｂβは確定数で， 

ａ(ｂβ＋ｃγ)＝ａｂβ＝ａｂβ＋ａｃγが成り立つ． 

β＜γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数で， 

ａ(ｂβ＋ｃγ)＝ａｃγ＝ａｂβ＋ａｃγが成り立つ． 

β＝γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝Θβ(不定数)で，ａ(ｂβ＋ｃγ)＝ａΘβであるので， 

「ａ＝１またはａ＝－１」のときのみａΘβ＝Θβとなり，(＊)が成り立つ． 

② ｂが有限で，ａα，ｃγならば， 

α≧γのとき，ａαｂ＋ａαｃγ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂ＋ｃγ)＝ａαｃγであるので，(＊)は成り立たない． 

α＜γのとき，ａαｂ＋ａαｃγ＝ａαｃγは確定数で， 

ａα(ｂ＋ｃγ)＝ａαｃγ＝ａαｂ＋ａαｃγが成り立つ． 

③ ｃが有限で，ａα，ｂβならば， 

α≧βのとき，ａαｂβ＋ａαｃ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂβ＋ｃ)＝ａαｂβであるので，(＊)は成り立たない． 

α＜βのとき，ａαｂβ＋ａαｃ＝ａαｂβは確定数で， 

ａα(ｂβ＋ｃ)＝ａαｂβ＝ａαｂβ＋ａαｃが成り立つ． 

(カ)の場合は， 

α≧β，γのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)は，「ａαｂβ，ａαｃγ，{－ａα，０，ａα}」のい

ずれかであるので，(＊)は成り立たない． 

β＞α，γのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝ａαｂβは確定数で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)＝ａαｂβ＝ａαｂβ＋ａαｃγが成り立つ． 

γ＞α，βのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝ａαｃγは確定数で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)＝ａαｃγ＝ａαｂβ＋ａαｃγが成り立つ． 

β＝γ＞αのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝Θβ(不定数)で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)＝ａαΘβ≠Θβであるので，(＊)は成り立たない． 

 

以上(ア)～(カ)により，(＊)は，ａｂ＋ａｃが確定数ならば常に成り立ち，ａｂ＋ａｃ

が不定数ならば，「ａ＝１またはａ＝－１」のときのみ成り立つ■ 
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(ⅲ) ｂ＋ｃが確定数で，ａが有限ならば，ａｂ＋ａｃが確定数であることを示せばよい．

実際，ａｂ＋ａｃが確定数ならば，(ⅰ)より(＊)が成り立つ．  

仮定「ａが有限」より，ａ，ｂ，ｃを次の(ア)～(オ)の場合に分ける． 

 

ａ，ｂ，ｃの少なくとも１つが０ ・・・(ア) 

ａ，ｂ，ｃのいずれもが０でなくて， 

      ｂ，ｃが同符号 ・・・(イ) 

      ｂ，ｃが異符号で，ｂ，ｃの両方が有限 ・・・(ウ) 

ｂ，ｃのうちの片方が有限で，他方が無限大 ・・・(エ) 

ｂ，ｃの両方が無限大 ・・・(オ) 

 

ここで，それぞれの場合の，「ａｂ＋ａｃが確定数か否か」を調べると次のようになる． 

(ア)の場合は，明らかに，ａｂ＋ａｃは確定数である． 

(イ)の場合は，ａｂ，ａｃが同符号であるので，ａｂ＋ａｃは確定数である． 

(ウ)の場合は，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，ａｂ＋ａｃは確定数である． 

(エ)の場合は，ｂβ，ｃは有限とすれば，ａｂβ＋ａｃ＝ａｂβは確定数である． 

ｂは有限，ｃγとすれば，ａｂ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数である． 

(オ)の場合は，ｂβ，ｃγとすれば， 

β＞γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｂβは確定数である． 

β＜γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数である． 

β＝γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝Θβ(不定数)である．しかし，このときは， 

ｂ＋ｃ＝Θβであるので，仮定「ｂ＋ｃが確定数」に反する■ 

 

15 定理1-9（等式に関する諸性質） 

ａ，ｂ，ｃ∈Ωとすれば，次の関係が成り立つ． 

(ⅰ) ａが有限ならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａ－ｂ＝０」． 

(ⅱ) ｃが有限ならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ」． 

(ⅲ) ｃ(≠０)が有限ならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａｃ＝ｂｃ」． 

(ⅳ) ａｂ＝０ ⇔ 「ａ＝０ または ｂ＝０」． 

(ⅴ) ａ＝ｂならば，ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ． 

(ⅵ) ａ＝ｂならば，ａｃ＝ｂｃ． 

(ⅶ) ａαならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａ－ｂ＝Θα」． 

(ⅷ) ｃγならば，「『ａ，ｂ∈Θγでａ≠ｂ』でなければ『ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ ⇒ ａ＝ｂ』」． 

(ⅸ) ｃγならば，「『ａ，ｂ∈Θγでａ≠ｂ』でなければ『ａｃ＝ｂｃ ⇒ ａ＝ｂ』」． 

証明 Ａ，Ｂ，Ｃを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，ＣＩＮＴ＝ｃとなる正規集合とする． 

(ⅰ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａ－ｂ＝０の証明： 

ａが有限ならばｂも有限であるので，定理1-1の(ⅱ)より明らか． 

(イ) ａ－ｂ＝０ ⇒ ａ＝ｂの証明： 

ａが有限ならばｂも有限である．実際，ｂβとすれば，ａ－ｂβ＝－ｂβ≠０となり仮定

に反する．したがって，定理1-1の(ⅱ)より明らか■ 
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(ⅱ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃの証明： 

ａ＝ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，定理1-1の(ⅱ)より明らか． 

 ａ＝ｂ＝∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃ． 

ａ＝ｂ＝－∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃ． 

(イ) ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ ⇒ ａ＝ｂの証明： 

 ａが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限になるので，定理1-1の(ⅱ)より明らか． 

ａ＝∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃであるので，ｂ＝∞α． 

ａ＝－∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃであるので，ｂ＝－∞α■ 

 

(ⅲ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａｃ＝ｂｃの証明： 

ａ＝ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，定理1-1の(ⅱ)より明らか． 

 ａ＝ｂ＝∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(sgnｃ)∞α＝ｂｃ． 

 ａ＝ｂ＝－∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(－sgnｃ)∞α＝ｂｃ． 

(イ) ａｃ＝ｂｃ ⇒ ａ＝ｂの証明： 

 ａが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限になるので，定理1-1の(ⅱ)より明らか． 

ａ＝∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(sgnｃ)∞α＝ｂｃであるので，ｂ＝∞α． 

ａ＝－∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(－sgnｃ)∞α＝ｂｃであるので， 

ｂ＝－∞α■ 

                                         

(ⅳ) 結合集合(Ａ，Ｂ)＝φ ⇔「Ａ＝φ または Ｂ＝φ」■ 

 

(ⅴ) (ア) ａ＝ｂが有限の場合： 

 ｃが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，定理1-1の(ⅱ)より明らか． 

 ｃγならば，ａ＋ｃ＝ｃ＝ｂ＋ｃ． 

(イ) ａ＝ｂ＝∞αの場合： 

 ｃが有限ならば，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃ． 

 ｃ＝∞γならば，ａ＋ｃ＝∞max{α，γ }＝ｂ＋ｃ． 

 ｃ＝－∞γ， α＞γならば，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃ． 

α＝γならば，ａ＋ｃ＝Θα＝ｂ＋ｃ． 

α＜γならば，ａ＋ｃ＝－∞γ＝ｂ＋ｃ． 

(ウ) ａ＝ｂ＝－∞αの場合： 

 ｃが有限ならば，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃ． 

 ｃ＝∞γ， α＞γならば，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃ． 

      α＝γならば，ａ＋ｃ＝Θα＝ｂ＋ｃ． 

      α＜γならば，ａ＋ｃ＝∞γ＝ｂ＋ｃ． 

 ｃ＝－∞γならば，ａ＋ｃ＝－∞max{α，γ }＝ｂ＋ｃ■ 

 

(ⅵ) ＡとＢは同符号または空集合であり，cardＡ＝cardＢであるので，結合集合(Ａ，Ｃ)

と(Ｂ，Ｃ)も同符号または空集合で，card(Ａ，Ｃ)＝card(Ｂ，Ｃ)である■ 
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(ⅶ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａ－ｂ＝Θαの証明： 

ａ＝ｂ＝∞αならば，ａ－ｂ＝∞α－∞α＝Θα． 

 ａ＝ｂ＝－∞αならば，ａ－ｂ＝－∞α－(－∞α)＝－∞α＋∞α＝∞α－∞α＝Θα． 

(イ) ａ－ｂ＝Θα ⇒ ａ＝ｂの証明： 

ａ－ｂ＝Θαとなるのは，ａ＝ｂ＝∞α または ａ＝ｂ＝－∞αの場合だけである■ 

 

(ⅷ) ａ∈Θγ，ｂ∈Θγでａ＋ｃ＝ｂ＋ｃとなるのは，ａ＝ｂとａ≠ｂの両方の場合がある

が，ａ≠ｂでなければ当然ａ＝ｂである． 

 ａ∈ /Θγ，ｂ∈Θγならばａ＋ｃ≠ｂ＋ｃであるので仮定に反する． 

 ａ∈Θγ，ｂ∈ /Θγならばａ＋ｃ≠ｂ＋ｃであるので仮定に反する． 

 ａ∈ /Θγ，ｂ∈ /Θγならばａ＋ｃ＝ａ，ｂ＋ｃ＝ｂ，ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃよりａ＝ｂ■ 

                                      

(ⅸ) ａ∈Θγ，ｂ∈Θγでａｃ＝ｂｃとなるのは，ａ＝ｂとａ≠ｂの両方の場合があるが，

ａ≠ｂでなければ当然ａ＝ｂである． 

 ａ∈ /Θγ，ｂ∈Θγならばａｃ≠ｂｃであるので仮定に反する． 

 ａ∈Θγ，ｂ∈ /Θγならばａｃ≠ｂｃであるので仮定に反する． 

 ａ∈ /Θγ，ｂ∈ /Θγならばａｃ＝(sgnｃ)ａ，ｂｃ＝(sgnｃ)ｂ，ａｃ＝ｂｃよりａ＝ｂ■ 

 

16 定理1-10（不等式に関する諸性質その１） 

ａ，ｂ∈Ｕ(Ω)，ａ∈ａ，ｂ∈ｂとすれば，次の関係が成り立つ． 

(ⅰ) ａ＜ｂ ⇔ ｂ－ａ＞０． 

(ⅱ) ａ＜ｂ  ⇔ ｂ－ａ＞０． 

 証明 (ⅰ) Ａ，Ｂを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，Ａ∩Ｂ＝φとなる正規集合とする． 

(ア) ａ＜ｂ ⇒ ｂ－ａ＞０の証明： 

仮定ａ＜ｂより，∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψは正の正規集合である．ここで， 

{Ｂ∪(－Ａ)}∪(－φ)＝Ｂ∪(－Ａ) 

であるので，∀ψ，[{Ｂ∪(－Ａ)}∪(－φ)]ψは正の正規集合である． 

(イ) ｂ－ａ＞０ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

ｂ－ａは確定数である．実際，不定数とすれば，ｂ－ａ＝Θαでなくてはならないので，

仮定ｂ－ａ＞０に反する．したがって， 

∀ψ，[{Ｂ∪(－Ａ)}∪(－φ)]ψ 

は正の正規集合であるので，∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψは正の正規集合である■ 

 

(ⅱ) ａ＜ｂは，「∀ａ∈ａ，∀ｂ∈ｂ，ａ＜ｂ」のことであり， 

ｂ－ａ＝∪ａ ∈ ａ ,ｂ ∈ ｂ(ｂ－ａ) 

であるので，(ⅰ)より，(ⅱ)を得る■ 
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17 定理1-11（不等式に関する諸性質その２） 

 ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ωとすれば，次の関係が成り立つ． 

(ⅰ) ｃが有限ならば，「ａ＜ｂ ⇔ ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ」． 

(ⅱ) ｃが正の有限ならば，「ａ＜ｂ ⇔ ａｃ＜ｂｃ」． 

(ⅲ) ｃが負の有限ならば，「ａ＜ｂ ⇔ ａｃ＞ｂｃ」． 

(ⅳ) ｃγならば， 

「ａ＜ｂ ⇒『ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ』or『ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ』or『ａ＋ｃ≦ｂ＋ｃ』」． 

(ⅴ) ｃγならば，「ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ ⇒ ａ＜ｂ」． 

(ⅵ) ｃ＝∞γならば，「ａ＜ｂ ⇒ ａｃ≦ｂｃ」． 

(ⅶ) ｃ＝∞γならば，「ａｃ＜ｂｃ ⇒ ａ＜ｂ」． 

(ⅷ) ａ＜ｂ，ｃ＜ｄならば，ａ＋ｃ＜ｂ＋ｄ．  

(ⅸ) ０＜ａ＜ｂ，０＜ｃ＜ｄならば，０＜ａｃ＜ｂｄ．  

証明 (ⅰ) 仮定「ｃが有限」より，ａ＋ｃ，ｂ＋ｃはともに確定数である． 

 (ア) ａ＜ｂ ⇒ ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃの証明： 

(ｂ＋ｃ)－(ａ＋ｃ)＝ｂ＋ｃ－ａ－ｃ (∵定理1-8の(ⅲ)，定理1-7の(ⅱ)) 

＝(ｂ－ａ)＋(ｃ－ｃ) (∵定理1-7の(ⅰ)と(ⅱ)) 

＝ｂ－ａ (∵ｃは有限) 

            ＞０ (∵仮定ａ＜ｂ，定理1-10の(ⅰ))   

であるので，定理1-10の(ⅰ)より，ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃを得る． 

(イ) ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

 (ｂ＋ｃ)－(ａ＋ｃ)＞０．(∵仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ，定理1-10の(ⅰ)) 

 ここで， 

(ｂ＋ｃ)－(ａ＋ｃ)＝ｂ＋ｃ－ａ－ｃ (∵定理1-8の(ⅲ)，定理1-7の(ⅱ)) 

＝(ｂ－ａ)＋(ｃ－ｃ) (∵定理1-7の(ⅰ)と(ⅱ)) 

＝ｂ－ａ (∵ｃは有限) 

であるので，ｂ－ａ＞０，すなわち，ａ＜ｂを得る■ 

 

(ⅱ) (ア) ａ＜ｂ ⇒ ａｃ＜ｂｃの証明： 

ａ，ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃはすべて有限である． 

ａが有限でｂ＝∞αならば，ｃが正の有限より，「ａｃは有限でｂｃ＝∞α」である． 

 ａが有限でｂ＝－∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する． 

 ｂが有限でａ＝∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する．  

 ｂが有限でａ＝－∞αならば，ｃが正の有限より「ａｃ＝－∞αでｂｃは有限」である． 

ａ，ｂが無限大ならば，ｃが正の有限より，「ａｃ＝ａでｂｃ＝ｂ」である． 

したがって，仮定ａ＜ｂが成り立つ場合は，いずれの場合も，ａｃ＜ｂｃを得る． 

(イ) ａｃ＜ｂｃ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

ａｃ，ｂｃはともに確定数であるので， 

ｂｃ－ａｃ＞０ (∵仮定ａｃ＜ｂｃ，定理1-10の(ⅰ)) 

となり，ｂｃ－ａｃも確定数である．したがって，定理1-8の(ⅰ)より， 

ｂｃ－ａｃ＝(ｂ－ａ)ｃ＞０ 
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と変形できるので，仮定ｃ＞０より，ｂ－ａ＞０，すなわち，ａ＜ｂを得る■ 

 

(ⅲ) (ア) ａ＜ｂ ⇒ ａｃ＞ｂｃの証明： 

ａ，ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃはすべて有限である． 

ａが有限でｂ＝∞αならば，ｃが負の有限より，「ａｃは有限でｂｃ＝－∞α」である． 

ａが有限でｂ＝－∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する． 

ｂが有限でａ＝∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する． 

ｂが有限でａ＝－∞αならば，ｃが負の有限より，「ａｃ＝∞αでｂｃは有限」である． 

ａ，ｂが無限大ならば，ｃが負の有限より，「ａｃ＝－ａでｂｃ＝－ｂ」である．また， 

仮定ａ＜ｂと定理1-2の(ⅱ)より，－ａ＞－ｂである． 

 したがって，仮定ａ＜ｂが成り立つ場合は，いずれの場合も，ａｃ＞ｂｃを得る． 

(イ) ａｃ＞ｂｃ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

ａｃ，ｂｃはともに確定数であるので， 

ａｃ－ｂｃ＞０ (∵仮定ａｃ＞ｂｃ，定理1-10の(ⅰ)) 

となり，ａｃ－ｂｃも確定数である．したがって，定理1-8の(ⅰ)より， 

ａｃ－ｂｃ＝(ａ－ｂ)ｃ＞０ 

と変形できるので，仮定ｃ＜０より，ａ－ｂ＜０，すなわち，ａ＜ｂを得る■ 

 

(ⅳ) 次の４つの場合(ア)～(エ)に分けて証明する． 

(ア) ａ，ｂ∈Θγの場合は，仮定ａ＜ｂより， 

①ｃ＝∞γならば，次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ｃ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝Θγ≦ｃ＝ｂ＋ｃ．  

   ②ｃ＝－∞γならば，次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ｃ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝ｃ≦Θγ＝ｂ＋ｃ． 

(イ) ａ∈Θγ，ｂ∈ /Θγの場合は，仮定ａ＜ｂより，∞γ＜ｂとなるので，仮定ｃγより，

次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ｃ＜ｂ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝Θγ＜ｂ＝ｂ＋ｃ． 

(ウ) ａ∈ /Θγ，ｂ∈Θγの場合は，仮定ａ＜ｂより，ａ＜－∞γとなるので，仮定ｃγより，

次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ａ＜ｃ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝ａ＜Θγ＝ｂ＋ｃ． 

(エ) ａ∈ /Θγ，ｂ∈ /Θγの場合は，仮定ａ＜ｂより， 

∞γ＜ａ＜ｂ， ａ＜ｂ＜－∞γ， 「ａ＜－∞γ，∞γ＜ｂ」 

のいずれかであるが，仮定ｃγより，いずれにおいても，次の式が成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ａ＜ｂ＝ｂ＋ｃ■ 

 

(ⅴ) 次の４つの場合(ア)～(エ)に分けて証明する． 

(ア) ａ，ｂ∈Θγの場合は，仮定ｃγより，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

(イ) ａ∈Θγ，ｂ∈ /Θγの場合は， 

ｂ＜－∞γ または ∞γ＜ｂ 

である．ここで， 
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① ∞γ＜ｂならば，ａ∈Θγ≦∞γ＜ｂより，ａ＜ｂが成り立つ． 

② ｂ＜－∞γならば，仮定ｃγより， 

「ａ＋ｃ＝ｃ，ｂ＋ｃ＝ｂ＜－∞γ」または「ａ＋ｃ＝Θγ，ｂ＋ｃ＝ｂ＜－∞γ」 

    であるので，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

(ウ) ａ∈ /Θγ，ｂ∈Θγの場合は， 

ａ＜－∞γ または ∞γ＜ａ 

である．ここで， 

① ∞γ＜ａならば，仮定ｃγより， 

「∞γ＜ａ＝ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ＝ｃ」または「∞γ＜ａ＝ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ＝Θγ」 

  であるので，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

② ａ＜－∞γならば，ｂ∈Θγ≧－∞γ＞ａより，ｂ＞ａが成り立つ． 

(エ) ａ∈ /Θγ，ｂ∈ /Θγの場合は，次のいずれかである． 

① ∞γ＜ａ，∞γ＜ｂ．   ② ∞γ＜ａ，ｂ＜－∞γ． 

③ ａ＜－∞γ，∞γ＜ｂ．  ④ ａ＜－∞γ，ｂ＜－∞γ． 

仮定ｃγより，いずれも，ａ＋ｃ＝ａ，ｂ＋ｃ＝ｂである．したがって， 

 ①のときは，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃより，ａ＜ｂ． 

 ②のときは，ｂ＋ｃ＝ｂ＜－∞γ＜∞γ＜ａ＝ａ＋ｃとなるので，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは

成り立たない． 

 ③のときは，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃより，ａ＜ｂ． 

 ④のときは，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃより，ａ＜ｂ． 

 以上(ア)～(エ)により，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃが成り立てば，定理は成り立つ■ 

 

(ⅵ) 仮定ａ＜ｂより，次の５つの場合(ア)～(オ)に分けて証明する． 

(ア) ０≦ａ＜ｂならば，ａ，ｂは非負の整数で，仮定ｃ＝∞γ＞０である．したがって， 

定理1-1の(ⅰ)より，ａｃ＜ｂｃである． 

(イ) ａ＜０≦ｂならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＜０≦ｂｃである． 

(ウ) －∞γ≦ａ＜ｂ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＝－∞γ＝ｂｃである． 

(エ) ａ＜－∞γ≦ｂ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＝ａ＜－∞γ＝ｂｃである． 

(オ) ａ＜ｂ≦－∞γならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＝ａ＜ｂ＝ｂｃである■ 

 

(ⅶ) 仮定ａｃ＜ｂｃより，次の５つの場合(ア)～(オ)に分けて証明する． 

(ア) ０≦ａｃ，ｂｃならば，仮定ｃ＝∞γ＞０より，ａ，ｂは非負の整数になる．したが

って，定理1-1の(ⅰ)より，ａｃ＜ｂｃならば，ａ＜ｂである． 

(イ) ａｃ＜０≦ｂｃならば，仮定ｃ＝∞γより，ａは負の整数，ｂは非負の整数になるの

で，ａ＜ｂである． 

(ウ) －∞γ≦ａｃ，ｂｃ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，仮定ａｃ＜ｂｃは成り立たない． 

(エ) ａｃ＜－∞γ≦ｂｃ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，ａ＜－∞γ≦ｂ＜０である． 

(オ) ａｃ，ｂｃ≦－∞γならば， 

(－ａ)ｃ，(－ｂ)ｃ≧∞γ， 

仮定ｃ＝∞γ＞０， 
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仮定ａｃ＜ｂｃより，(－ａ)ｃ＞(－ｂ)ｃ 

であるので，(ア)より，－ａ＞－ｂ，すなわち，ａ＜ｂを得る． 

以上(ア)～(オ)により，仮定ａｃ＜ｂｃが成り立てば，定理は成り立つ■ 

 

(ⅷ) 仮定ａ＜ｂ，ｃ＜ｄより， 

ｂ－ａ＞０， ｄ－ｃ＞０ (∵定理1-10の(ⅰ)) 

であるので，ｂ－ａ，ｄ－ｃは，ともに確定数である．したがって， 

(ｂ－ａ)＋(ｄ－ｃ)＞０ (∵定理1-1の(ⅰ)) 

である．ここで，左辺を変形すれば， 

(ｂ－ａ)＋(ｄ－ｃ) ＝ｂ－ａ＋ｄ－ｃ (∵定理1-7の(ⅱ)) 

           ＝(ｂ＋ｄ)－(ａ＋ｃ)． 

(∵定理1-7の(ⅰ)と(ⅱ)，定理1-8の(ⅰ)と(ⅱ)) 

したがって，(ｂ＋ｄ)－(ａ＋ｃ)＞０であるので          

 ａ＋ｃ＜ｂ＋ｄ (∵定理1-10の(ⅱ)) 

が成り立つ■ 

 

(ⅸ) 定理1-1の(ⅰ)より明らか■ 
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第２章 有理数 

 

１ 分数 

初めに，若干の用語と記号を定める． 

(ⅰ) ａ，ｂ∈Ｕ(Ω)，ａ＞０とするとき，ｂ／ａを分数という． 

(ⅱ) 分数ｂ／ａとｄ／ｃは「ａ＝ｃ，ｂ＝ｄ」のとき等しいといい，ｂ／ａ＝ｄ／ｃ  

または ｄ／ｃ＝ｂ／ａで表す． 

(ⅲ)  分数ｂ／ａは，ｂ＞０のとき正の分数，ｂ＜０のとき負の分数，ｂ＝０のとき零の

分数(または単に零)といい，その他の分数の符号は考えないものとする． 

(ⅳ) 分数(－ｂ)／ａを，－ｂ／ａで表す． 

(ⅴ) ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ωのとき，ｂｃ＝ａｄならば，分数ｂ／ａとｄ／ｃは同値であると

いい，ｂ／ａ～ｄ／ｃ または ｄ／ｃ～ｂ／ａで表す． 

(ⅵ) ａ，ｂ，ｃ∈Ω，ａ＞０，ｃ＞０のとき，分数ｂｃ／ａｃから分数ｂ／ａを得ること

を約分といい，１以外に約す値ｃが存在しない分数を既約分数という． 

(ⅶ) 分数ｂ／ａから得られる既約分数を，ｂ∥ａで表す． 

 

２ 定義2-1（分数の分類） 

 分数を次のように分類する． 

(ⅰ) 第１種分数：分母，分子が確定数で，約分の仕方によらず，得られる既約分数が一 

定の分数． 

(ⅱ) 第２種分数：分母，分子が確定数で，約分の仕方により，得られる既約分数が２つ 

以上ある分数． 

(ⅲ) 第３種分数：分母，分子の少なくとも片方が不定数の分数． 

 

 例：４∥６＝２／３であり，これ以外の既約分数は存在しないので，４／６は第１種分

数である． 

 

例：∞０／∞１＝∞０／∞１∞０より，∞０∥∞１＝１／∞１であり，これ以外の既約分数は 

存在しないので，∞０／∞１は第１種分数である． 

  

例：∞α∥∞α＝１／２， ∞α∥∞α＝１／３がともに成り立ち，１／２と１／３は異な 

る既約分数であるので，∞α／∞αは第２種分数である．   

  

３ 定理2-1 

 分母，分子が確定数である分数ｂ／ａは， 

(ⅰ) ａ，ｂの少なくとも片方が有限整数ならば，第１種分数である． 

(ⅱ) ａα，ｂβならば，α≠βのとき第１種分数で，α＝βのとき第２種分数である． 

 証明 ａ，ｂの両方が有限整数ならば，ｂ／ａは従来の分数と同じである．片方だけが有

限整数ならば，定理1-5の(ⅱ)より，ｂ∥ａは一定である．したがって，(ⅰ)は明らかであ

るので(ⅱ)を証明する． 
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α＜βならば， 

分数の定義よりａ＞０であり，ｂ／ａ＝ｂａ／ａであるので，ｂ∥ａ＝ｂ／１． 

α＞βならば， 

ｂ＞０のときは，ｂ／ａ＝ｂ／ａｂであるので，ｂ∥ａ＝１／ａ． 

ｂ＜０のときは，ｂ／ａ＝(－１)(－ｂ)／ａ(－ｂ)であるので，ｂ∥ａ＝－１／ａ． 

したがって，α≠βならば，第１種分数である． 

α＝βならば， 

ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｂ／ａ＝－∞α／∞αのいずれかであるので，第２種分数である■ 

 

４ 定理2-2 

第１種分数における同値関係は，同値律を満たす． 

証明 反射律「ｂ／ａ～ｂ／ａ」は明らか．実際，ｂａ＝ａｂが成り立つ． 

対称律「ｂ／ａ～ｄ／ｃ ならば ｄ／ｃ～ｂ／ａ」も明らか．実際，「ｂｃ＝ａｄ ならば 

ｄａ＝ｃｂ」が成り立つ．次に， 

推移律「ｂ／ａ～ｄ／ｃ，ｄ／ｃ～ｆ／ｅ ならば ｂ／ａ～ｆ／ｅ」を証明する． 

初めに，ｄ＝０とすれば，仮定「ｂ／ａ～ｄ／ｃ」よりｂ＝０，仮定「ｄ／ｃ～ｆ／ｅ」

よりｆ＝０であるので，明らかに，ｂｅ＝ａｆが成り立つ．以下，ｄ≠０とする． 

仮定「ｂ／ａ～ｄ／ｃ，ｄ／ｃ～ｆ／ｅ」より， 

ｂｃ＝ａｄ，ｄｅ＝ｃｆ，ａ＞０，ｃ＞０，ｅ＞０．  (＊１) 

ここで，ｂｃ＝ａｄの両辺にｅを掛け，ｄｅ＝ｃｆの両辺にａを掛ければ， 

ｂｃｅ＝ａｄｅ， ａｄｅ＝ａｃｆ．(∵定理1-9の(ⅵ)) 

したがって， 

ｂｃｅ＝ａｃｆ   (＊２) 

となる． 

また，ｂｃ＝ａｄの両辺にｆを掛け，ｄｅ＝ｃｆの両辺にｂを掛ければ， 

ｂｃｆ＝ａｄｆ， ｂｄｅ＝ｂｃｆ．(∵定理1-9の(ⅵ)) 

したがって， 

ｂｄｅ＝ａｄｆ   (＊３) 

となる．ここで， 

(ⅰ) ｃ＞０が有限整数ならば，(＊２)と定理1-9の(ⅲ)より，ｂｅ＝ａｆを得る． 

(ⅱ) ｃ＝∞αで，ｄ∈ /Θα (すなわち，ｄβ，α＜β) ならば，(＊１)と，今考えている分

数がすべて第１種分数であることより， 

０＜ａ＜∞β，０＜ｅ＜∞β，ｂβ，ｆβ，α＜β 

でなくてはならないので，(ｂｅ)β，(ａｆ)βとなる． 

また，(＊２)より，ｂとｆは同符号であるので，ｂｅ＝ａｆを得る． 

(ⅲ) ｃ＝∞αで，ｄ∈Θα(ｄ≠０)ならば，(＊１)と，今考えている分数がすべて第１種分

数であることより， 

－∞α＜ｂ(≠０)＜∞α，－∞α＜ｆ(≠０)＜∞α，ａα，ｅα 

でなくてはならないので，(ｂｅ)α，(ａｆ)αとなる． 

また， (＊３)より，ｂとｆは同符号であるので，ｂｅ＝ａｆを得る■ 
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５ 定理2-3 

 第１種分数の各同値類には，ただ１つの既約分数が存在する．その既約分数をｖ／ｕと 

し，その同値類をη(ｖ／ｕ)とすれば，η(ｖ／ｕ)は，次のように表すことができる． 

η(ｖ／ｕ)＝{ｖｍ／ｕｍ：０＜ｍ＜∞α，α＝min{ξ：｜ｕｍ｜＝｜ｖｍ｜＝∞ξ}}． 

ここで，記号｜｜は絶対値 (｜ａ｜＝max{ａ，－ａ}) を表す． 

証明 第１種分数ｂ／ａを，次のグループに分ける． 

(ⅰ) 無限大分数・・・｜ｂ｜≧∞０，０＜ａ＜｜ｂ｜．  

(ⅱ) 有限分数 ・・・「０＜ａ＜∞０，｜ｂ｜＜∞０ 」または「ａ≧∞０，ｂ＝０」． 

(ⅲ) 無限小分数・・・ａ≧∞０，０＜｜ｂ｜＜ａ． 

 

 このとき，異なるグループに属する２つの分数が同じ同値類に属することはない．実際， 

(ア) ｂ／ａを無限大分数，ｄ／ｃを有限分数とすれば，次の①，②のいずれかである． 

① ｜ｂ｜≧∞０，０＜ａ＜｜ｂ｜，０＜ｃ＜∞０，｜ｄ｜＜∞０． 

② ｜ｂ｜≧∞０，０＜ａ＜｜ｂ｜，ｃ≧∞０，ｄ＝０． 

ここで，①と②は，いずれの場合も，｜ｂｃ｜＞｜ａｄ｜となる． 

(イ) ｂ／ａを無限大分数，ｄ／ｃを無限小分数とすれば， 

｜ｂ｜≧∞０，０＜ａ＜｜ｂ｜，ｃ≧∞０，０＜｜ｄ｜＜ｃ 

であるので，｜ｂｃ｜＞｜ａｄ｜となる． 

(ウ) ｂ／ａを有限分数，ｄ／ｃを無限小分数とすれば，次の①，②のいずれかである． 

① ０＜ａ＜∞０，｜ｂ｜＜∞０，ｃ≧∞０，０＜｜ｄ｜＜ｃ． 

② ａ≧∞０，ｂ＝０，ｃ≧∞０，０＜｜ｄ｜＜ｃ． 

   ここで， 

   ①の場合は，ｂ≠０ ならば｜ｂｃ｜＞｜ａｄ｜． 

ｂ＝０ ならば｜ｂｃ｜＜｜ａｄ｜． 

   ②の場合は，｜ｂｃ｜＜｜ａｄ｜． 

 ゆえに，(ア)～(ウ)のいずれの場合も，ｂ／ａとｄ／ｃは同値にはならない． 

したがって，各同値類は，それぞれ，同じグループに属する分数の集まりである． 

 

(ⅰ) 無限大分数からなる同値類の場合： 

ｂ／ａとｄ／ｃを，ともに無限大分数とすれば，次の式が成り立つ． 

｜ｂ｜≧∞０，０＜ａ＜｜ｂ｜． 

｜ｄ｜≧∞０，０＜ｃ＜｜ｄ｜． 

ゆえに， 

ｂ∥ａ＝ｂ／１． 

ｄ∥ｃ＝ｄ／１． 

ここで，ｂ／１～ｄ／１とすれば，ｂ＝ｄであるので，同じ同値類に属する既約分数は，

ただ１つである． 

したがって，既約分数ｂ／１と同じ同値類に属する無限大分数は，すべてｂｍ／ｍの形

で表される．そして，第２種分数を排除するための次の条件は，必要十分である． 

０＜ｍ＜∞α， α＝min{ξ：｜ｂｍ｜＝｜ｍ｜＝∞ξ}． 
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(ⅱ) 有限分数からなる同値類の場合： 

ｂ＝０ならば，ｂ∥ａ＝０／１より，ｂ／ａ＝０ｍ／ｍと表されるが，０ｍ／ｍは，常

に第１種分数である．また，ｍの条件として，０＜ｍ＜∞αとなるαも存在しない． 

０＜ａ＜∞０，０＜｜ｂ｜＜∞０，ｂ∥ａ＝ｖ／ｕならば，ｂ／ａ＝ｖｍ／ｕｍと表され

る．そして，第２種分数を排除するための条件 ０＜ｍ＜∞０ は，必要十分である． 

(ⅲ) 無限小分数からなる同値類の場合： 

ｂ／ａとｄ／ｃを，ともに無限小分数とすれば，次の式が成り立つ． 

ａ≧∞０，０＜｜ｂ｜＜ａ． 

ｃ≧∞０，０＜｜ｄ｜＜ｃ． 

 ゆえに， 

ｂ∥ａ＝ (sgnｂ)／ａ． 

ｄ∥ｃ＝ (sgnｄ)／ｃ． 

ここで，(sgnｂ)／ａ～(sgnｄ)／ｃとすれば，次の式が成り立たなくてはならない． 

ａ＝ｃ，sgnｂ＝sgnｄ．(∵ａ≧∞０，ｃ≧∞０) 

ゆえに，同じ同値類に属する既約分数は，ただ１つであるので，既約分数(sgnｂ)／ａと

同じ同値類に属する無限小分数は，すべて{(sgnｂ)ｍ}／ａｍの形で表される．そして，第

２種分数を排除するための次の条件は，必要十分である． 

０＜ｍ＜∞α， α＝min{ξ：｜(sgnｂ)ｍ｜＝｜ａｍ｜＝∞ξ}■ 

 

６ 定義2-2（有理数） 

(ⅰ) 第１種分数ｂ／ａとｄ／ｃが同値のとき，ｂ／ａとｄ／ｃは同じ有理数を表すとい

い，(ｂ／ａ)ＲＡＴ＝(ｄ／ｃ)ＲＡＴ または (ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(ｂ／ａ)ＲＡＴで表す． 

(ⅱ) 第１種分数を元とする領域をＳとするとき， 

ＳＲＡＴ＝{(ｂ／ａ)ＲＡＴ：ｂ／ａ∈Ｓ} 

とする．ただし，右辺が，ただ１つの元からなる領域{ｘ}ならば，ＳＲＡＴ＝ｘとする． 

(ⅲ) 正の第１種分数が表す有理数を，正の有理数という．  

  負の第１種分数が表す有理数を，負の有理数という． 

  零の第１種分数が表す有理数を，零の有理数(または単に零)という． 

  無限大分数が表す有理数を，無限大有理数という． 

有限分数が表す有理数を，有限有理数という． 

無限小分数が表す有理数を，無限小有理数という． 

   無限大有理数と有限有理数を合わせて，左有理数という． 

   無限小有理数と零の有理数を合わせて，右有理数という． 

(注) 零の有理数は，左右両方の有理数に含まれる． 

(ⅳ) (ｂ／ａ)ＲＡＴ＝ｘとするとき，(－ｂ／ａ)ＲＡＴを，－ｘで表す． 

 

例：１／２～２／４より，(１／２)ＲＡＴ＝(２／４)ＲＡＴ． 

例：１／∞１～∞０／∞１より，(１／∞１)ＲＡＴ＝(∞０／∞１)ＲＡＴ． 

例：(－１／∞０)ＲＡＴ＝－(１ ／∞０)ＲＡＴ． 
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７ 定理2-4 

同値類η(ｖ／ｕ)に属する分数は，すべて同じ有理数(ｖ／ｕ)ＲＡＴを表す．すなわち， 

Ｓ＝η(ｖ／ｕ)とすれば，ＳＲＡＴ＝(ｖ／ｕ)ＲＡＴ． 

 証明 定義2-2の(ⅰ)と(ⅱ)，定理2-3より明らか■ 

 

８ 定義2-3（有理数の大小関係） 

 ｘ，ｙを有理数とし，ｘ，ｙを表す第１種分数を，それぞれ，ｂ／ａ，ｄ／ｃとすると

き，分数(ｂｃ－ａｄ)／ａｃが正の分数，すなわち，ｂｃ－ａｄ＞０ならば，ｘはｙより

大であるといい，ｘ＞ｙ または ｙ＜ｘで表す． 

   

例：ｂ／ａ＝∞α／１，ｄ／ｃ＝∞β／１，α＞βならば，ｂｃ－ａｄ＝∞α－∞β＞０で

あるので， (∞α／１)ＲＡＴ＞(∞β／１)ＲＡＴ． 

 

例：ｂ／ａ＝∞α／１，ｄ／ｃ＝１／∞βならば，ｂｃ－ａｄ＝∞max{α，β }－１＞０である

ので，(∞α／１)ＲＡＴ＞(１／∞β)ＲＡＴ． 

 

例：ｂ／ａ＝１／∞α，ｄ／ｃ＝１／∞β，α＜βならば，ｂｃ－ａｄ＝∞β－∞α＞０で

あるので， (１／∞α)ＲＡＴ＞(１／∞β)ＲＡＴ． 

 

９ 定理2-5 

有理数の大小関係は，その有理数を表す分数の選び方によらず，一意的に定まる． 

すなわち， 

ｂ１／ａ１，ｂ２／ａ２∈η(ｖ／ｕ)； ｄ１／ｃ１，ｄ２／ｃ２∈η(ｔ／ｓ) 

とするとき，次の関係が成り立つ． 

ｂ１ｃ１－ａ１ｄ１＞０ ならば ｂ２ｃ２－ａ２ｄ２＞０． 

証明 定理2-3より，次のように表すことができる． 

∃ｍ１＞０，ｂ１／ａ１＝ｖｍ１／ｕｍ１． 

∃ｍ２＞０，ｂ２／ａ２＝ｖｍ２／ｕｍ２． 

∃ｎ１＞０，ｄ１／ｃ１＝ｔｎ１／ｓｎ１． 

∃ｎ２＞０，ｄ２／ｃ２＝ｔｎ２／ｓｎ２． 

このとき，次の式が成り立つ． 

ｂ１ｃ１－ａ１ｄ１＝ｖｍ１ｓｎ１－ｕｍ１ｔｎ１＝ｍ１ｎ１ｖｓ－ｍ１ｎ１ｕｔ． 

ｂ２ｃ２－ａ２ｄ２＝ｖｍ２ｓｎ２－ｕｍ２ｔｎ２＝ｍ２ｎ２ｖｓ－ｍ２ｎ２ｕｔ． 

 したがって， 

ｍ１ｎ１ｖｓ－ｍ１ｎ１ｕｔ＞０ ならば ｍ２ｎ２ｖｓ－ｍ２ｎ２ｕｔ＞０ 

を証明すればよい． 

ｍ１ｎ１ｖｓ－ｍ１ｎ１ｕｔ＞０ならば，ｍ１ｎ１ｖｓ－ｍ１ｎ１ｕｔは確定数であるので，

定理1-8の(ⅰ)より， 

ｍ１ｎ１(ｖｓ－ｕｔ)＞０ 

と変形することができる．また，ｍ１ｎ１＞０であるので， 
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ｖｓ－ｕｔ＞０ (∵定理1-11の(ⅱ)と(ⅶ)) 

であり，定理1-10の(ⅰ)より， 

ｖｓ＞ｕｔ    (＊) 

となる．ここで，ｍ２ｎ２＞０より， 

 ｍ２ｎ２ｖｓ≧ｍ２ｎ２ｕｔ (∵定理1-11の(ⅱ)と(ⅵ)) 

であるが， 

 ｍ２ｎ２ｖｓ＝ｍ２ｎ２ｕｔ 

とすれば， 

ｂ２ｃ２＝ａ２ｄ２ 

であるので， 

ｂ２／ａ２～ｄ２／ｃ２ 

となる．また， 

ｂ２／ａ２～ｖ／ｕ， ｄ２／ｃ２～ｔ／ｓ 

であるので，定理2-2より，ｖ／ｕ～ｔ／ｓであり， 

ｖｓ＝ｕｔ 

となるが，これは(＊)に反するので， 

ｍ２ｎ２ｖｓ＞ｍ２ｎ２ｕｔ 

でなくてはならない．したがって，定理1-10の(ⅰ)より， 

ｍ２ｎ２ｖｓ－ｍ２ｎ２ｕｔ＞０ 

を得る■ 

 

10 定理2-6 

 任意の有理数ｘ，ｙの間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

ｘ＝ｙ，  ｘ＜ｙ，  ｘ＞ｙ． 

 証明 有理数ｘ，ｙを表す第１種分数を，それぞれ，ｂ／ａ，ｄ／ｃとして，分数 

(ｂｃ－ａｄ)／ａｃ 

を考える．ここで，ｂｃ－ａｄの値は，次のうちの１つだけが成り立つ． 

(ⅰ) ｂｃ－ａｄ＞０の場合は，定理2-5より，ｘ＞ｙ． 

(ⅱ) ｂｃ－ａｄ＜０の場合は，ｄａ－ｃｂ＞０となるので，定理2-5より，ｘ＜ｙ． 

(ⅲ) ｂｃ－ａｄ＝０ または ｂｃ－ａｄ＝Θαの場合は，定理1-9の(ⅰ)と(ⅶ)より， 

ｂｃ＝ａｄであるので，ｂ／ａ～ｄ／ｃ，すなわち，ｘ＝ｙである■ 

 

11 定理2-7 

(ⅰ) ｘ，ｙ，ｚを左有理数とすれば，「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ ならば ｘ＜ｚ」が成り立つ． 

(ⅱ) ｘ，ｙ，ｚを右有理数とすれば，「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ ならば ｘ＜ｚ」が成り立つ． 

証明 (ⅰ) ｂ／ａ∈η(ｘ)， ｄ／ｃ∈η(ｙ)， ｆ／ｅ∈η(ｚ)とすれば，定理2-5より， 

０＜ａ＜∞０，０＜ｃ＜∞０，０＜ｅ＜∞０ 

としてよい．このとき， 

仮定ｘ＜ｙより，ｄａ－ｃｂ＞０ ・・・(ア) 

仮定ｙ＜ｚより，ｆｃ－ｅｄ＞０ ・・・(イ) 
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であるので，定理1-10の(ⅰ)より，  

ｄａ＞ｃｂ ・・・(ウ) 

ｆｃ＞ｅｄ ・・・(エ) 

である．ここで，(ウ)の両辺にｅを掛けて，(エ)の両辺にａを掛ければ，定理1-11の(ⅱ)

より， 

ｄａｅ＞ｃｂｅ ・・・(オ) 

ａｆｃ＞ａｅｄ ・・・(カ) 

であるので，定理1-4より， 

ａｆｃ＞ｃｂｅ 

となる．したがって，定理1-11の(ⅱ)より， 

ａｆ＞ｂｅ 

であり，定理1-10の(ⅰ)より， 

ｆａ－ｅｂ＞０ 

であるので，ｘ＜ｚを得る■ 

 

(ⅱ) 定理2-5より，次のようにすることができる． 

ｘ＝(ｂ／∞α)ＲＡＴとすれば，ｂは１，０，－１のいずれかである． 

ｙ＝(ｄ／∞β)ＲＡＴとすれば，ｄは１，０，－１のいずれかである． 

ｚ＝(ｆ／∞γ)ＲＡＴとすれば，ｆは１，０，－１のいずれかである． 

このとき， 

仮定ｘ＜ｙより，ｄ∞α－∞βｂ＞０ ・・・(ア) 

仮定ｙ＜ｚより，ｆ∞β－∞γｄ＞０ ・・・(イ) 

であるので， 

(ア)より， 

「ｂ＝１，ｄ＝１，α＞β」，「ｂ＝－１，ｄ＝－１，α＜β」， 

「ｂ＝０，ｄ＝１」，「ｂ＝－１，ｄ＝１」，「ｂ＝－１，ｄ＝０」 

の５通りのうちのいずれかが成り立つ． 

(イ)より， 

「ｄ＝１，ｆ＝１，β＞γ」，「ｄ＝－１，ｆ＝－１，β＜γ」， 

「ｄ＝０，ｆ＝１」，「ｄ＝－１，ｆ＝１」，「ｄ＝－１，ｆ＝０」 

の５通りのうちのいずれかが成り立つ． 

ここで，(ア)と(イ)が同時に成り立つのは，ｄの値に留意すると，次の７通りが考えら

れる． 

①「ｂ＝１，ｄ＝１，α＞β」と「ｄ＝１，ｆ＝１，β＞γ」． 

②「ｂ＝－１，ｄ＝－１，α＜β」と「ｄ＝－１，ｆ＝－１，β＜γ」． 

③「ｂ＝－１，ｄ＝－１，α＜β」と「ｄ＝－１，ｆ＝１」． 

④「ｂ＝－１，ｄ＝－１，α＜β」と「ｄ＝－１，ｆ＝０」． 

⑤「ｂ＝０，ｄ＝１」と「ｄ＝１，ｆ＝１，β＞γ」． 

⑥「ｂ＝－１，ｄ＝１」と「ｄ＝１，ｆ＝１，β＞γ」． 

⑦「ｂ＝－１，ｄ＝０」と「ｄ＝０，ｆ＝１」． 



27 
 

そして，①～⑦のいずれの場合も，容易に，ｆ∞α－∞γｂ＞０を得る■ 

 

12 定理2-8 

(ⅰ) ｘを正の無限小有理数，ｙを正の有限有理数，ｚを正の無限大有理数とすれば，   

ｘ＜ｙ＜ｚが成り立つ．  

(ⅱ) ｘを正の右有理数，ｙを正の左有理数とすれば，ｘ＜ｙが成り立つ．  

証明 (ⅰ) 次のように表すことができる． 

      ｘを表す分数を １／∞α． 

ｙを表す分数を ｄ／ｃ，０＜ｃ＜∞０，０＜ｄ＜∞０． 

ｚを表す分数を ∞β／１． 

ここで，ｄ∞α－ｃ＞０，∞βｃ－ｄ＞０，∞β∞α－１＞０となるので，定理2-5より，

ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ，ｘ＜ｚの３つの不等式を得る． 

(ⅱ) 正の右有理数 と 正の左有理数の定義を考えれば，(ⅰ)より明らか■ 

 

13 定理2-9 

 ｘ，ｙ，ｚを正の有理数とすれば，「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ ならば ｘ＜ｚ」が成り立つ． 

 証明 ｘ，ｙ，ｚを，それぞれ，左有理数と右有理数に分ければ，定理2-8の(ⅱ)と，仮

定「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ」より，(ｘ，ｙ，ｚ)は，(左，左，左)，(右，左，左)，(右，右，左)， 

(右，右，右)のいずれかである． 

(ⅰ) (左，左，左)の場合は，定理2-7の(ⅰ)と同じ． 

(ⅱ) (右，左，左)，(右，右，左)の場合は，定理2-8の(ⅱ)による． 

(ⅲ) (右，右，右)の場合は，定理2-7の(ⅱ)と同じ■ 

 

14 定理2-10 

(ⅰ) ｘを負の有理数，ｙを正の有理数とすれば，ｘ＜０＜ｙが成り立つ． 

(ⅱ) ｘ，ｙを有理数とすれば，「ｘ＜ｙ ならば －ｘ＞－ｙ」が成り立つ． 

(ⅲ) ｘ，ｙ，ｚを有理数とすれば，「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ ならば ｘ＜ｚ」が成り立つ． 

証明 (ⅰ) 次のように表すことができる． 

      ｘを表す分数を ｂ／ａ，ａ＞０，ｂ＜０． 

０を表す分数を ０／１． 

ｙを表す分数を ｄ／ｃ，ｃ＞０，ｄ＞０． 

このとき，０・ａ－１・ｂ＝－ｂ＞０，ｄ・１－ｃ・０＝ｄ＞０，ｄａ－ｃｂ＞０とな

るので，定理2-5より，ｘ＜０，０＜ｙ，ｘ＜ｙの３つの不等式を得る■ 

 

(ⅱ) 次のように表すことができる． 

        ｘを表す分数を ｂ／ａ，ａ＞０． 

ｙを表す分数を ｄ／ｃ，ｃ＞０． 

このときは，それぞれ，次のようにしてよい． 

－ｘを表す分数は －ｂ／ａ，ａ＞０． 

－ｙを表す分数は －ｄ／ｃ，ｃ＞０． 
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ここで，仮定ｘ＜ｙより，ｄａ－ｃｂ＞０であるので， 

(－ｂ)ｃ－ａ(－ｄ)＝－ｂｃ＋ａｄ 

                 ＝ｄａ－ｃｂ (∵定理1-7の(ⅰ)) 

＞０． 

したがって，定理2-5より，－ｘ＞－ｙを得る■ 

 

(ⅲ) 仮定「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ」と(ⅰ)より，ｘ，ｙ，ｚの符号のこの順の組は， 

(＋，＋，＋)，(０，＋，＋)，(－，＋，＋)，(－，０，＋)， 

(－，－，＋)，(－，－，０)，(－，－，－) 

のいずれかである． 

(ア) (＋，＋，＋)の場合は定理2-9と同じ． 

(イ) (０，＋，＋)，(－，＋，＋)，(－，０，＋)，(－，－，＋)，(－，－，０)の場合

は，ｘとｚの符号を比べれば，(ⅰ)よりｘ＜ｚを得る． 

(ウ) (－，－，－)の場合は，－ｘ，－ｙ，－ｚの符号を考えれば，(＋，＋，＋)である．

仮定「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ」と(ⅱ)より，－ｘ＞－ｙ，－ｙ＞－ｚとなるので，(ア)より， 

－ｘ＞－ｚ，すなわち，ｘ＜ｚを得る■ 

 

15 定理2-11（不等式に関する諸性質その１） 

(ⅰ) 有限有理数は，従来の有理数と同じ大小関係を有する． 

(ⅱ) α＜βとすれば，(∞α／１)ＲＡＴ＜(∞β／１)ＲＡＴ． 

(ⅲ) α＜βとすれば，(１／∞α)ＲＡＴ＞(１／∞β)ＲＡＴ． 

(ⅳ) ｘを正の有限有理数とすれば，(１／∞α)ＲＡＴ＜ｘ＜(∞β／１)ＲＡＴ． 

 証明 (ⅰ) 定理2-5より，既約分数を比較すればよい．そして，有限有理数の大小関係の

定義は，従来の有理数の大小関係の定義と同じである． 

(ⅱ)と(ⅲ)は，定理2-5より，既約分数を比較すれば容易に証明される． 

(ⅳ)は，定理2-8の(ⅰ)と同じ■ 

 

16 ｘ＋を正の有限有理数，ｘ－を負の有限有理数，α＜βとすれば，有理数の並び方は，

定理2-10，定理2-11より，次のように表すことができる． 

 

・・・＜－(∞β／１)ＲＡＴ＜・・・＜－(∞α／１)ＲＡＴ＜・・・＜ｘ－＜・・・ 

＜－(１／∞α)ＲＡＴ＜・・・＜－(１／∞β)ＲＡＴ＜・・・＜０＜・・・ 

＜(１／∞β)ＲＡＴ＜・・・＜(１／∞α)ＲＡＴ＜・・・＜ｘ＋＜・・・ 

＜(∞α／１)ＲＡＴ＜・・・＜(∞β／１)ＲＡＴ＜・・・ 
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17 定義2-4（第２種分数，第３種分数が表す有理数） 

(ⅰ) 第２種分数∞α／∞αと同値な第１種分数すべての集合をＳとするとき， 

(∞α／∞α)ＲＡＴ＝ＳＲＡＴ 

とする． 

(ⅱ) 第２種分数－∞α／∞αと同値な第１種分数すべての集合をＳとするとき， 

(－∞α／∞α)ＲＡＴ＝ＳＲＡＴ 

 とする． 

(ⅲ) 第３種分数ｂ／ａにおいて，ａ∈ａ，ｂ∈ｂとするとき， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ＝∪ａ ∈ ａ，ｂ ∈ ｂ(ｂ／ａ)ＲＡＴ 

とする． 

 

例：(∞α／∞α)ＲＡＴ＝{ｒ：(１／∞α)ＲＡＴ≦ｒ≦(∞α／１)ＲＡＴ，ｒは有理数}． 

(－∞α／∞α)ＲＡＴ＝{ｒ：－(∞α／１)ＲＡＴ≦ｒ≦－(１／∞α)ＲＡＴ，ｒは有理数} 

であるが，ここで， 

(∞α／∞α)ＲＡＴ＝∑α 

と表せば， 

(－∞α／∞α)ＲＡＴ＝{－ｒ：ｒ∈∑α}＝－∑α 

である． 

 

例：Θ０／∞０は，第３種分数である．ここで， 

(ⅰ) －∞０＜ｂ＜∞０ならば，(ｂ／∞０)ＲＡＴは， 

－(１／∞０)ＲＡＴ， (０／１)ＲＡＴ， (１／∞０)ＲＡＴ 

のいずれかである． 

(ⅱ) ｂ＝∞０ならば，(ｂ／∞０)ＲＡＴ＝∑０． 

(ⅲ) ｂ＝－∞０ならば，(ｂ／∞０)ＲＡＴ＝－∑０． 

したがって，(Θ０／∞０)ＲＡＴ＝(－∑０)∪{(０／１)ＲＡＴ}∪∑０である． 

 

18 定理2-12 

 ｂ／ａとｄ／ｃの，少なくとも片方が第２種分数の場合でも，次の関係が成り立つ． 

ｂｃ－ａｄ＞０ ⇔ (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ． 

証明 (ⅰ) ｂ／ａとｄ／ｃの両方が第２種分数の場合： 

ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｄ／ｃ＝∞β／∞β   ・・・(ア) 

ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｄ／ｃ＝－∞β／∞β  ・・・(イ) 

ｂ／ａ＝－∞α／∞α，ｄ／ｃ＝∞β／∞β  ・・・(ウ) 

ｂ／ａ＝－∞α／∞α，ｄ／ｃ＝－∞β／∞β ・・・(エ) 

の４通りが考えられる． 

(ア)のときは，ｂｃ－ａｄ＝∞α∞β－∞α∞β＝Θmax{α，β }であるので，ｂｃ－ａｄ＞０は

定義されていない．∑αと∑βの大小関係も定義されていない． 

(イ)のときは，ｂｃ－ａｄ＝∞α∞β＋∞α∞β＝∞max{α，β }であるので，ｂｃ－ａｄ＞０が

成り立つ．∑α＞－∑βも成り立つ． 
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(ウ)のときは，ｂｃ－ａｄ＝－∞α∞β－∞α∞β＝－∞max{α，β }であるので，ｂｃ－ａｄ＞

０は成り立たない．－∑α＞∑βも成り立たない． 

(エ)のときは，ｂｃ－ａｄ＝－∞α∞β＋∞α∞β＝Θmax{α，β }であるので，ｂｃ－ａｄ＞０

は定義されていない．－∑αと－∑βの大小関係も定義されていない． 

したがって，「ｂｃ－ａｄ＞０」と「(ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ」は，同時に成り立

ち，同時に成り立たない． 

(ⅱ) ｂ／ａが第２種分数で，ｄ／ｃが第１種分数の場合： 

ｂ／ａ＝∞α／∞α  ・・・(ア) 

ｂ／ａ＝－∞α／∞α ・・・(イ) 

の２通りが考えられる． 

(ア)の場合は， 

① ｂｃ－ａｄ＞０ ⇒ (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴの証明： 

仮定より，ｂｃ－ａｄ＝∞αｃ－∞αｄ＞０．分数の定義より，ｃ＞０であるので， 

(①の１) ｃ＞０，ｄ≦０   (①の２) ｃ＝∞β，０＜ｄ＜∞β，α＜β 

のいずれかでなくてはならない． 

(①の１)ならば，(ｄ／ｃ)ＲＡＴ≦０であるので， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ＝(∞α／∞α)ＲＡＴ＝∑α＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ． 

(①の２)ならば，(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(１／∞β)ＲＡＴであり，α＜βであるので， 

(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(１／∞β)ＲＡＴ＜(１／∞α)ＲＡＴ≦∑α＝(ｂ／ａ)ＲＡＴ． 

② (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ ⇒ ｂｃ－ａｄ＞０の証明： 

仮定より，∑α＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴであるので， 

(②の１) (ｄ／ｃ)ＲＡＴ≦０  (②の２) ０＜(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＜(１／∞α)ＲＡＴ 

のいずれかでなくてはならない． 

(②の１)ならば，「ｄ≦０，ｃ＞０」であるので，ｂｃ－ａｄ＝∞αｃ－∞αｄ＞０． 

(②の２)ならば，「ｃ＝∞β，０＜ｄ＜∞β，α＜β」であるので， 

                       ｂｃ－ａｄ＝∞αｃ－∞αｄ＞０． 

(イ)の場合は， 

① ｂｃ－ａｄ＞０ ⇒ (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴの証明： 

仮定より，ｂｃ－ａｄ＝－∞αｃ－∞αｄ＞０．分数の定義より，ｃ＞０であるので， 

０＜ｃ＜∞β，ｄ＝－∞β，α＜β 

でなくてはならない．したがって， 

(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(－∞β／１)ＲＡＴ＜(－∞α／１)ＲＡＴ≦－∑α＝(ｂ／ａ)ＲＡＴ． 

② (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ ⇒ ｂｃ－ａｄ＞０の証明： 

仮定より，－∑α＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴであるので， 

(－∞α／１)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ 

でなくてはならない．したがって， 

０＜ｃ＜∞β，ｄ＝－∞β，α＜β 

であるので， 

ｂｃ－ａｄ＝－∞αｃ－∞αｄ＞０． 
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(ⅲ) ｂ／ａが第１種分数で，ｄ／ｃが第２種分数の場合： 

ｄ／ｃ＝∞α／∞α  ・・・(ア) 

ｄ／ｃ＝－∞α／∞α ・・・(イ) 

の２通りが考えられる． 

(ア)の場合は， 

① ｂｃ－ａｄ＞０ ⇒ (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴの証明： 

仮定より，ｂｃ－ａｄ＝ｂ∞α－ａ∞α＞０．分数の定義より，ａ＞０であるので， 

ｂ＝∞β，０＜ａ＜∞β，α＜β 

でなくてはならない．したがって， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ＝(∞β／１)ＲＡＴ＞∑α＝(ｄ／ｃ)ＲＡＴ． 

② (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ ⇒ ｂｃ－ａｄ＞０の証明： 

仮定より，(ｂ／ａ)ＲＡＴ＞∑αであるので， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(∞α／１)ＲＡＴ 

でなくてはならない．したがって， 

ｂ＝∞β，０＜ａ＜∞β，α＜β 

であるので， 

ｂｃ－ａｄ＝ｂ∞α－ａ∞α＞０． 

(イ)の場合は， 

① ｂｃ－ａｄ＞０ ⇒ (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴの証明： 

仮定より，ｂｃ－ａｄ＝ｂ∞α＋ａ∞α＞０．分数の定義より，ａ＞０であるので， 

(①の１) ａ＞０，ｂ≧０  (①の２) ａ＝∞β，－∞β＜ｂ＜０，α＜β 

のいずれかでなくてはならない． 

(①の１)ならば，(ｂ／ａ)ＲＡＴ≧０であるので， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ＞－∑α＝(ｄ／ｃ)ＲＡＴ． 

(①の２)ならば，(ｂ／ａ)ＲＡＴ＝(－１／∞β)ＲＡＴであり，α＜βであるので， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ＝(－１／∞β)ＲＡＴ＞－∑α＝(ｄ／ｃ)ＲＡＴ． 

② (ｂ／ａ)ＲＡＴ＞(ｄ／ｃ)ＲＡＴ ⇒ ｂｃ－ａｄ＞０の証明： 

仮定より，(ｂ／ａ)ＲＡＴ＞－∑αであるので， 

 (②の１) (ｂ／ａ)ＲＡＴ≧０， (②の２) (－１／∞α)ＲＡＴ＜(ｂ／ａ)ＲＡＴ＜０ 

のいずれかでなくてはならない． 

(②の１)ならば，「ａ＞０，ｂ≧０」であるので，ｂｃ－ａｄ＝ｂ∞α＋ａ∞α＞０． 

(②の２)ならば，「ａ＝∞β，－∞β＜ｂ＜０，α＜β」であるので， 

ｂｃ－ａｄ＝ｂ∞α＋ａ∞α＞０■ 

 

19 定義2-5（有理数の乗法） 

 ｂ／ａ，ｄ／ｃを第１種分数とするとき，有理数の乗法を次のように定める． 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ． 

 

 例：(∞１／１)ＲＡＴ(１／∞０)ＲＡＴ＝(∞１／∞０)ＲＡＴ＝(∞１／１)ＲＡＴ． 

例：(∞０／１)ＲＡＴ(１／∞０)ＲＡＴ＝(∞０／∞０)ＲＡＴ＝∑０． 
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20 定理2-13（有理数の乗法の一意性） 

有理数の乗法は，その有理数を表す分数の選び方によらず一意的に定まる．すなわち， 

ｂ１／ａ１，ｂ２／ａ２∈η(ｖ／ｕ)； ｄ１／ｃ１，ｄ２／ｃ２∈η(ｔ／ｓ) 

とすれば， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１が第１種分数ならば，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２も第１種分数で， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２． 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１が第２種分数ならば，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２も第２種分数で， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２． 

 証明（ⅰ）ｖ／ｕ，ｔ／ｓの少なくとも片方が零の分数ならば，次の３通りの場合がある． 

ｖ／ｕ＝０／１，ｔ／ｓは零の分数ではない ・・・(ア) 

ｖ／ｕは零の分数ではない，ｔ／ｓ＝０／１ ・・・(イ) 

ｖ／ｕ＝０／１，ｔ／ｓ＝０／１ ・・・(ウ) 

 

ここで，定理2-3より，次のように表すことができる． 

(ア)の場合は， 

ｂ１／ａ１＝０ｍ１／ｍ１． 

ｂ２／ａ２＝０ｍ２／ｍ２． 

ｄ１／ｃ１＝ｔｎ１／ｓｎ１． 

ｄ２／ｃ２＝ｔｎ２／ｓｎ２． 

(イ)の場合は， 

ｂ１／ａ１＝ｖｍ１／ｕｍ１． 

ｂ２／ａ２＝ｖｍ２／ｕｍ２． 

ｄ１／ｃ１＝０ｎ１／ｎ１． 

ｄ２／ｃ２＝０ｎ２／ｎ２． 

(ウ)の場合は， 

ｂ１／ａ１＝０ｍ１／ｍ１． 

ｂ２／ａ２＝０ｍ２／ｍ２． 

ｄ１／ｃ１＝０ｎ１／ｎ１． 

ｄ２／ｃ２＝０ｎ２／ｎ２． 

 ゆえに，(ア)ならば， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝０ｔｍ１ｎ１／ｓｍ１ｎ１． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝０ｔｍ２ｎ２／ｓｍ２ｎ２． 

（イ）ならば， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝０ｖｍ１ｎ１／ｕｍ１ｎ１． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝０ｖｍ２ｎ２／ｕｍ２ｎ２． 

（ウ）ならば， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝０ｍ１ｎ１／ｍ１ｎ１． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝０ｍ２ｎ２／ｍ２ｎ２． 

したがって，(ア)～(ウ)のいずれの場合も，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，と

もに第１種分数である．また，いずれの場合も， 
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ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝０＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る． 

(ⅱ) ｖ／ｕ，ｔ／ｓが，ともに零の分数でないならば，ｖ／ｕ，ｔ／ｓを，それぞれ，    

無限大分数，有限分数，無限小分数に分けて考えるが，ともに正の場合だけを証明すれば十

分であろう． 

(ア) ｖ／ｕ＝∞α／１，ｔ／ｓ＝∞β／１の場合： 

 次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝∞αｍ１／ｍ１  (０＜ｍ１＜∞α)． 

ｂ２／ａ２＝∞αｍ２／ｍ２ (０＜ｍ２＜∞α)． 

ｄ１／ｃ１＝∞βｎ１／ｎ１ (０＜ｎ１＜∞β)． 

ｄ２／ｃ２＝∞βｎ２／ｎ２ (０＜ｎ２＜∞β)． 

 ゆえに，   

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝∞max{α，β }ｍ１ｎ１／ｍ１ｎ１  (０＜ｍ１ｎ１＜∞max{α，β })． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝∞max{α，β }ｍ２ｎ２／ｍ２ｎ２  (０＜ｍ２ｎ２＜∞max{α，β })． 

 したがって，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１  ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第１種分数である．また， 

ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝∞max{α，β }ｍ１ｍ２ｎ１ｎ２＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る． 

(イ) ｖ／ｕ＝∞α／１，ｔ／ｓが正の有限分数の場合： 

 次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝∞αｍ１／ｍ１  (０＜ｍ１＜∞α)． 

ｂ２／ａ２＝∞αｍ２／ｍ２  (０＜ｍ２＜∞α)． 

ｄ１／ｃ１＝ｔｎ１／ｓｎ１  (０＜ｎ１＜∞０)． 

ｄ２／ｃ２＝ｔｎ２／ｓｎ２  (０＜ｎ２＜∞０)． 

 ゆえに， 

    ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝∞αｔｍ１ｎ１／ｓｍ１ｎ１ 

＝∞αｓｍ１ｎ１／ｓｍ１ｎ１． 

(∵０＜ｔｍ１ｎ１＜∞α，０＜ｓｍ１ｎ１＜∞α)  

    ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝∞αｔｍ２ｎ２／ｓｍ２ｎ２ 

＝∞αｓｍ２ｎ２／ｓｍ２ｎ２． 

(∵０＜ｔｍ２ｎ２＜∞α，０＜ｓｍ２ｎ２＜∞α) 

したがって，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第１種分数であり， 

ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝∞αｓｓｍ１ｍ２ｎ１ｎ２＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る． 
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(ウ) ｖ／ｕ＝∞α／１，ｔ／ｓ＝１／∞βの場合： 

次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝∞αｍ１／ｍ１  (０＜ｍ１＜∞α)． 

ｂ２／ａ２＝∞αｍ２／ｍ２  (０＜ｍ２＜∞α)． 

ｄ１／ｃ１＝ｎ１／∞βｎ１  (０＜ｎ１＜∞β)． 

ｄ２／ｃ２＝ｎ２／∞βｎ２  (０＜ｎ２＜∞β)． 

 ゆえに， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝∞αｍ１ｎ１／∞βｍ１ｎ１  (０＜ｍ１ｎ１＜∞max{α，β })． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝∞αｍ２ｎ２／∞βｍ２ｎ２  (０＜ｍ２ｎ２＜∞max{α，β })． 

したがって， 

α≠βならば，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第１種分数． 

α＝βならば，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第２種分数． 

また， 

ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝∞max{α，β }ｍ１ｍ２ｎ１ｎ２＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る． 

(エ) ｖ／ｕが正の有限分数，ｔ／ｓ＝∞β／１の場合は(イ)と同様である． 

(オ) ｖ／ｕ，ｔ／ｓが，ともに正の有限分数の場合： 

次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝ｖｍ１／ｕｍ１  (０＜ｍ１＜∞０)． 

   ｂ２／ａ２＝ｖｍ２／ｕｍ２  (０＜ｍ２＜∞０)．    

ｄ１／ｃ１＝ｔｎ１／ｓｎ１  (０＜ｎ１＜∞０)． 

ｄ２／ｃ２＝ｔｎ２／ｓｎ２  (０＜ｎ２＜∞０)． 

 ゆえに， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝ｖｔｍ１ｎ１／ｕｓｍ１ｎ１  (０＜ｍ１ｎ１＜∞０)． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝ｖｔｍ２ｎ２／ｕｓｍ２ｎ２  (０＜ｍ２ｎ２＜∞０)． 

したがって，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第１種分数であり， 

ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝ｖｔｕｓｍ１ｍ２ｎ１ｎ２＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る． 

(カ) ｖ／ｕが正の有限分数，ｔ／ｓ＝１／∞βの場合： 

次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝ｖｍ１／ｕｍ１  (０＜ｍ１＜∞０)． 

   ｂ２／ａ２＝ｖｍ２／ｕｍ２  (０＜ｍ２＜∞０)．    

ｄ１／ｃ１＝ｎ１／∞βｎ１  (０＜ｎ１＜∞β)． 

ｄ２／ｃ２＝ｎ２／∞βｎ２  (０＜ｎ２＜∞β)． 
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 ゆえに， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝ｖｍ１ｎ１／∞βｕｍ１ｎ１ 

＝ｕｍ１ｎ１／∞βｕｍ１ｎ１． 

(∵０＜ｖｍ１ｎ１＜∞β，０＜ｕｍ１ｎ１＜∞β)  

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝ｖｍ２ｎ２／∞βｕｍ２ｎ２ 

＝ｕｍ２ｎ２／∞βｕｍ２ｎ２． 

(∵０＜ｖｍ２ｎ２＜∞β，０＜ｕｍ２ｎ２＜∞β) 

したがって，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第１種分数であり， 

ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝∞βｕｕｍ１ｍ２ｎ１ｎ２＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る． 

(キ) ｖ／ｕ＝１／∞α，ｔ／ｓ＝∞β／１の場合は(ウ)と同様である． 

(ク) ｖ／ｕ＝１／∞α，ｔ／ｓが正の有限分数の場合は(カ)と同様である． 

(ケ) ｖ／ｕ＝１／∞α，ｔ／ｓ＝1／∞βの場合： 

次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝ｍ１／∞αｍ１  (０＜ｍ１＜∞α)． 

ｂ２／ａ２＝ｍ２／∞αｍ２  (０＜ｍ２＜∞α)． 

ｄ１／ｃ１＝ｎ１／∞βｎ１  (０＜ｎ１＜∞β)． 

ｄ２／ｃ２＝ｎ２／∞βｎ２  (０＜ｎ２＜∞β)． 

 ゆえに， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１＝ｍ１ｎ１／∞max{α，β }ｍ１ｎ１  (０＜ｍ１ｎ１＜∞max{α，β })． 

ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２＝ｍ２ｎ２／∞max{α，β }ｍ２ｎ２  (０＜ｍ２ｎ２＜∞max{α，β })． 

したがって，ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１ ，ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２は，ともに第１種分数であり， 

ｂ１ｄ１ａ２ｃ２＝∞max{α，β }ｍ１ｍ２ｎ１ｎ２＝ａ１ｃ１ｂ２ｄ２ 

となるので， 

ｂ１ｄ１／ａ１ｃ１～ｂ２ｄ２／ａ２ｃ２ 

を得る■ 

 

21 定理2-14 

ｂ／ａとｄ／ｃの，少なくとも片方が第２種分数の場合でも，次の式が成り立つ． 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ． 

証明 ｂ／ａ，ｄ／ｃが，ともに正の分数の場合だけを証明すれば十分であろう． 

(ⅰ) ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｄ／ｃが正の無限大分数の場合： 

 ｄ／ｃ＝∞β／ｍ (０＜ｍ＜∞β) とすることができる． 

このとき，α＜βならば， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(∞β／１)ＲＡＴ＝(∞β／１)ＲＡＴ＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ． 

α＝βならば， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(∞α／１)ＲＡＴ＝∑α＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ． 
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α＞βならば， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(∞β／１)ＲＡＴ＝∑α＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ 

である． 

(ⅱ) ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｄ／ｃが正の有限分数の場合： 

０＜ｃ＜∞０，０＜ｄ＜∞０であるので， 

(ｂ／ａ) ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ 

 である． 

(ⅲ) ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｄ／ｃが正の無限小分数の場合： 

ｄ／ｃ＝ｍ／∞β (０＜ｍ＜∞β) とすることができる． 

このとき，α＜βならば， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(１／∞β)ＲＡＴ＝(１／∞β)ＲＡＴ＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ． 

α＝βならば， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(１／∞α)ＲＡＴ＝∑α＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ． 

α＞βならば， 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α(１／∞β)ＲＡＴ＝∑α＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ 

である． 

(ⅳ) ｂ／ａ＝∞α／∞α，ｄ／ｃ＝∞β／∞βの場合： 

(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝∑α∑β＝∑max{α，β } 

＝(∞max{α，β }／∞max{α，β })ＲＡＴ＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ 

である． 

(ⅴ) ｂ／ａが正の無限大分数，ｄ／ｃ＝∞β／∞βの場合は(ⅰ)と同様である． 

(ⅵ) ｂ／ａが正の有限分数，ｄ／ｃ＝∞β／∞βの場合は(ⅱ)と同様である． 

(ⅶ) ｂ／ａが正の無限小分数，ｄ／ｃ＝∞β／∞βの場合は(ⅲ)と同様である■ 

                                          

22 定理2-15 

 ｐ，ｑ，ｒを有理数とすれば，次の式が成り立つ． 

(ⅰ) ｐｑ＝ｑｐ．(乗法の交換法則) 

(ⅱ) (ｐｑ)ｒ＝ｐ(ｑｒ)．(乗法の結合法則) 

証明 ｐ＝(ｂ／ａ)ＲＡＴ，ｑ＝(ｄ／ｃ)ＲＡＴ，ｒ＝(ｆ／ｅ)ＲＡＴとする． 

(ⅰ) 定理2-13，定理1-7の(ⅲ)より， 

      (ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ＝(ｄｂ／ｃａ)ＲＡＴ 

                         ＝(ｄ／ｃ)ＲＡＴ(ｂ／ａ)ＲＡＴ■ 

(ⅱ) 定理2-13，定理2-14，定理1-7の(ⅳ)より， 

{(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄ／ｃ)ＲＡＴ}(ｆ／ｅ)ＲＡＴ 

＝(ｂｄ／ａｃ)ＲＡＴ(ｆ／ｅ)ＲＡＴ 

＝(ｂｄｆ／ａｃｅ)ＲＡＴ 

＝(ｂ／ａ)ＲＡＴ(ｄｆ／ｃｅ)ＲＡＴ 

＝(ｂ／ａ)ＲＡＴ{(ｄ／ｃ)ＲＡＴ(ｆ／ｅ)ＲＡＴ} ■ 
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23 有理数の欠陥 

有理数は加法について閉じていない．実際，有理数の和は次のようになるのが自然である． 

(ⅰ) 無限大有理数と無限大有理数の和は，無限大有理数または不定数． 

(ⅱ) 無限大有理数と有限有理数の和は，無限大有理数． 

(ⅲ) 無限大有理数と無限小有理数の和は，無限大有理数． 

(ⅳ) 有限有理数と有限有理数の和は，従来の有理数の和と同じ． 

(ⅴ) 無限小有理数と無限小有理数の和は，無限小有理数または不定数． 

 

 しかし，有限有理数と無限小有理数の和に相当する有理数は存在しない．例えば， 

μ＝(１／２)ＲＡＴ＋(１ ／∞α)ＲＡＴ 

とすれば，μは，任意の正の有限有理数をεとするとき， 

(１／２)ＲＡＴ＜μ＜(１／２)ＲＡＴ＋ε 

となるべき数であるが，このような数は有理数の中には存在しない． 

したがって，実数への拡張の前に，有理数そのものの拡張を考えなくてはならないが，拡

張の具体的な方法については第３章で述べることにして，ここでは，その準備をする． 

 

24 定義2-6 

(ⅰ) ｘを左有理数とするとき，同値類η(ｘ)に属して，分母が有限整数である分数すべ 

ての集合をη[ｘ]で表す．当然，η[ｘ]⊂η(ｘ)である． 

(ⅱ) ｘ，ｙを左有理数，ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ]とするとき， 

分数(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃの既約分数すべての集合を{(ｂｃ＋ａｄ)∥ａｃ}で表す．  

 

25 定義2-7（左有理数の加法） 

 左有理数ｘ，ｙの加法を，次のように定める． 

ｘ＋ｙ＝∪ｂ／ａ ∈ η [ｘ ]，ｄ／ｃ ∈ η [ｙ ] {(ｂｃ＋ａｄ)∥ａｃ}ＲＡＴ． 

ただし，右辺が，ただ１つの元からなる集合の場合は，その元をｘ＋ｙの値とする． 

 

例：ｘ＝(１／２)ＲＡＴ，ｙ＝(１／３)ＲＡＴのとき， 

ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ]  

とすれば，次のように表すことができる． 

ｂ／ａ＝ｍ／２ｍ (０＜ｍ＜∞０)． 

ｄ／ｃ＝ｎ／３ｎ (０＜ｎ＜∞０)． 

ここで， 

(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝５ｍｎ／６ｍｎ 

であり，５ｍｎ∥６ｍｎは，５／６だけであるので， 

(１／２)ＲＡＴ＋(１／３)ＲＡＴ＝(５／６)ＲＡＴ 

である． 
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例：ｘ＝(∞１／１)ＲＡＴ，ｙ＝(２／３)ＲＡＴのとき， 

ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ] 

 とすれば，次のように表すことができる． 

ｂ／ａ＝∞１／ｍ (０＜ｍ＜∞０)． 

ｄ／ｃ＝２ｎ／３ｎ (０＜ｎ＜∞０)． 

ここで， 

(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝∞１／３ｍｎ 

であり，∞１∥３ｍｎは，∞１／１だけであるので， 

(∞１／１)ＲＡＴ＋(２／３)ＲＡＴ＝(∞１／１)ＲＡＴ 

である． 

 

例：ｘ＝(∞α／１)ＲＡＴ，ｙ＝(∞β／１)ＲＡＴのとき， 

ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ] 

とすれば，次のように表すことができる． 

ｂ／ａ＝∞α／ｍ (０＜ｍ＜∞０)． 

ｄ／ｃ＝∞β／ｎ (０＜ｎ＜∞０)． 

ここで， 

(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝∞max{α，β }／ｍｎ 

であり，∞max{α，β }∥ｍｎは，∞max{α，β }／１だけであるので， 

(∞α／１) ＲＡＴ＋(∞β／１)ＲＡＴ＝(∞max{α，β }／１)ＲＡＴ 

である． 

 

例：ｘ＝(－∞α／１)ＲＡＴ，ｙ＝(－∞β／１)ＲＡＴのとき， 

ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ] 

とすれば，次のように表すことができる． 

ｂ／ａ＝－∞α／ｍ (０＜ｍ＜∞０)． 

ｄ／ｃ＝－∞β／ｎ (０＜ｎ＜∞０)． 

ここで， 

(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝－∞max{α，β }／ｍｎ 

であり，－∞max{α，β }∥ｍｎは，－∞max{α，β }／１だけであるので， 

(－∞α／１) ＲＡＴ＋(－∞β／１)ＲＡＴ＝(－∞max{α，β }／１)ＲＡＴ 

である． 

 

例：ｘ＝(∞α／１)ＲＡＴ，ｙ＝(－∞β／１)ＲＡＴのとき， 

ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ] 

とすれば，次のように表すことができる． 

ｂ／ａ＝∞α／ｍ (０＜ｍ＜∞０)． 

ｄ／ｃ＝－∞β／ｎ (０＜ｎ＜∞０)． 
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ここで， 

(ⅰ) α＞βならば，(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝∞α／ｍｎであり，∞α∥ｍｎは，∞α／１ 

だけであるので，(∞α／１)ＲＡＴ＋(－∞β／１)ＲＡＴ＝(∞α／１)ＲＡＴ． 

(ⅱ) α＜βならば，(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝－∞α／ｍｎであり，－∞α∥ｍｎは， 

－∞α／１だけであるので，(∞α／１)ＲＡＴ＋(－∞β／１)ＲＡＴ＝(－∞β／１)ＲＡＴ． 

(ⅲ) α＝βならば，(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝Θα／ｍｎであり，{ｈ∥ｍｎ：ｈ∈Θα}は，

「ｈ∈Θα，０＜ｋ＜∞０」である既約分数ｈ／ｋすべての集合である． 

この集合に属する既約分数が表す有理数すべての集合をΘαで表せば，次の式を得る． 

(∞α／１)ＲＡＴ＋(－∞α／１)ＲＡＴ＝Θα． 

Θα＝{ｚ：－(∞α／１)ＲＡＴ≦ｚ≦(∞α／１)ＲＡＴ，ｚは左有理数}． 

 

補足：有理数の加法の手段として用いる通分は，分母に無限大整数を含む分数には必ずし

も有効ではない．実際，ｂ／ａ＝１／２，ｄ／ｃ＝１／∞０とすれば， 

(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ＝∞０／∞０ 

であるが，(１／２)ＲＡＴと(１／∞０)ＲＡＴの和を∑０とするのは不自然である． 

このことを避けるために，通分を用いて有理数の和を求める場合の分数は，分母が有限

整数のものだけに限るが，以後においも，特に支障が生じることはない． 

 

26 定理2-16 

ｘ，ｙを左有理数として， 

ｂ１／ａ１，ｂ２／ａ２∈η[ｘ]； ｄ１／ｃ１，ｄ２／ｃ２∈η[ｙ] 

とすれば，次の関係が成り立つ． 

(ｂ１ｃ１＋ａ１ｄ１)／ａ１ｃ１が第１種分数ならば，(ｂ２ｃ２＋ａ２ｄ２)／ａ２ｃ２も第 

１種分数で， 

(ｂ１ｃ１＋ａ１ｄ１)／ａ１ｃ１～(ｂ２ｃ２＋ａ２ｄ２)／ａ２ｃ２． 

証明 ｖ／ｕ，ｔ／ｓを，それぞれ，ｘ＝(ｖ／ｕ)ＲＡＴ，ｙ＝(ｔ／ｓ)ＲＡＴとなる既約

分数とすれば，定理2-3より，次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝ｖｍ１／ｕｍ１ (０＜ｍ１＜∞０)． 

   ｂ２／ａ２＝ｖｍ２／ｕｍ２ (０＜ｍ２＜∞０)．    

ｄ１／ｃ１＝ｔｎ１／ｓｎ１ (０＜ｎ１＜∞０)． 

ｄ２／ｃ２＝ｔｎ２／ｓｎ２ (０＜ｎ２＜∞０)． 

 ゆえに， 

 (ⅰ) (ｂ１ｃ１＋ａ１ｄ１)／ａ１ｃ１＝(ｖｓｍ１ｎ１＋ｕｔｍ１ｎ１)／ｕｓｍ１ｎ１． 

 (ⅱ) (ｂ２ｃ２＋ａ２ｄ２)／ａ２ｃ２＝(ｖｓｍ２ｎ２＋ｕｔｍ２ｎ２)／ｕｓｍ２ｎ２． 

ここで，仮定より，(ⅰ)は第１種分数であるので， 

ｖｓｍ１ｎ１＋ｕｔｍ１ｎ１は確定数， ｍ１ｎ１は有限整数 

である．したがって，定理1-8の(ⅲ)より， 

ｖｓｍ１ｎ１＋ｕｔｍ１ｎ１＝(ｖｓ＋ｕｔ)ｍ１ｎ１ 

と変形できるので，ｖｓ＋ｕｔも確定数である． 
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また，ｍ２ｎ２は有限整数であるので，定理1-8の(ⅲ)より， 

(ｖｓ＋ｕｔ)ｍ２ｎ２＝ｖｓｍ２ｎ２＋ｕｔｍ２ｎ２ ・・・(＊) 

が成り立つことを考えれば，「(＊)の右辺が確定数で，ｕｓｍ２ｎ２が有限整数」であるこ

とは明らかであるので，(ⅱ)は第１種分数である．また，次の式が成り立つ． 

(ｖｓｍ１ｎ１＋ｕｔｍ１ｎ１)ｕｓｍ２ｎ２＝(ｖｓ＋ｕｔ)ｕｓｍ１ｍ２ｎ１ｎ２． 

ｕｓｍ１ｎ１(ｖｓｍ２ｎ２＋ｕｔｍ２ｎ２)＝(ｖｓ＋ｕｔ)ｕｓｍ１ｍ２ｎ１ｎ２． 

ゆえに， 

(ｖｓｍ１ｎ１＋ｕｔｍ１ｎ１)ｕｓｍ２ｎ２＝ｕｓｍ１ｎ１(ｖｓｍ２ｎ２＋ｕｔｍ２ｎ２)  

となるので，(ⅰ)と(ⅱ)より， 

(ｂ１ｃ１＋ａ１ｄ１)／ａ１ｃ１～(ｂ２ｃ２＋ａ２ｄ２)／ａ２ｃ２ 

を得る■ 

 

27 定理2-17 

ｘ，ｙを左有理数として， 

ｂ１／ａ１，ｂ２／ａ２∈η[ｘ]； ｄ１／ｃ１，ｄ２／ｃ２∈η[ｙ] 

とすれば，次の関係が成り立つ． 

ｂ１ｃ１＋ａ１ｄ１＝Θα ならば ｂ２ｃ２＋ａ２ｄ２＝Θα． 

 証明 ｖ／ｕ，ｔ／ｓを，それぞれ，ｘ＝(ｖ／ｕ)ＲＡＴ，ｙ＝(ｔ／ｓ)ＲＡＴとなる既約分

数とすれば，定理2-3より，次のように表すことができる． 

ｂ１／ａ１＝ｖｍ１／ｕｍ１ (０＜ｍ１＜∞０)． 

   ｂ２／ａ２＝ｖｍ２／ｕｍ２ (０＜ｍ２＜∞０)．    

ｄ１／ｃ１＝ｔｎ１／ｓｎ１ (０＜ｎ１＜∞０)． 

ｄ２／ｃ２＝ｔｎ２／ｓｎ２ (０＜ｎ２＜∞０)． 

ゆえに，条件より， 

ｂ１ｃ１＋ａ１ｄ１＝ｖｓｍ１ｎ１＋ｕｔｍ１ｎ１＝Θα， ｍ１ｎ１は有限整数 

である．ここで，ｕ，ｓが有限整数より， 

「ｖ＝∞α，ｔ＝－∞α」，「ｖ＝－∞α，ｔ＝∞α」 

のいずれかでなくてはならないが，いずれの場合も， 

ｂ２ｃ２＋ａ２ｄ２＝ｖｓｍ２ｎ２＋ｕｔｍ２ｎ２＝Θα 

を得る■ 

 

28 定理2-18（左有理数の加法の一意性） 

ｘ，ｙを左有理数として，ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ]とすれば， 

(ⅰ) ｂｃ＋ａｄが確定数ならば，ｂ／ａ，ｄ／ｃの選び方によらず， 

ｘ＋ｙ＝{(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ}ＲＡＴ． 

(ⅱ) ｂｃ＋ａｄ＝Θαならば，ｂ／ａ，ｄ／ｃの選び方によらず， 

ｘ＋ｙ＝Θα． 

 証明 (ⅰ) 定義2-7，定理2-16より明らか． 

(ⅱ) 定義2-7，定理2-17より明らか■ 
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29 定理2-19 

２つの数ｘとｙの，絶対値が小さくない方をＡmax{ｘ，ｙ}で表せば，左有理数の加法に

関して，次の式が成り立つ． 

(ⅰ) ｘ，ｙが無限大有理数とすれば， 

ｘ≠－ｙならば，ｘ＋ｙ＝Ａmax{ｘ，ｙ}． 

ｘ＝－ｙで「ｘ＝(∞α／１)ＲＡＴまたはｘ＝－(∞α／１)ＲＡＴ」ならば，ｘ＋ｙ＝Θα． 

(ⅱ) ｘを無限大有理数，ｙを有限有理数とすれば，ｘ＋ｙ＝ｘ． 

(ⅲ) 有限有理数と有限有理数の加法は，従来の有理数の加法と同じである． 

(ⅳ) ｘ∈Θαならば，Θα＋ｘ＝Θα． 

ｘ∈ /Θαならば，Θα＋ｘ＝ｘ． 

(ⅴ) Θα＋Θβ＝Θmax{α，β }． 

証明 (ⅰ)，(ⅱ)，(ⅲ)は定理2-18より容易に得られる． 

(ⅳ)は(ⅰ)，(ⅱ)，(ⅲ)により，(ⅴ)は(ⅳ)による■ 

 

30 定理2-20（左有理数の加法の交換法則） 

 ｘ，ｙを左有理数とすれば，ｘ＋ｙ＝ｙ＋ｘが成り立つ． 

 証明 ｂ／ａ∈η[ｘ]，ｄ／ｃ∈η[ｙ]とすれば，定理1-7の(ⅰ)と(ⅲ)より， 

(ｂ／ａ)＋(ｄ／ｃ)＝(ｂｃ＋ａｄ)／ａｃ 

＝(ｄａ＋ｃｂ)／ｃａ＝(ｄ／ｃ)＋(ｂ／ａ) 

であるので，定理2-18より明らか■ 

 

31 定理2-21（左有理数の加法の結合法則） 

 ｘ，ｙ，ｚを左有理数とすれば，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)が成り立つ． 

 証明 (ⅰ) ｘ，ｙ，ｚがすべて有限有理数ならば，ｘ，ｙ，ｚは従来の有理数と同じであ

るので，加法の結合法則が成り立つ．  

(ⅱ) ｘ，ｙ，ｚのうちの１つだけが無限大有理数ならば，定理2-19の(ⅱ)より，両辺の値

はともに，その無限大有理数に等しい． 

(ⅲ) ｘ，ｙ，ｚのうちの１つだけが有限有理数ならば，定理2-19の(ⅱ)より，両辺の値は

ともに，残りの２つの無限大有理数の和に等しい． 

(ⅳ) ｘα，ｙβ，ｚγ (ｘαは，ｘが「(∞α／１)ＲＡＴまたは－(∞α／１)ＲＡＴ」であること

を表す) ならば， 

(ア) α，β，γがすべて異なる順序数のときは，両辺の値はともに，Ａmax{ｘ，ｙ，ｚ}

に等しい． 

(イ) α＝β＜γ，α＝γ＜β，β＝γ＜αのときは，両辺の値はともに，それぞれ， 

ｚ，ｙ，ｘに等しい． 

(ウ) γ＜α＝β，β＜α＝γ，α＜β＝γのときは，両辺の値はともに，それぞれ， 

ｘ＋ｙ，ｘ＋ｚ，ｙ＋ｚに等しい． 

(エ) α＝β＝γのときは， 

① ｘ，ｙ，ｚがすべて同符号ならば，両辺の値はともに，ｘに等しい． 

② その他の場合は，両辺の値はともに，Θαに等しい■ 
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32 定義2-8 

領域{ｘ：－(１／∞α)ＲＡＴ≦ｘ≦(１／∞α)ＲＡＴ}を，Παで表す． 

 

33 定義2-9（右有理数の加法） 

右有理数ｘ，ｙの加法を，次のように定める． 

(ⅰ) ｘ≠－ｙならば，ｘ＋ｙ＝Ａmax{ｘ，ｙ}とする． 

(ⅱ) ｘ＝－ｙで，ｘα (ｘαは，ｘが「(１／∞α)ＲＡＴまたは－(１／∞α)ＲＡＴ」であるこ

とを表す) ならば，ｘ＋ｙ＝Παとする． 

(ⅲ) ｘ＝－ｙで，ｘ＝(０／１)ＲＡＴならば，ｘ＋ｙ＝(０／１)ＲＡＴとする． 

 

 例：ｘ＝(１／∞０)ＲＡＴ，ｙ＝(１／∞１)ＲＡＴとすれば， 

ｘ≠－ｙ，Ａmax{ｘ，ｙ}＝ｘ 

であるので， 

(１／∞０)ＲＡＴ＋(１／∞１)ＲＡＴ＝(１／∞０)ＲＡＴ． 

 例：ｘ＝(１／∞０)ＲＡＴ，ｙ＝－(１／∞０)ＲＡＴとすれば， 

ｘ＝－ｙ 

であるので， 

(１／∞０)ＲＡＴ＋{－(１／∞０)ＲＡＴ}＝Π０． 

 

補足：無限小有理数と無限小有理数の和を定義するとき，通分は使えない．そこで，演

算結果がどのようになるのが自然であるかを考える． 

無限小有理数(１／∞α)ＲＡＴは，(∞α／１)ＲＡＴの逆数であり，∞αは αと同じ量の数でא 

ある．すなわち，(１／∞α)ＲＡＴは量的には，１を  ．α等分割して得られる量であるא 

このとき，α＜βとして， αとא  ，βを比較すればא  αはא  βに吸収されてしまうほど小さא 

い数であるので，その逆数である(１／∞α)ＲＡＴは(１／∞β)ＲＡＴを吸収するほど大きい数

であると考えるのが自然である．定義2-9は，この考え方に従って定めた定義である． 

 

34 定理2-22 

 右有理数の加法に関して，次の式が成り立つ． 

(ⅰ) ｘ∈Παならば，Πα＋ｘ＝Πα． 

   ｘ∈ /Παならば，Πα＋ｘ＝ｘ． 

(ⅱ) Πα＋Πβ＝Πmin{α，β }． 

証明 (ⅰ)は定義2-9より容易に得られる．(ⅱ)は(ⅰ)による■ 

 

35 定理2-23（右有理数の加法の交換法則） 

 ｘ，ｙを右有理数とすれば，ｘ＋ｙ＝ｙ＋ｘが成り立つ． 

 証明 定義2-9に従う． 

(ⅰ) ｘ≠－ｙとｙ≠－ｘは同値である．このとき，ｘ＋ｙ＝Ａmax{ｘ，ｙ}＝ｙ＋ｘ． 

(ⅱ) ｘ＝－ｙとｙ＝－ｘは同値で，このとき，ｘαであることとｙαであることも同値で

あるので，ｘ＋ｙ＝Πα＝ｙ＋ｘ． 
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(ⅲ) ｘ＝－ｙとｙ＝－ｘは同値で，このとき，ｘ＝(０／１)ＲＡＴとｙ＝(０／１)ＲＡＴも同

値であるので，ｘ＋ｙ＝(０／１)ＲＡＴ＝ｙ＋ｘ■ 

 

36 定理2-24（右有理数の加法の結合法則） 

 ｘ，ｙ，ｚを右有理数とすれば，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)が成り立つ． 

 証明 (ⅰ) ｘ，ｙ，ｚの少なくとも１つが(０／１)ＲＡＴならば明らかである． 

(ⅱ) ｘα，ｙβ，ｚγならば， 

(ア) α，β，γがすべて異なる順序数のときは，両辺の値はともに，Ａmax{ｘ，ｙ，ｚ}

に等しい． 

(イ) α＝β＜γ，α＝γ＜β，β＝γ＜αのときは，両辺の値はともに，それぞれ， 

ｘ＋ｙ，ｘ＋ｚ，ｙ＋ｚに等しい． 

(ウ) γ＜α＝β，β＜α＝γ，α＜β＝γのときは，両辺の値はともに，それぞれ， 

ｚ，ｙ，ｘに等しい． 

(エ) α＝β＝γのときは， 

① ｘ，ｙ，ｚがすべて同符号ならば，両辺の値はともに，ｘに等しい． 

② その他の場合は，両辺の値はともに，Παに等しい■ 

 

37 定理2-25 

ｙ１，ｙ２，ｖ１，ｖ２を右有理数とすれば， 

ｙ１＜ｙ２，ｖ１＜ｖ２ ならば ｙ１＋ｖ１＜ｙ２＋ｖ２． 

証明 ｙ１，ｙ２，ｖ１，ｖ２を，それぞれ，正の無限小有理数，零の有理数，負の無限小

有理数の場合に分けて証明する． 

定理2-23，仮定「ｙ１＜ｙ２，ｖ１＜ｖ２」より，次の７つの場合を調べれば十分であろう． 

(ⅰ) ｙ１，ｙ２，ｖ１，ｖ２が全て正．  

(ⅱ) ｙ１が負で，ｙ２，ｖ１，ｖ２が正． 

(ⅲ) ｙ１，ｙ２が負で，ｖ１，ｖ２が正． 

(ⅳ) ｙ１，ｖ１が負で，ｙ２，ｖ２が正． 

(ⅴ) ｙ１，ｖ１，ｖ２が負で，ｙ２が正． 

(ⅵ) ｙ１，ｙ２，ｖ１，ｖ２が全て負． 

(ⅶ) ｙ１，ｙ２の片方が零． 

 

(ⅰ) ｙ１，ｙ２，ｖ１，ｖ２がすべて正の場合： 

ｙ１＝(１／∞α１)ＲＡＴ， ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， 

ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

とすれば， 

ｙ１＋ｖ１＝(１／∞min{α１，β１})ＲＡＴ， ｙ２＋ｖ２＝(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ 

である．また， 

      ｙ１＜ｙ２ より α１＞α２，  ｖ１＜ｖ２ より β１＞β２ 

でなくてはならないので， 

min{α１，β１} ＞ min{α２，β２}． 
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したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝(１／∞min{α１，β１})ＲＡＴ＜(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(ⅱ) ｙ１が負で，ｙ２，ｖ１，ｖ２が正の場合： 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， 

ｖ１＝ (１／∞β１)ＲＡＴ，  ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

とすれば， 

        －(１／∞α１)ＲＡＴ  (α１＜β１)， 

ｙ１＋ｖ１＝   Πα１  (α１＝β１)， 

               (１／∞β１)ＲＡＴ  (α１＞β１)． 

                    (１／∞α２)ＲＡＴ  (α２＜β２)， 

ｙ２＋ｖ２＝(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ＝   (１／∞α２)ＲＡＴ  (α２＝β２)， 

(１／∞β２)ＲＡＴ  (α２＞β２)． 

また， 

ｖ１＜ｖ２ より β１＞β２ 

でなくてはならない．したがって， 

β１＞β２，α１＜β１，α２＜β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１ ＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＜β１，α２＝β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１ ＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＜β１，α２＞β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１ ＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＝β１，α２＜β２ならば，α２＜α１であるので， 

ｙ１＋ｖ１ ＝Πα１＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＝β１，α２＝β２ならば，α２＜α１であるので， 

ｙ１＋ｖ１ ＝Πα１＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＝β１，α２＞β２ならば，β２＜α１であるので， 

ｙ１＋ｖ１ ＝Πα１＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＞β１，α２＜β２ならば，α２＜β１であるので， 

ｙ１＋ｖ１ ＝(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＞β１，α２＝β２ならば，α２＜β１であるので， 

ｙ１＋ｖ１ ＝(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＞β１，α２＞β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１ ＝(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(ⅲ) ｙ１，ｙ２が負で，ｖ１，ｖ２が正の場合： 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｙ２＝－(１／∞α２)ＲＡＴ， 

ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ，  ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

とすれば， 

       －(１／∞α１)ＲＡＴ  (α１＜β１)， 

ｙ１＋ｖ１＝   Πα１  (α１＝β１)， 

              (１／∞β１)ＲＡＴ  (α１＞β１)． 



45 
 

       －(１／∞α２)ＲＡＴ (α２＜β２)， 

ｙ２＋ｖ２＝   Πα２ (α２＝β２)， 

              (１／∞β２)ＲＡＴ (α２＞β２)． 

また， 

      ｙ１＜ｙ２ より α１＜α２，  ｖ１＜ｖ２ より β１＞β２ 

でなくてはならない．したがって， 

α１＜α２，β１＞β２，α１＜β１，α２＜β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜－(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＜β１，α２＝β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜Πα２＝ｙ２＋ｖ２． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＜β１，α２＞β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＝β１，α２＜β２となる場合はあり得ない． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＝β１，α２＝β２となる場合はあり得ない． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＝β１，α２＞β２ならば，β２＜α１であるので， 

ｙ１＋ｖ１＝Πα１＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＞β１，α２＜β２となる場合はあり得ない． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＞β１，α２＝β２となる場合はあり得ない． 

α１＜α２，β１＞β２，α１＞β１，α２＞β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(ⅳ) ｙ１，ｖ１が負で，ｙ２，ｖ２が正の場合： 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， 

ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

とすれば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞min{α１，β１})ＲＡＴ， ｙ２＋ｖ２＝(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ 

であり，明らかに， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞min{α１，β１})ＲＡＴ＜(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(ⅴ) ｙ１，ｖ１，ｖ２が負で，ｙ２が正の場合は(ⅱ)と同様である． 

(ⅵ) ｙ１，ｙ２，ｖ１，ｖ２が全て負の場合は(ⅰ)と同様である． 

(ⅶ) ｙ１，ｙ２の片方が零の場合： 

 ① ｙ１を零とすれば，ｙ２は正であるので， 

(①の１) ｖ１，ｖ２がともに正ならば， 

ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．ここで，ｖ１＜ｖ２よりβ１＞β２であるので，  

              β１＞ min{α２，β２}． 

   したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(①の２) ｖ１が負で，ｖ２が正ならば， 

ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．したがって， 
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ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(①の３) ｖ１が零で，ｖ２が正ならば， 

ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝(０／１)ＲＡＴ＜(１／∞min{α２，β２})ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(①の４) ｖ１が負で，ｖ２が零ならば， 

ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ， ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ 

  とすることができる．したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

(①の５) ｖ１，ｖ２がともに負ならば， 

ｙ２＝(１／∞α２)ＲＡＴ，ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ，ｖ２＝－(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．ここで，ｖ１＜ｖ２よりβ１＜β２である． 

また，  

                (１／∞α２)ＲＡＴ  (α２＜β２)， 

ｙ２＋ｖ２＝  Πα２  (α２＝β２)， 

                －(１／∞β２)ＲＡＴ  (α２＞β２)． 

  したがって， 

   β１＜β２，α２＜β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞α２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＜β２，α２＝β２ならば，β１＜α２であるので， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ＜Πα２＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＜β２，α２＞β２ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ＜－(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

 ② ｙ２を零とすれば，ｙ１は負であるので， 

（②の１）ｖ１，ｖ２がともに正ならば， 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．ここで，ｖ１＜ｖ２よりβ１＞β２である． 

また， 

                  －(１／∞α１)ＲＡＴ  (α１＜β１)， 

ｙ１＋ｖ１＝  Πα１  (α１＝β１)， 

                (１／∞β１)ＲＡＴ  (α１＞β１)． 

  したがって， 

   β１＞β２，α１＜β１ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＝β１ならば，α１＞β２であるので， 

ｙ１＋ｖ１＝Πα１＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＞β２，α１＞β１ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝(１／∞β１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 
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  （②の２）ｖ１が負で，ｖ２が正ならば， 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞min{α１，β１})ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

（②の３）ｖ１が零で，ｖ２が正ならば， 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｖ２＝(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

（②の４）ｖ１が負で，ｖ２が零ならば， 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ， ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ 

  とすることができる．したがって， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞min{α１，β１})ＲＡＴ＜(０／１)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

（②の５）ｖ１，ｖ２がともに負ならば， 

ｙ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ，ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ，ｖ２＝－(１／∞β２)ＲＡＴ 

  とすることができる．ここで，ｖ１＜ｖ２よりβ１＜β２である． 

また，  

               －(１／∞α１)ＲＡＴ  (α１＜β１)， 

ｙ１＋ｖ１＝  －(１／∞α１)ＲＡＴ  (α１＝β１)， 

               －(１／∞β1)ＲＡＴ  (α１＞β１)． 

  したがって， 

    β１＜β２，α１＜β１ならば，α１＜β２あるので， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜－(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＜β２，α１＝β１ならば，α１＜β２であるので， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞α１)ＲＡＴ＜－(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２． 

β１＜β２，α1＞β1ならば， 

ｙ１＋ｖ１＝－(１／∞β１)ＲＡＴ＜－(１／∞β２)ＲＡＴ＝ｙ２＋ｖ２■ 
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第３章 拡大有理数 

  

有理数(ｂ／ａ)ＲＡＴを表す記号を，今後，必要に応じて簡略化する．その方法は，有理数

(ｂ／ａ)ＲＡＴを，ｂ／ａで表し，特に，ａ＝１のときは，単にｂで表す． 

これは，従来のように，分数は有理数を表し，有理整数と整数を同一視することを意味

する． 

 

例：(０／１)ＲＡＴを，０で表す． 

例：(∞α／１)ＲＡＴを，∞αで表す． 

例：－(１／∞α)ＲＡＴを，－１／∞αで表す． 

 

１ 有理数の拡張 

初めに，若干の用語と記号を定める． 

(ⅰ) ｘを左有理数，ｙを右有理数として， 

(ア) ｘが有限有理数， 

(イ) ｘが無限大有理数で，ｙ＝０ 

のいずれかを満たす順序対(ｘ，ｙ)を考え，この順序対を拡大有理数という． 

(ⅱ) (ｘ，０)，(０，ｙ)を拡大有理数とすれば， 

(ｘ，０)＝ｘ，(０，ｙ)＝ｙ 

とする．すなわち，(ｘ，０)，(０，ｙ)は，それぞれ，ｘ，ｙと同一視する． 

(ⅲ) 拡大有理数(ｘ，ｙ)において， 

(ア) ｘが無限大有理数ならば，(ｘ，ｙ)を無限大拡大有理数という． 

(イ) ｘが有限有理数ならば，(ｘ，ｙ)を有界拡大有理数という． 

(ウ) 「ｘが０でない有限有理数」または「ｘ＝ｙ＝０」ならば，(ｘ，ｙ)を有限拡大有

理数という． 

  (エ) 「ｘ＝０，ｙ≠０」ならば，(ｘ，ｙ)を無限小拡大有理数という． 

(ⅳ) 拡大有理数(－ｘ，－ｙ)を，－(ｘ，ｙ)で表す． 

 

２ 定義3-1（拡大有理数の相等関係・大小関係） 

拡大有理数(ｘ１，ｙ１)，(ｘ２，ｙ２)の相等関係・大小関係を，次のように定める． 

(ⅰ) 相等関係 

「ｘ１＝ｘ２，ｙ１＝ｙ２」のとき，(ｘ１，ｙ１)と(ｘ２，ｙ２)は等しいといい， 

(ｘ１，ｙ１)＝(ｘ２，ｙ２) または (ｘ２，ｙ２)＝(ｘ１，ｙ１) 

で表す． 

(ⅱ) 大小関係 

「ｘ１＞ｘ２」または「ｘ１＝ｘ２，ｙ１＞ｙ２」のとき，(ｘ１，ｙ１)は(ｘ２，ｙ２)より 

大であるといい， 

(ｘ１，ｙ１)＞(ｘ２，ｙ２) または (ｘ２，ｙ２)＜(ｘ１，ｙ１) 

で表す．  
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３ 定理3-1 

(ⅰ) 任意の拡大有理数μ，νの間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

μ＝ν，  μ＜ν，  μ＞ν． 

(ⅱ) μ，ν，ξを拡大有理数とすれば，次の関係が成り立つ． 

μ＜ν，ν＜ξ ならば μ＜ξ． 

 証明 μ＝(ｘμ，ｙμ)，ν＝(ｘν，ｙν)，ξ＝(ｘξ，ｙξ)とおく． 

(ⅰ) 定理2-6より， 

ｘμ＝ｘν，ｘμ＜ｘν，ｘμ＞ｘνのうちの１つだけが成り立つ． 

ｙμ＝ｙν，ｙμ＜ｙν，ｙμ＞ｙνのうちの１つだけが成り立つ． 

したがって，定理が成り立つことは，容易に示すことができる■ 

(ⅱ) 定理2-7より， 

「ｘμ＜ｘν，ｘν＜ｘξ ならば ｘμ＜ｘξ」が成り立つ． 

「ｙμ＜ｙν，ｙν＜ｙξ ならば ｙμ＜ｙξ」が成り立つ． 

したがって，定理が成り立つことは，容易に示すことができる■ 

 

４ 定義3-2 

拡大有理数μの符号は，μ＞０のとき正，μ＜０のとき負とする． 

 

５ 定義3-3（拡大有理数の原始加法） 

 次の２種類の加法を拡大有理数の原始加法といい，演算記号は○＋ を用いる．ただし，拡大

有理数μと－νの原始加法μ○＋ (－ν)は，μ○－ νと表すこともある． 

(ⅰ) 左有理数と左有理数の加法．(定義2-7を用いる) 

(ⅱ) (ｘ１，ｙ１)，(ｘ２，ｙ２)を有界拡大有理数とすれば， 

(ｘ１，ｙ１)○＋ (ｘ２，ｙ２)＝(ｘ１＋ｘ２，ｙ１＋ｙ２) 

とする．(定義2-7，定義2-9を用いる) 

 

 例：(１／２，１／∞０)○＋ (１／３，１／∞１)＝(５／６，１／∞０)． 

例：(１／２，１／∞０)○＋ (１／３，－１／∞０)＝(５／６，Π０) 

＝{(５／６，ｙ)：ｙ∈Π０}．  

例：∞α○－ ∞α＝Θα． 

例：∞α○＋ (１／∞β)は定義されていない． 

 

補足：定義3-3は，ｘとｙを有限有理数とすれば，ｘとｙの原始加法を(ⅰ)で定義して，

有界拡大有理数(ｘ，０)と(ｙ，０)の原始加法を(ⅱ)で定義している． 

ここで，(ｘ，０)，(ｙ，０)は，それぞれ，ｘ，ｙと同一視する約束であるので，同じ数

を，(ⅰ)と(ⅱ)の両方で定義していることになる． 

しかし，「ｘ○＋ ｙ＝ｘ＋ｙ」と「(ｘ，０)○＋ (ｙ，０)＝(ｘ＋ｙ，０)」を同一視しても矛

盾は生じない． 

 

 



50 
 

６ 定義3-4（拡大有理数の加法） 

μ，νを拡大有理数とするとき， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ 

となる拡大有理数σ１，σ２，τ１，τ２が存在するならば， 

{χ：min(σ１○＋ τ１)≦χ≦max(σ１○＋ τ１) ，χは拡大有理数} 

を，μとνの和といい，次のように表す： 

μ＋ν＝{χ：min(σ１○＋ τ１)≦χ≦max(σ１○＋ τ１) ，χは拡大有理数}． 

 

例：μ＝∞α，ν＝１／∞βにおいて， 

σ１＝σ２＝∞α， τ１＝０， τ２＝１ 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２， τ１≦ν≦τ２， σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２＝∞α 

であり， 

min(σ１○＋ τ１)＝max(σ１○＋ τ１)＝∞α 

であるので， 

∞α＋(１／∞β)＝∞α． 

 

例：μ＝∞α，ν＝－∞αにおいて， 

σ１＝σ２＝∞α， τ１＝τ２＝－∞α 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２， τ１≦ν≦τ２， σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２＝Θα 

であり， 

min(σ１○＋ τ１)＝－∞α， max(σ１○＋ τ１)＝∞α 

であるので， 

∞α－∞α＝{χ：－∞α≦χ≦∞α，χは拡大有理数} 

である． 

以後，領域{χ：－∞α≦χ≦∞α，χは拡大有理数}をΘαで表し， 

∞α－∞α＝Θα 

と記す． 

 

７ 定理3-2（拡大有理数の加法の一意性を証明するための予備定理１） 

 「σ１＜σ２，τ１＜τ２ ならば σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２」となることはない． 

 証明 σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が同時に定義されているのは，次のいずれかの場合である． 

        σ１，σ２，τ１，τ２がすべて左有理数．        (＊１) 

        σ１，τ１が左有理数で，σ２，τ２が有界拡大有理数．  (＊２) 

σ１，τ１が有界拡大有理数で，σ２，τ２が左有理数．  (＊３) 

σ１，σ２，τ１，τ２がすべて有界拡大有理数．     (＊４) 

(＊１)の場合は， 

σ１，σ２，τ１，τ２を，それぞれ，無限大有理数と有限有理数の場合に分けて考えれば，

容易にσ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２を得る． 
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(＊２)の場合は， 

σ１，τ１が左有理数であるので，σ１○＋ τ１は「左有理数 または Θα」である．ここで， 

σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２と仮定すれば，σ２，τ２は有界拡大有理数より，σ２，τ２は有限有

理数でなくてはならないので，σ２○＋ τ２は有限有理数である． 

したがって，σ１○＋ τ１も有限有理数であるので，σ１，τ１は有限有理数であり，σ１，

σ２，τ１，τ２はすべて有限有理数となるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２を得る．これは，仮

定に反するので，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２は成り立たない． 

(＊３)の場合は， 

σ２，τ２が左有理数であるので，σ２○＋ τ２は「左有理数 または Θα」である．ここで， 

σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２と仮定すれば，σ１，τ１は有界拡大有理数より，σ１，τ１は有限有

理数でなくてはならないので，σ１○＋ τ１は有限有理数である． 

したがって，σ２○＋ τ２も有限有理数であるので，σ２，τ２は有限有理数であり，σ１，

σ２，τ１，τ２はすべて有限有理数となるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２を得る．これは，仮

定に反するので，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２は成り立たない． 

(＊４)の場合は， 

σ１＝(ｘ１，ｙ１)，σ２＝(ｘ２，ｙ２)，τ１＝(ｕ１，ｖ１)，τ２＝(ｕ２，ｖ２) 

とすると，ｘ１，ｘ２，ｕ１，ｕ２はすべて有限有理数である．ここで，ｘ１＜ｘ２，ｕ１＜ 

ｕ２の少なくとも片方が成り立てば，ｘ１＋ｕ１＜ｘ２＋ｕ２であるので，ｙ１，ｙ２，ｖ１，

ｖ２の値によらずσ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２を得る． 

また，ｘ１＝ｘ２，ｕ１＝ｕ２とすれば，ｙ１＜ｙ２，ｖ１＜ｖ２であるので，定理2-25より，

ｙ１＋ｖ１＜ｙ２＋ｖ２である．したがって，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２を得る． 

以上により，(＊１)～(＊４)のいずれの場合もσ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２とはならない■ 

 

８ 定理3-3（拡大有理数の加法の一意性を証明するための予備定理２） 

 σ１＝σ２，τ１＜τ２，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ならば，次のいずれかが成り立つ． 

(ⅰ) σ１＝σ２＝∞α かつ τ１，τ２∈(Θα]． 

(ⅱ) σ１＝σ２＝－∞α かつ τ１，τ２∈[Θα)． 

(ⅲ) σ１＝σ２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ｘτ，(Πα])． 

(ⅳ) σ１＝σ２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ｘτ，[Πα))． 

 ただし， 

ｘσ，ｘτは有限有理数． 

(Θα]＝Θα－{－∞α}， [Θα)＝Θα－{∞α}． 

(Πα]＝Πα－{－１／∞α}， [Πα)＝Πα－{１／∞α} 

とする．そして， 

(Θα]， [Θα)， (ｘτ，(Πα])， (ｘτ，[Πα)) 

を，それぞれ， 

∞α， －∞α， (ｘσ，１／∞α)， (ｘσ，－１／∞α) 

の原始加法に関する吸収範囲という．  
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証明 (ⅰ) σ１＝σ２＝∞αの場合： 

(ア) τ１，τ２∈(Θα]ならば，σ１○＋ τ１＝∞α＝σ２○＋ τ２． 

(イ) τ１∈(Θα]，τ２∈ /(Θα]ならば，τ１＜τ２より，∞α＜τ２であるので， 

σ１○＋ τ１＝∞α＜τ２＝σ２○＋ τ２． 

(ウ) τ１∈ /(Θα]，τ２∈(Θα]ならば，τ１＜τ２より，τ１≦－∞αであるので， 

σ１○＋ τ１＝「Θαまたはτ１」≠∞α＝σ２○＋ τ２． 

(エ) τ１，τ２∈ /(Θα]ならば， 

τ１＜τ２≦－∞α， 

∞α＜τ１＜τ２， 

τ１≦－∞α かつ ∞α＜τ２ 

の３通りのいずれかであるが，いずれにおいてもσ１○＋ τ１≠σ２○＋ τ２である． 

(ⅱ) σ１＝σ２＝－∞αの場合： 

(ア) τ１，τ２∈[Θα)ならば，σ１○＋ τ１＝－∞α＝σ２○＋ τ２． 

(イ) τ１∈[Θα)，τ２∈ /[Θα)ならば，τ１＜τ２より，∞α≦τ２であるので， 

σ１○＋ τ１＝－∞α≠「Θαまたはτ２」＝σ２○＋ τ２． 

(ウ) τ１∈ /[Θα)，τ２∈[Θα)ならば，τ１＜τ２より，τ１＜－∞αであるので， 

σ１○＋ τ１＝τ１＜－∞α＝σ２○＋ τ２． 

(エ) τ１，τ２∈ /[Θα)ならば， 

τ１＜τ２＜－∞α， 

∞α≦τ１＜τ２， 

τ１＜－∞α かつ ∞α≦τ２ 

の３通りのいずれかであるが，いずれにおいてもσ１○＋ τ１≠σ２○＋ τ２である． 

(ⅲ) σ１＝σ２＝(ｘσ，１／∞α)の場合： 

 σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が定義されているのは，τ１，τ２が有界拡大有理数のときだけであ

るので， 

τ１＝(ｘτ１，ｙτ１)， τ２＝(ｘτ２，ｙτ２) 

とおけば，ｘτ１，ｘτ２は有限有理数である． 

また，τ１＜τ２であるので， 

ｘτ１＜ｘτ２ または「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」 

であるが， 

ｘτ１＜ｘτ２ならば，ｘσ＋ｘτ１＜ｘσ＋ｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２である． 

「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」ならば， 

σ１○＋ τ１＝(ｘσ＋ｘτ１，(１／∞α)＋ｙτ１)， 

σ２○＋ τ２＝(ｘσ＋ｘτ２，(１／∞α)＋ｙτ２) 

において，ｘσ＋ｘτ１＝ｘσ＋ｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２となるのは， 

(１／∞α)＋ｙτ１＝(１／∞α)＋ｙτ２ 

のときだけであるが，ｙτ１＜ｙτ２より，ｙτ１，ｙτ２∈(Πα]でなくてはならない． 
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(ⅳ) σ１＝σ２＝(ｘσ，－１／∞α)の場合： 

 σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が定義されているのは，τ１，τ２が有界拡大有理数のときだけであ

るので， 

τ１＝(ｘτ１，ｙτ１)， τ２＝(ｘτ２，ｙτ２) 

とおけば，ｘτ１，ｘτ２は有限有理数である． 

また，τ１＜τ２であるので， 

ｘτ１＜ｘτ２ または「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」 

であるが， 

ｘτ１＜ｘτ２ならば，ｘσ＋ｘτ１＜ｘσ＋ｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２である． 

「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」ならば， 

σ１○＋ τ１＝(ｘσ＋ｘτ１，(－１／∞α)＋ｙτ１)， 

σ２○＋ τ２＝(ｘσ＋ｘτ２，(－１／∞α)＋ｙτ２) 

において，ｘσ＋ｘτ１＝ｘσ＋ｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２となるのは， 

(－１／∞α)＋ｙτ１＝(－１／∞α)＋ｙτ２ 

のときだけであるが，ｙτ１＜ｙτ２より，ｙτ１，ｙτ２∈[Πα)でなくてはならない． 

(ⅴ) σ１＝σ２＝ｘσの場合： 

σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が定義されているのは，次のいずれかである． 

(ア) τ１，τ２が有界拡大有理数． 

(イ) τ１が有界拡大有理数で，τ２が無限大有理数． 

(ウ) τ１が無限大有理数で，τ２が有界拡大有理数． 

(エ) τ１，τ２が無限大有理数． 

(ア)ならば， 

τ１＝(ｘτ１，ｙτ１)， τ２＝(ｘτ２，ｙτ２) 

とおけば，ｘτ１，ｘτ２は有限有理数である． 

また，条件τ１＜τ２より， 

ｘτ１＜ｘτ２ または「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」 

であるが， 

ｘτ１＜ｘτ２ならば，ｘσ＋ｘτ１＜ｘσ＋ｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２である． 

「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」ならば， 

σ１○＋ τ１＝(ｘσ＋ｘτ１，ｙτ１)， 

σ２○＋ τ２＝(ｘσ＋ｘτ２，ｙτ２) 

において，ｘσ＋ｘτ１＝ｘσ＋ｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２となる． 

(イ)ならば， 

 条件τ１＜τ２より，τ２は正の無限大有理数となるので，τ２＝∞αとする．このとき，

σ１○＋ τ１＜∞０≦∞α＝σ２○＋ τ２となる． 

(ウ)ならば， 

条件τ１＜τ２より，τ１は負の無限大有理数となるので，τ１＝－∞αとする．このとき，

σ１○＋ τ１＝－∞α≦－∞０＜σ２○＋ τ２となる． 

(エ)ならば， 

 条件τ１＜τ２より，σ１○＋ τ１＝τ１＜τ２＝σ２○＋ τ２となる■ 
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９ 定理3-4（拡大有理数の加法の一意性を証明するための予備定理３） 

 μ，νを拡大有理数として，次の(＊１)～(＊３)が成り立つとする． 

σ１１≦μ≦σ１２，τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○＋ τ１１＝σ１２○＋ τ１２． (＊１) 

σ２１≦μ≦σ２２，τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○＋ τ２１＝σ２２○＋ τ２２． (＊２) 

σ１１＝σ１２，τ１１＜τ１２． (＊３) 

このとき， 

(ア) μ＝ν＝∞α， 

(イ) μ＝ν＝－∞α， 

(ウ) μ＝(ｘσ，１／∞α) かつ ν＝(ｘτ，１／∞α)， 

(エ) μ＝(ｘσ，－１／∞α) かつ ν＝(ｘτ，－１／∞α) 

の４通りの場合 (この４通りの場合を(＊４)で表す) 以外の場合で， 

σ２１＜σ２２，τ２１＝τ２２  (＊５) 

となることはない．ただし，ｘσ，ｘτは有限有理数とする． 

証明 背理法を用いる．(＊４)の場合以外に，(＊１)，(＊２)，(＊３)，(＊５)が同時に

成り立つと仮定する．このとき，(＊５)と定理3-3より，次のいずれかが成り立たなくては

ならない． 

(ⅰ) τ２１＝τ２２＝∞α かつ σ２１，σ２２∈(Θα]． 

(ⅱ) τ２１＝τ２２＝－∞α かつ σ２１，σ２２∈[Θα)． 

(ⅲ) τ２１＝τ２２＝(ｘτ，１／∞α) かつ σ２１，σ２２∈(ｘσ，(Πα])． 

(ⅳ) τ２１＝τ２２＝(ｘτ，－１／∞α) かつ σ２１，σ２２∈(ｘσ，[Πα))． 

しかし，いずれの場合も矛盾を生じる．実際， 

(ⅰ)の場合は，τ２１＝τ２２＝∞αより，ν＝∞αである． 

また，σ２１，σ２２∈(Θα]より， 

－∞α＜μ≦∞α 

であるが，μ＝∞αとすれば(ア)の場合になるので， 

－∞α＜μ＜∞α  

とする．このとき，(＊３)より， 

－∞α＜σ１１＝μ＝σ１２＜∞α 

であるので，定理3-3より， 

－∞α＜τ１１，τ１２＜∞α 

を得るが，これは， 

－∞α＜ν＜∞α 

を意味するので，ν＝∞αであることに矛盾する． 

(ⅱ)の場合は，τ２１＝τ２２＝－∞αより，ν＝－∞αである． 

また，σ２１，σ２２∈[Θα)より， 

－∞α≦μ＜∞α 

であるが，μ＝－∞αとすれば(イ)の場合になるので， 

－∞α＜μ＜∞α  

とする．このとき，(＊３)より， 

－∞α＜σ１１＝μ＝σ１２＜∞α 
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であるので，定理3-3より， 

－∞α＜τ１１，τ１２＜∞α 

を得るが，これは， 

－∞α＜ν＜∞α 

を意味するので，ν＝－∞αであることに矛盾する． 

(ⅲ)の場合は，τ２１＝τ２２＝(ｘτ，１／∞α)より，ν＝(ｘτ，１／∞α)である． 

また，σ２１，σ２２∈(ｘσ，(Πα])より， 

(ｘσ，－１／∞α)＜μ≦(ｘσ，１／∞α) 

であるが，μ＝(ｘσ，１／∞α)とすれば(ウ)の場合になるので， 

(ｘσ，－１／∞α)＜μ＜(ｘσ，１／∞α) 

とする．このとき，(＊３)より， 

(ｘσ，－１／∞α)＜σ１１＝μ＝σ１２＜(ｘσ，１／∞α) 

であるので，定理3-3より， 

(ｘτ，－１／∞α)＜τ１１，τ１２＜(ｘτ，１／∞α)  

を得るが，これは， 

(ｘτ，－１／∞α)＜ν＜(ｘτ，１／∞α) 

を意味するので，ν＝(ｘτ，１／∞α)であることに矛盾する． 

(ⅳ)の場合は，τ２１＝τ２２＝(ｘτ，－１／∞α)より，ν＝(ｘτ，－１／∞α)である． 

また，σ２１，σ２２∈(ｘσ，[Πα))より， 

(ｘσ，－１／∞α)≦μ＜(ｘσ，１／∞α) 

であるが，μ＝(ｘσ，－１／∞α)とすれば(エ)の場合になるので， 

(ｘσ，－１／∞α)＜μ＜(ｘσ，１／∞α) 

とする．このとき，(＊３)より， 

(ｘσ，－１／∞α)＜σ１１＝μ＝σ１２＜(ｘσ，１／∞α) 

であるので，定理3-3より， 

(ｘτ，－１／∞α)＜τ１１，τ１２＜(ｘτ，１／∞α)  

を得るが，これは， 

(ｘτ，－１／∞α)＜ν＜(ｘτ，１／∞α) 

を意味するので，ν＝(ｘτ，－１／∞α)であることに矛盾する■ 

 

10 定理3-5（拡大有理数の加法の一意性） 

μ，νを拡大有理数として，次の(＊１)，(＊２)が成り立つとする． 

σ１１≦μ≦σ１２，τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○＋ τ１１＝σ１２○＋ τ１２． (＊１) 

σ２１≦μ≦σ２２，τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○＋ τ２１＝σ２２○＋ τ２２． (＊２) 

 このとき，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１が成り立つ． 

証明 定理3-2より，σ１１，σ１２，τ１１，τ１２は，次のいずれかである． 

(ⅰ) σ１１＝σ１２，τ１１＜τ１２． 

(ⅱ) σ１１＝σ１２，τ１１＝τ１２． 

(ⅲ) σ１１＜σ１２，τ１１＝τ１２． 
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σ２１，σ２２，τ２１，τ２２についても同様に，次のいずれかである． 

(ⅳ) σ２１＝σ２２，τ２１＜τ２２． 

(ⅴ) σ２１＝σ２２，τ２１＝τ２２． 

(ⅵ) σ２１＜σ２２，τ２１＝τ２２． 

 したがって，考えられる組み合わせは次の９通りである． 

 

(ア)「σ１１＝σ１２，τ１１＜τ１２」かつ「σ２１＝σ２２，τ２１＜τ２２」． 

(イ)「σ１１＝σ１２，τ１１＜τ１２」かつ「σ２１＝σ２２，τ２１＝τ２２」． 

(ウ)「σ１１＝σ１２，τ１１＜τ１２」かつ「σ２１＜σ２２，τ２１＝τ２２」． 

(エ)「σ１１＝σ１２，τ１１＝τ１２」かつ「σ２１＝σ２２，τ２１＜τ２２」． 

(オ)「σ１１＝σ１２，τ１１＝τ１２」かつ「σ２１＝σ２２，τ２１＝τ２２」． 

(カ)「σ１１＝σ１２，τ１１＝τ１２」かつ「σ２１＜σ２２，τ２１＝τ２２」． 

(キ)「σ１１＜σ１２，τ１１＝τ１２」かつ「σ２１＝σ２２，τ２１＜τ２２」． 

(ク)「σ１１＜σ１２，τ１１＝τ１２」かつ「σ２１＝σ２２，τ２１＝τ２２」． 

(ケ)「σ１１＜σ１２，τ１１＝τ１２」かつ「σ２１＜σ２２，τ２１＝τ２２」． 

 

(ア)の場合は， 

定理3-3より，τ１１，τ２１が，σ１１＝μ＝σ２１の原始加法に関する吸収範囲に属する数

であるので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(イ)の場合は， 

定理3-3より，τ１１，τ１２が，σ１１＝μ＝σ２１の原始加法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

τ１１≦ν＝τ２１＜τ１２ または τ１１＜ν＝τ２１＝τ１２ 

であるので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(ウ)の場合は， 

考えられるのは定理3-4の(＊４)の場合だけである． 

① μ＝ν＝∞αとすれば，定理3-3より， 

σ１１＝σ１２＝∞α かつ τ１１，τ１２∈(Θα]， 

σ２１，σ２２∈(Θα] かつ τ２１＝τ２２＝∞α 

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

② μ＝ν＝－∞αとすれば，定理3-3より， 

σ１１＝σ１２＝－∞α かつ τ１１，τ１２∈[Θα)，  

σ２１，σ２２∈[Θα) かつ τ２１＝τ２２＝－∞α 

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

③ μ＝(ｘσ，１／∞α)，ν＝(ｘτ，１／∞α)とすれば，定理3-3より， 

σ１１＝σ１２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ１１，τ１２∈(ｘτ，(Πα])， 

σ２１，σ２２∈(ｘσ，(Πα]) かつ τ２１＝τ２２＝(ｘτ，１／∞α) 

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 
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④ μ＝(ｘσ，－１／∞α)，ν＝(ｘτ，－１／∞α)とすれば，定理3-3より， 

σ１１＝σ１２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ１１，τ１２∈(ｘτ，[Πα))， 

σ２１，σ２２∈(ｘσ，[Πα)) かつ τ２１＝τ２２＝(ｘτ，－１／∞α) 

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(エ)の場合は， 

定理3-3より，τ２１，τ２２が，σ１１＝μ＝σ２１の原始加法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

τ２１≦ν＝τ１１＜τ２２ または τ２１＜ν＝τ１１＝τ２２ 

であるので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(オ)の場合は， 

σ１１＝μ＝σ１２，τ１１＝ν＝τ１２，σ２１＝μ＝σ２２，τ２１＝ν＝τ２２ 

であるので，σ１１＝σ２１，τ１１＝τ２１となり，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(カ)の場合は， 

定理3-3より，σ２１，σ２２が，τ１１＝ν＝τ２１の原始加法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

σ２１≦μ＝σ１１＜σ２２ または σ２１＜μ＝σ１１＝σ２２ 

であるので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(キ)の場合は， 

考えられるのは定理3-4の(＊４)の場合だけである． 

① μ＝ν＝∞αとすれば，定理3-3より， 

σ１１，σ１２∈(Θα] かつ τ１１＝τ１２＝∞α， 

σ２１＝σ２２＝∞α かつ τ２１，τ２２∈(Θα]  

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

② μ＝ν＝－∞αとすれば，定理3-3より， 

σ１１，σ１２∈[Θα) かつ τ１１＝τ１２＝－∞α， 

σ２１＝σ２２＝－∞α かつ τ２１，τ２２∈[Θα)   

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

③ μ＝(ｘσ，１／∞α)，ν＝(ｘτ，１／∞α)とすれば，定理3-3より， 

σ１１，σ１２∈(ｘσ，(Πα]) かつ τ１１＝τ１２＝(ｘτ，１／∞α)， 

σ２１＝σ２２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ２１，τ２２∈(ｘτ，(Πα]) 

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

④ μ＝(ｘσ，－１／∞α)，ν＝(ｘτ，－１／∞α)とすれば，定理3-3より， 

σ１１，σ１２∈(ｘσ，[Πα)) かつ τ１１＝τ１２＝(ｘτ，－１／∞α)， 

σ２１＝σ２２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ２１，τ２２∈(ｘτ，[Πα)) 

でなくてはならないので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 

(ク)の場合は， 

定理3-3より，σ１１，σ１２が，τ１１＝ν＝τ２１の原始加法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

σ１１≦μ＝σ２１＜σ１２ または σ１１＜μ＝σ２１＝σ１２ 

であるので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る． 
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(ケ)の場合は， 

定理3-3より，σ１１，σ２１が，τ１１＝ν＝τ２１の原始加法に関する吸収範囲に属する数

であるので，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１を得る■ 

 

補足：μ，νを拡大有理数として， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ 

となるならば， 

σ１○＋ τ１＝σ１○＋ τ２＝σ２○＋ τ１＝σ２○＋ τ２  (＊) 

である． 

実際，定理3-2より，σ１＝σ２，τ１＝τ２の少なくとも片方は成り立つ．どちらでも同じ

ことであるのでσ１＝σ２とする． 

ここで，τ１＝τ２ならば明らかに(＊)が成り立ち，τ１＜τ２ならば定理3-3より(＊)が成

り立つ． 

 

補足：拡大有理数の加法は，拡大有理数の原始加法の拡張である． 

実際，μ≦μ≦μ，ν≦ν≦νで，μ○＋ νが存在する場合を考えると，μ○＋ νは， 

確定数， (ｘ，Πα)， Θα 

のいずれかである (ｘは有限有理数) が，μ○＋ ν≠Θαならば， 

μ＋ν＝{χ：min(μ○＋ ν)≦χ≦max(μ○＋ ν)，χは拡大有理数}＝μ○＋ ν 

である．そして，μ○＋ ν＝Θαならば， 

μ＋ν＝{χ：min(μ○＋ ν)≦χ≦max(μ○＋ ν)，χは拡大有理数}＝Θα 

であるが，これは数の拡張にともなう変化であるので，拡大有理数の原始加法は，拡大有理

数の加法の特殊な場合と考えることができる． 

 

11 定義3-5（拡大有理数の原始乗法） 

 次の２種類の乗法を拡大有理数の原始乗法といい，演算記号は○× を用いる． 

(ⅰ)「正の有理数」と「正の有理数」の乗法．(定義2-5を用いる) 

(ⅱ) (ｘ１，ｙ１)，(ｘ２，ｙ２)を正の有限拡大有理数とすれば， 

(ｘ１，ｙ１)○× (ｘ２，ｙ２)＝(ｘ１ｘ２，ｙ１＋ｙ２) 

とする．(定義2-5，定義2-9を用いる) 

 

例：∞０○× (１／∞１)＝１／∞１． 

例：∞α○× (１／∞α)＝∑α． 

例：(１／２，１／∞０)○× (１／３，－１／∞１)＝(１／６，１／∞０)．  

 例：∞α○× (１，１／∞β)は定義されていない． 
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補足：定義3-5は，ｘ，ｙを正の有限有理数とすれば，ｘとｙの原始乗法を(ⅰ)で定義し

て，有限拡大有理数(ｘ，０)と(ｙ，０)の原始乗法を(ⅱ)で定義している． 

ここで，(ｘ，０)，(ｙ，０)は，それぞれ，ｘ，ｙと同一視する約束であるので，同じ数

を，(ⅰ)と(ⅱ)の両方で定義していることになる． 

しかし，「ｘ○× ｙ＝ｘｙ」と「(ｘ，０)○× (ｙ，０)＝(ｘｙ，０)」を同一視しても矛盾は

生じない． 

 

 補足：定義3-5の(ⅱ)は，ｘ１，ｘ２を正の有限有理数とすれば， 

(ｘ１，ｙ１)○× (ｘ２，ｙ２)＝(ｘ１ｘ２，ｙ１＋ｙ２) ・・・(＊) 

であると定義している．従来の乗法の基本からすれば， 

(ｘ１，ｙ１)○× (ｘ２，ｙ２)＝(ｘ１ｘ２，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２) 

とするべきであるが，あえて(＊)と定義するのは， 

ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝ｙ１＋ｙ２ 

が成り立つからである．実際に確かめると， 

 

(ⅰ)「ｙ１＝１／∞α，ｙ２＝１／∞β」の場合は， 

α＜βならば，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝１／∞β＋１／∞α＋１／∞β 

                    ＝１／∞α 

                    ＝ｙ１＋ｙ２． 

 α＝βならば，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝１／∞β＋１／∞α＋１／∞β 

＝１／∞α 

                   ＝ｙ１＋ｙ２． 

α＞βならば，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝１／∞β＋１／∞α＋１／∞α 

＝１／∞β 

                   ＝ｙ１＋ｙ２． 

(ⅱ)「ｙ１＝１／∞α，ｙ２＝－１／∞β」の場合は， 

α＜βならば，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝－１／∞β＋１／∞α－１／∞β 

                    ＝１／∞α 

                    ＝ｙ１＋ｙ２． 

 α＝βならば，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝－１／∞β＋１／∞α－１／∞β 

＝Πα 

                   ＝ｙ１＋ｙ２． 

α＞βならば，ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝－１／∞β＋１／∞α－１／∞α 

＝－１／∞β 

                   ＝ｙ１＋ｙ２． 

(ⅲ)「ｙ１＝１／∞α，ｙ２＝０」の場合は， 

ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｙ１ｙ２＝１／∞α＝ｙ１＋ｙ２． 

である．他の場合も容易に確かめることができる． 
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12 定義3-6（拡大有理数の乗法）  

 μ，νを正の拡大有理数とするとき， 

０＜σ１≦μ≦σ２，０＜τ１≦ν≦τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２ 

となる正の拡大有理数σ１，σ２，τ１，τ２が存在するならば， 

{χ：min(σ１○× τ１)≦χ≦max(σ１○× τ１)，χは拡大有理数} 

を，μとνの積といい， 

μν＝{χ：min(σ１○× τ１)≦χ≦max(σ１○× τ１)，χは拡大有理数} 

とする．また， 

μ(－ν)＝(－μ)ν＝－(μν)， 

(－μ)(－ν)＝μν， 

        任意の拡大有理数をξとすれば，ξ０＝０ξ＝０ 

とする． 

 

例：μ＝∞α，ν＝１／∞αにおいて， 

σ１＝σ２＝∞α，τ１＝τ２＝１／∞α 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２＝∑α 

であり， 

min(σ１○× τ１)＝１／∞α， max(σ１○× τ１)＝∞α 

であるので， 

∞α(１／∞α) ＝{χ：１／∞α≦χ≦∞α，χは拡大有理数} 

である． 

以後，領域{χ：１／∞α≦χ≦∞α，χは拡大有理数}を∑αで表し， 

∞α(１／∞α)＝∑α 

と記す． 

 

例：μ＝∞α，ν＝(１，１／∞β)において， 

σ１＝σ２＝∞α， τ１＝１， τ２＝２ 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２＝∞α 

であり， 

min(σ１○× τ１)＝∞α， max(σ１○× τ１)＝∞α 

であるので， 

∞α(１，１／∞β)＝∞α． 

 

例：μ＝∞α，ν＝(－１，－１／∞β)とすれば， 

μν＝∞α{－(１，１／∞β)}＝－{∞α(１，１／∞β)}＝－∞α． 

 

例：μ＝０，ν＝(１，１／∞β)とすれば， 

μν＝０． 
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13 定理3-6（拡大有理数の乗法の一意性を証明するための予備定理１） 

 「０＜σ１＜σ２，０＜τ１＜τ２ ならば σ１○× τ１＝σ２○× τ２」となることはない． 

証明 σ１○× τ１，σ２○× τ２が同時に定義されているのは，次のいずれかの場合である． 

     σ１，σ２，τ１，τ２がすべて正の有理数．         (＊１) 

σ１，τ１が正の有理数で，σ２，τ２が正の有限拡大有理数． (＊２) 

σ１，τ１が正の有限拡大有理数で，σ２，τ２が正の有理数． (＊３) 

σ１，σ２，τ１，τ２がすべて正の有限拡大有理数．     (＊４) 

(＊１)の場合は， 

σ１，σ２，τ１，τ２を，それぞれ，無限小有理数，有限有理数，無限大有理数の場合に分

けて考えれば，容易にσ１○× τ１＜σ２○× τ２を得る． 

(＊２)の場合は， 

σ２，τ２が両方とも有理数ならば，(＊１)と同じである．また，少なくとも片方が有理数

でない有限拡大有理数ならば，σ２○× τ２は， 

「(ｘ ｙ)，ｘは有限有理数，ｙ≠０」または「(ｘ，Πα)，ｘは有限有理数」 

のいずれかの形の数であるが，σ１○× τ１は，「有理数または∑α」である． 

(＊３)の場合は， 

σ１，τ１が両方とも有理数ならば，(＊１)と同じである．また，少なくとも片方が有理数

でない有限拡大有理数ならば，σ１○× τ１は， 

「(ｘ ｙ)，ｘは有限有理数，ｙ≠０」または「(ｘ，Πα)，ｘは有限有理数」 

のいずれかの形の数であるが，σ２○× τ２は，「有理数または∑α」である． 

(＊４)の場合は， 

σ１＝(ｘ１１，ｙ１１)， σ２＝(ｘ１２，ｙ１２)， 

τ１＝(ｘ２１，ｙ２１)， τ２＝(ｘ２２，ｙ２２) 

とおけば，ｘ１１，ｘ１２，ｘ２１，ｘ２２は正の有限有理数であり，σ１＜σ２，τ１＜τ２であ

るので，次のいずれかである． 

(ア) ０＜ｘ１１＜ｘ１２，０＜ｘ２１＜ｘ２２． 

(イ) ０＜ｘ１１＜ｘ１２，０＜ｘ２１＝ｘ２２，ｙ２１＜ｙ２２． 

(ウ) ０＜ｘ１１＝ｘ１２，０＜ｘ２１＜ｘ２２，ｙ１１＜ｙ１２． 

(エ) ０＜ｘ１１＝ｘ１２，０＜ｘ２１＝ｘ２２，ｙ１１＜ｙ１２，ｙ２１＜ｙ２２． 

 

ここで，(ア)，(イ)，(ウ)の場合は，ｘ１１ｘ２１＜ｘ１２ｘ２２となる． 

(エ)の場合は，ｘ１１ｘ２１＝ｘ１２ｘ２２であるが，定理2-25より， 

ｙ１１＜ｙ１２，ｙ２１＜ｙ２２ ならば ｙ１１＋ｙ２１＜ｙ１２＋ｙ２２． 

したがって，(ア)～(エ)のいずれの場合も σ１○× τ１＜σ２○× τ２となる． 

以上により，(＊１)～(＊４)のいずれの場合もσ１○× τ１＝σ２○× τ２とはならない■ 
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14 定理3-7（拡大有理数の乗法の一意性を証明するための予備定理２） 

 ０＜σ１＝σ２，０＜τ１＜τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２ならば，次のいずれかが成り立つ． 

(ⅰ) σ１＝σ２＝∞α かつ τ１，τ２∈(∑α]． 

(ⅱ) σ１＝σ２＝１／∞α かつ τ１，τ２∈[∑α)． 

(ⅲ) σ１＝σ２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ｘτ，(Πα])． 

(ⅳ) σ１＝σ２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ｘτ，[Πα))． 

 ただし，    ｘσ，ｘτは正の有限有理数． 

(∑α]＝∑α－{１／∞α}， [∑α)＝∑α－{∞α} 

とする．そして， 

(∑α]， [∑α)， (ｘτ，(Πα])， (ｘτ，[Πα)) 

を，それぞれ， 

∞α， １／∞α， (ｘσ，１／∞α)， (ｘσ，－１／∞α) 

の原始乗法に関する吸収範囲という．  

証明 (ⅰ) σ１＝σ２＝∞αの場合： 

(ア) τ１，τ２∈(∑α]ならば，σ１○× τ１＝∞α＝σ２○× τ２． 

(イ) τ１∈(∑α]，τ２∈ /(∑α]ならば，０＜τ１＜τ２より，∞α＜τ２であるので， 

σ１○× τ１＝∞α＜τ２＝σ２○× τ２． 

(ウ) τ１∈ /(∑α]，τ２∈(∑α]ならば，０＜τ１＜τ２より，０＜τ１≦１／∞αであるので， 

σ１○× τ１＝「∑αまたはτ１」≠∞α＝σ２○× τ２． 

(エ) τ１，τ２∈ /(∑α]ならば， 

０＜τ１＜τ２≦１／∞α， 

∞α＜τ１＜τ２， 

０＜τ１≦１／∞α かつ ∞α＜τ２ 

の３通りのいずれかであるが，いずれにおいてもσ１○× τ１≠σ２○× τ２である． 

(ⅱ) σ１＝σ２＝１／∞αの場合： 

(ア) τ１，τ２∈[∑α)ならば，σ１○× τ１＝１／∞α＝σ２○× τ２． 

(イ) τ１∈[∑α)，τ２∈ /[∑α)ならば，０＜τ１＜τ２より，∞α≦τ２であるので， 

σ１○× τ１＝１／∞α≠「∑αまたはτ２」＝σ２○× τ２． 

(ウ) τ１∈ /[∑α)，τ２∈[∑α)ならば，０＜τ１＜τ２より，０＜τ１＜１／∞αであるの 

で， 

σ１○× τ１＝τ１＜１／∞α＝σ２○× τ２． 

(エ) τ１，τ２∈ /[∑α)ならば， 

０＜τ１＜τ２＜１／∞α， 

∞α≦τ１＜τ２， 

０＜τ１＜１／∞α かつ ∞α≦τ２ 

の３通りのいずれかであるが，いずれにおいてもσ１○× τ１≠σ２○× τ２である． 

 

 

 

 



63 
 

(ⅲ) σ１＝σ２＝(ｘσ，１／∞α)の場合： 

 σ１○× τ１，σ２○× τ２が定義されているのは，τ１，τ２が正の有限拡大有理数のときだけ

であるので， 

τ１＝(ｘτ１，ｙτ１)，τ２＝(ｘτ２，ｙτ２) 

とおけば，ｘτ１，ｘτ２は正の有限有理数である． 

また，０＜τ１＜τ２であるので， 

ｘτ１＜ｘτ２ または「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」 

であるが， 

ｘτ１＜ｘτ２ならば，ｘσｘτ１＜ｘσｘτ２であるので，σ１○× τ１＜σ２○× τ２である． 

「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」ならば， 

σ１○× τ１＝(ｘσｘτ１，(１／∞α)＋ｙτ１)， 

σ２○× τ２＝(ｘσｘτ２，(１／∞α)＋ｙτ２) 

において，ｘσｘτ１＝ｘσｘτ２であるので，σ１○× τ１＝σ２○× τ２となるのは， 

(１／∞α)＋ｙτ１＝(１／∞α)＋ｙτ２ 

のときだけであるが，ｙτ１＜ｙτ２より，ｙτ１，ｙτ２∈(Πα]でなくてはならない． 

(ⅳ) σ１＝σ２＝(ｘσ，－１／∞α)の場合： 

 σ１○× τ１，σ２○× τ２が定義されているのは，τ１，τ２が正の有限拡大有理数のときだけ

であるので， 

τ１＝(ｘτ１，ｙτ１)，τ２＝(ｘτ２，ｙτ２) 

とおけば，ｘτ１，ｘτ２は正の有限有理数である． 

また，０＜τ１＜τ２であるので， 

ｘτ１＜ｘτ２ または「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」 

であるが， 

ｘτ１＜ｘτ２ならば，ｘσｘτ１＜ｘσｘτ２であるので，σ１○× τ１＜σ２○× τ２である． 

「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」ならば， 

σ１○× τ１＝(ｘσｘτ１，(－１／∞α)＋ｙτ１)， 

σ２○× τ２＝(ｘσｘτ２，(－１／∞α)＋ｙτ２) 

において，ｘσｘτ１＝ｘσｘτ２であるので，σ１○× τ１＝σ２○× τ２となるのは， 

(－１／∞α)＋ｙτ１＝(－１／∞α)＋ｙτ２ 

のときだけであるが，ｙτ１＜ｙτ２より，ｙτ１，ｙτ２∈[Πα)でなくてはならない． 

(ⅴ) σ１＝σ２＝ｘσの場合： 

σ１○× τ１，σ２○× τ２が定義されているのは，次のいずれかである． 

(ア) τ１，τ２が正の無限大有理数． 

(イ) τ１が正の無限大有理数で，τ２が正の有限拡大有理数． 

(ウ) τ１が正の無限大有理数で，τ２が正の無限小有理数． 

(エ) τ１が正の有限拡大有理数で，τ２が正の無限大有理数． 

(オ) τ１，τ２が正の有限拡大有理数． 

(カ) τ１が正の有限拡大有理数で，τ２が正の無限小有理数． 

(キ) τ１が正の無限小有理数で，τ２が正の無限大有理数． 

(ク) τ１が正の無限小有理数で，τ２が正の有限拡大有理数． 



64 
 

(ケ) τ１，τ２が正の無限小有理数． 

 

(ア)ならば， 

 τ１，τ２が正の無限大有理数であり，条件よりτ１＜τ２であるので， 

τ１＝∞α，τ２＝∞β，α＜βとすれば，σ１○× τ１＝∞α＜∞β＝σ２○× τ２となる． 

(イ)ならば， 

条件τ１＜τ２に反する． 

(ウ)ならば， 

条件τ１＜τ２に反する． 

(エ)ならば， 

 τ２が正の無限大有理数より，τ２＝∞αとすれば，σ１○× τ１＜∞０≦∞α＝σ２○× τ２ 

となる． 

(オ)ならば， 

τ１＝(ｘτ１，ｙτ１)， τ２＝(ｘτ２，ｙτ２) 

とおけば，ｘτ１，ｘτ２は正の有限有理数である． 

また，条件τ１＜τ２より， 

ｘτ１＜ｘτ２ または「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」 

であるが， 

ｘτ１＜ｘτ２ならば，ｘσｘτ１＜ｘσｘτ２であるので，σ１○× τ１＜σ２○× τ２である． 

「ｘτ１＝ｘτ２，ｙτ１＜ｙτ２」ならば， 

σ１○× τ１＝(ｘσｘτ１，ｙτ１)， 

σ２○× τ２＝(ｘσｘτ２，ｙτ２) 

において，ｘσｘτ１＝ｘσｘτ２であるので，σ１○＋ τ１＜σ２○＋ τ２となる． 

(カ)ならば， 

条件τ１＜τ２に反する． 

(キ)ならば， 

τ１が正の無限小有理数で，τ２が正の無限大有理数より，τ１＝１／∞α，τ２＝∞β 

とすれば，σ１○× τ１＝１／∞α＜∞β＝σ２○× τ２となる． 

(ク) τ１が正の無限小有理数より，τ１＝１／∞αとすれば， 

σ１○× τ１＝１／∞α≦１／∞０＜σ２○× τ２ 

となる． 

(ケ)ならば， 

 τ１，τ２が正の無限小有理数であり，条件よりτ１＜τ２であるので， 

τ１＝１／∞α，τ２＝１／∞β，α＞βとすれば， 

σ１○× τ１＝１／∞α＜１／∞β＝σ２○× τ２ 

となる■ 
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15 定理3-8（拡大有理数の乗法の一意性を証明するための予備定理３） 

μ，νを正の拡大有理数として，次の(＊１)～(＊３)が成り立つとする． 

  ０＜σ１１≦μ≦σ１２，０＜τ１１≦ν≦τ１２，σ１１○× τ１１＝σ１２○× τ１２．(＊１) 

   ０＜σ２１≦μ≦σ２２，０＜τ２１≦ν≦τ２２，σ２１○× τ２１＝σ２２○× τ２２．(＊２) 

０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＜τ１２．(＊３) 

このとき， 

(ア) μ＝ν＝∞α， 

(イ) μ＝ν＝１／∞α， 

(ウ) μ＝(ｘσ，１／∞α) かつ ν＝(ｘτ，１／∞α)， 

(エ) μ＝(ｘσ，－１／∞α) かつ ν＝(ｘτ，－１／∞α) 

の４通りの場合 (この４通りの場合を(＊４)で表す) 以外の場合で， 

０＜σ２１＜σ２２，０＜τ２１＝τ２２  (＊５) 

となることはない．ただし，ｘσ，ｘτは正の有限有理数とする． 

 証明 背理法を用いる．(＊４)の場合以外に，(＊１)，(＊２)，(＊３)，(＊５)が同時に

成り立つと仮定する．このとき，(＊５)と定理3-7より，次のいずれかが成り立たなくては

ならない． 

(ⅰ) τ２１＝τ２２＝∞α かつ σ１１，σ１２∈(∑α]． 

(ⅱ) τ２１＝τ２２＝１／∞α かつ σ１１，σ１２∈[∑α)．  

(ⅲ) τ２１＝τ２２＝(ｘτ，１／∞α) かつ σ１１，σ１２∈(ｘσ，(Πα])． 

(ⅳ) τ２１＝τ２２＝(ｘτ，－１／∞α) かつ σ１１，σ１２∈(ｘσ，[Πα))． 

しかし，いずれの場合も矛盾を生じる．実際， 

(ⅰ)の場合は，τ２１＝τ２２＝∞αより，ν＝∞αである． 

また，σ１１，σ１２∈(∑α]より， 

１／∞α＜μ≦∞α 

であるが，μ＝∞αとすれば(ア)の場合になるので， 

１／∞α＜μ＜∞α 

とする．このとき，(＊３)より， 

１／∞α＜σ１１＝μ＝σ１２＜∞α 

であるので，定理3-7より， 

１／∞α＜τ１１，τ１２＜∞α 

となるが，これは， 

１／∞α＜ν＜∞α 

を意味するので，ν＝∞αであることに矛盾する． 

(ⅱ)の場合は，τ２１＝τ２２＝１／∞αより，ν＝１／∞αである． 

また，σ１１，σ１２∈[∑α)より， 

１／∞α≦μ＜∞α 

であるが，μ＝１／∞αとすれば(イ)の場合になるので， 

１／∞α＜μ＜∞α 

とする．このとき，(＊３)より， 

１／∞α＜σ１１＝μ＝σ１２＜∞α 



66 
 

であるので，定理3-7より， 

１／∞α＜τ１１，τ１２＜∞α 

となるが，これは， 

１／∞α＜ν＜∞α 

を意味するので，ν＝１／∞αであることに矛盾する． 

(ⅲ)の場合は，τ２１＝τ２２＝(ｘτ，１／∞α)より，ν＝(ｘτ，１／∞α)である． 

また，σ２１，σ２２∈(ｘσ，(Πα])より， 

(ｘσ，－１／∞α)＜μ≦(ｘσ，１／∞α) 

であるが，μ＝(ｘσ，１／∞α)とすれば(ウ)の場合になるので， 

(ｘσ，－１／∞α)＜μ＜(ｘσ，１／∞α) 

とする．このとき，(＊３)より， 

(ｘσ，－１／∞α)＜σ１１＝μ＝σ１２＜(ｘσ，１／∞α) 

であるので，定理3-7より， 

(ｘτ，－１／∞α)＜τ１１，τ１２＜(ｘτ，１／∞α)  

となるが，これは， 

(ｘτ，－１／∞α)＜ν＜(ｘτ，１／∞α) 

を意味するので，ν＝(ｘτ，１／∞α)であることに矛盾する． 

(ⅳ)の場合は，τ２１＝τ２２＝(ｘτ，－１／∞α)より，ν＝(ｘτ，－１／∞α)である． 

また，σ２１，σ２２∈(ｘσ，[Πα))より， 

(ｘσ，－１／∞α)≦μ＜(ｘσ，１／∞α) 

であるが，μ＝(ｘσ，－１／∞α)とすれば(エ)の場合になるので， 

(ｘσ，－１／∞α)＜μ＜(ｘσ，１／∞α) 

とする．このとき，(＊３)より， 

(ｘσ，－１／∞α)＜σ１１＝μ＝σ１２＜(ｘσ，１／∞α) 

であるので，定理3-7より， 

(ｘτ，－１／∞α)＜τ１１，τ１２＜(ｘτ，１／∞α)  

となるが，これは， 

(ｘτ，－１／∞α)＜ν＜(ｘτ，１／∞α) 

を意味するので，ν＝(ｘτ，－１／∞α)であることに矛盾する■ 

 

16 定理3-9（拡大有理数の乗法の一意性） 

μ，νを正の拡大有理数として，次の(＊１)，(＊２)が成り立つとする． 

０＜σ１１≦μ≦σ１２，０＜τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○× τ１１＝σ１２○× τ１２．(＊１)   

０＜σ２１≦μ≦σ２２，０＜τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○× τ２１＝σ２２○× τ２２．(＊２) 

 このとき，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１が成り立つ． 

証明 定理3-6より，σ１１，σ１２，τ１１，τ１２は，次のいずれかである． 

(ⅰ) ０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＜τ１２． 

(ⅱ) ０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＝τ１２． 

(ⅲ) ０＜σ１１＜σ１２，０＜τ１１＝τ１２． 

σ２１，σ２２，τ２１，τ２２についても同様に，次のいずれかである． 
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(ⅳ) ０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＜τ２２． 

(ⅴ) ０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＝τ２２． 

(ⅵ) ０＜σ２１＜σ２２，０＜τ２１＝τ２２． 

 したがって，考えられる組み合わせは次の９通りである． 

 

 (ア)「０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＜τ１２」かつ「０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＜τ２２」． 

(イ)「０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＜τ１２」かつ「０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＝τ２２」． 

(ウ)「０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＜τ１２」かつ「０＜σ２１＜σ２２，０＜τ２１＝τ２２」． 

(エ)「０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＝τ１２」かつ「０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＜τ２２」． 

(オ)「０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＝τ１２」かつ「０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＝τ２２」． 

(カ)「０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＝τ１２」かつ「０＜σ２１＜σ２２，０＜τ２１＝τ２２」． 

(キ)「０＜σ１１＜σ１２，０＜τ１１＝τ１２」かつ「０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＜τ２２」． 

(ク)「０＜σ１１＜σ１２，０＜τ１１＝τ１２」かつ「０＜σ２１＝σ２２，０＜τ２１＝τ２２」． 

(ケ)「０＜σ１１＜σ１２，０＜τ１１＝τ１２」かつ「０＜σ２１＜σ２２，０＜τ２１＝τ２２」． 

 

(ア)の場合は， 

定理3-7より，τ１１，τ２１が，σ１１＝μ＝σ２１の原始乗法に関する吸収範囲に属する数

であるので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(イ)の場合は， 

定理3-7より，τ１１，τ１２が，σ１１＝μ＝σ２１の原始乗法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

τ１１≦ν＝τ２１＜τ１２ または τ１１＜ν＝τ２１＝τ１２ 

であるので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(ウ)の場合は， 

考えられるのは定理3-8の(＊４)の場合だけである． 

① μ＝ν＝∞αとすれば，定理3-7より， 

σ１１＝σ１２＝∞α かつ τ１１，τ１２∈(∑α] ， 

σ２１，σ２２∈(∑α] かつ τ２１＝τ２２＝∞α 

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

② μ＝ν＝１／∞αとすれば，定理3-7より， 

σ１１＝σ１２＝１／∞α かつ τ１１，τ１２∈[∑α)，  

σ２１，σ２２∈[∑α) かつ τ２１＝τ２２＝１／∞α 

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

③ μ＝(ｘσ，１／∞α)，ν＝(ｘτ，１／∞α)とすれば，定理3-7より， 

σ１１＝σ１２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ１１，τ１２∈(ｘτ，(Πα])， 

σ２１，σ２２∈(ｘσ，(Πα]) かつ τ２１＝τ２２＝(ｘτ，１／∞α) 

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

④ μ＝(ｘσ，－１／∞α)，ν＝(ｘτ，－１／∞α)とすれば，定理3-7より， 

σ１１＝σ１２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ１１，τ１２∈(ｘτ，[Πα))， 

σ２１，σ２２∈(ｘσ，[Πα)) かつ τ２１＝τ２２＝(ｘτ，－１／∞α) 
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でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(エ)の場合は， 

定理3-7より，τ２１，τ２２が，σ１１＝μ＝σ２１の原始乗法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

τ２１≦ν＝τ１１＜τ２２ または τ２１＜ν＝τ１１＝τ２２ 

であるので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(オ)の場合は， 

σ１１＝μ＝σ１２，τ１１＝ν＝τ１２，σ２１＝μ＝σ２２，τ２１＝ν＝τ２２ 

であるので，σ１１＝σ２１，τ１１＝τ２１となり，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(カ)の場合は， 

定理3-7より，σ２１，σ２２が，τ１１＝ν＝τ２１の原始乗法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

σ２１≦μ＝σ１１＜σ２２ または σ２１＜μ＝σ１１＝σ２２ 

であるので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(キ)の場合は， 

考えられるのは定理3-8の(＊４)の場合だけである． 

① μ＝ν＝∞αとすれば，定理3-7より， 

σ１１，σ１２∈(∑α] かつ τ１１＝τ１２＝∞α， 

σ２１＝σ２２＝∞α かつ τ２１，τ２２∈(∑α]  

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

② μ＝ν＝１／∞αとすれば，定理3-7より， 

σ１１，σ１２∈[∑α) かつ τ１１＝τ１２＝１／∞α， 

σ２１＝σ２２＝１／∞α かつ τ２１，τ２２∈[∑α)   

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

③ μ＝(ｘσ，１／∞α)，ν＝(ｘτ，１／∞α)とすれば，定理3-7より， 

σ１１，σ１２∈(ｘσ，(Πα]) かつ τ１１＝τ１２＝(ｘτ，１／∞α)， 

σ２１＝σ２２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ２１，τ２２∈(ｘτ，(Πα]) 

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

④ μ＝(ｘσ，－１／∞α)，ν＝(ｘτ，－１／∞α)とすれば，定理3-7より， 

σ１１，σ１２∈(ｘσ，[Πα)) かつ τ１１＝τ１２＝(ｘτ，－１／∞α)， 

σ２１＝σ２２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ２１，τ２２∈(ｘτ，[Πα)) 

でなくてはならないので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る．  

(ク)の場合は， 

定理3-7より，σ１１，σ１２が，τ１１＝ν＝τ２１の原始乗法に関する吸収範囲に属する数

であり， 

σ１１≦μ＝σ２１＜σ１２ または σ１１＜μ＝σ２１＝σ１２ 

であるので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る． 

(ケ)の場合は， 

定理3-7より，σ１１，σ２１が，τ１１＝ν＝τ２１の原始乗法に関する吸収範囲に属する数

であるので，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１を得る■ 
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補足：μ，νを正の拡大有理数として， 

０＜σ１≦μ≦σ２，０＜τ１≦ν≦τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２ 

となるならば， 

σ１○× τ１＝σ１○× τ２＝σ２○× τ１＝σ２○× τ２  (＊) 

である． 

実際，定理3-6より，σ１＝σ２，τ１＝τ２の少なくとも片方は成り立つ．どちらでも同じ

ことであるのでσ１＝σ２とする．ここで，τ１＝τ２ならば明らかに(＊)が成り立ち，      

τ１＜τ２ならば定理3-7より(＊)が成り立つ． 

 

補足：拡大有理数の乗法は，拡大有理数の原始乗法の拡張である． 

実際，０＜μ≦μ≦μ，０＜ν≦ν≦νで，μ○× νが存在する場合を考えると，μ○× νは， 

確定数， (ｘ，Πα)， ∑α 

のいずれかである (ｘは正の有限有理数) が，μ○× ν≠∑αならば， 

μν＝{χ：min(μ○× ν)≦χ≦max(μ○× ν) ，χは拡大有理数}＝μ○× ν 

である．そして，μ○× ν＝∑αならば， 

μν＝{χ：min(μ○× ν)≦χ≦max(μ○× ν) ，χは拡大有理数}＝∑α 

であるが，これは数の拡張にともなう変化であるので，拡大有理数の原始乗法は，拡大有理

数の乗法の特殊な場合と考えることができる． 

 

17 第２章の宿題への解答 

第２章の「23 有理数の欠陥」において述べたように，有理数の範囲においては，有限有

理数と無限小有理数の和に相等する数が見当たらないために，有理数の加法を一般的に定義

することができなかった．しかし，拡大有理数(ｘ，ｙ)は，その加法の定義より， 

(ｘ，ｙ)＝(ｘ，０)＋(０，ｙ)＝ｘ＋ｙ    

とすることができる．ここで，ｘが有限有理数で，ｙが無限小有理数の場合を考えれば，こ

の拡大有理数こそ，求める和であることを示している． 

 

 補足：ｘが有限有理数ならば， 

(ｘ，Πα)，{(ｘ，ｙ)：ｙ∈Πα}，{ｘ＋ｙ：ｙ∈Πα}，ｘ＋Πα 

は，すべて同じ不定数を表している．すなわち， 

(ｘ，Πα)＝{(ｘ，ｙ)：ｙ∈Πα}＝{ｘ＋ｙ：ｙ∈Πα}＝ｘ＋Πα 

である． 
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第４章 拡大実数 

 

１ 有理核 

 初めに，若干の用語と記号を定める． 

(ⅰ) ｘを有限有理数とするとき，不定数ｘ＋Π０をζ(ｘ)で表し，有限有理核という．す

べての正の無限大拡大有理数からなる不定数をζ(∞０)で表し，すべての負の無限大拡大有

理数からなる不定数をζ(－∞０)で表すとき，ζ(∞０)とζ(－∞０)を無限大有理核という． 

また，有限有理核と無限大有理核を合わせて，単に有理核という． 

(ⅱ) 有限有理核ζ(ｘ)に属する有限有理数ｘ，ζ(∞０)に属する∞０，ζ(－∞０)に属する

－∞０を，それぞれの有理核の基という． 

(ⅲ) 有限有理核すべての集合をＱで表し，有理核すべての集合を[Ｑ]で表す． 

(ⅳ) Ｑに属する有理核の基すべての集合をＱで表し，[Ｑ]に属する有理核の基すべての集

合を[Ｑ]で表す．[Ｑ]＝Ｑ∪{∞０，－∞０}． 

(ⅴ) 基が正の有理核を正の有理核，基が負の有理核を負の有理核，基が零の有理核を零の

有理核(または単に零)という． 

 

２ 定理4-1（有理核の基本性質） 

有理核の基に，その有理核が対応する写像 ζ：[Ｑ] → [Ｑ] は，一部例外を除けば，大

小関係，加法，乗法についての同型写像である．すなわち，ｘ１，ｘ２∈[Ｑ]とすれば，次の

式が成り立つ． 

(ⅰ) 大小関係 

ｘ１＜ｘ２ ⇔ ζ(ｘ１)＜ζ(ｘ２)． 

ｘ１＝ｘ２ ⇔ ζ(ｘ１)＝ζ(ｘ２)． 

ｘ１＞ｘ２ ⇔ ζ(ｘ１)＞ζ(ｘ２)． 

(ⅱ) 加法 

ζ(ｘ１)＋ζ(ｘ２)＝ζ(ｘ１＋ｘ２)． 

ただし， 

ζ(∞０)＋ζ(－∞０)， ζ(－∞０)＋ζ(∞０) 

の場合は除く． 

(ⅲ) 乗法 

ζ(ｘ１)ζ(ｘ２)＝ζ(ｘ１ｘ２)． 

ただし， 

ζ(０)ζ(∞０)， ζ(∞０)ζ(０)， ζ(０)ζ(－∞０)， ζ(－∞０)ζ(０) 

の場合は除く． 

証明 有理核は拡大有理数の不定数であるので，その大小関係，加法，乗法は，拡大有 

理数の大小関係，加法，乗法を用いて，定義1-3に従う．ここで，ｘ１，ｘ２∈[Ｑ]とする． 

(ⅰ) (ア)ｘ１，ｘ２∈Ｑならば， 

ｘ１＜ｘ２ ⇔ ｘ１＋Π０＜ｘ２＋Π０． 

ｘ１＝ｘ２ ⇔ ｘ１＋Π０＝ｘ２＋Π０． 

ｘ１＞ｘ２ ⇔ ｘ１＋Π０＞ｘ２＋Π０． 
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(イ) ｘ１∈Ｑ，ｘ２∈ /Ｑならば，ｘ２は「∞０ または －∞０」であり， 

ｘ１＜∞０ ⇔ ｘ１＋Π０＜ζ(∞０)． 

－∞０＜ｘ１ ⇔ ζ(－∞０)＜ｘ１＋Π０． 

(ウ) ｘ１∈ /Ｑ，ｘ２∈Ｑならば，ｘ１は「∞０ または －∞０」であり， 

ｘ２＜∞０ ⇔ ｘ２＋Π０＜ζ(∞０)． 

－∞０＜ｘ２ ⇔ ζ(－∞０)＜ｘ２＋Π０． 

(エ) ｘ１∈ /Ｑ，ｘ２∈ /Ｑならば，ｘ１，ｘ２は，それぞれ，「∞０ または －∞０」であり， 

－∞０＜∞０  ⇔ ζ(－∞０)＜ζ(∞０)． 

∞０＝∞０  ⇔ ζ(∞０)＝ζ(∞０)． 

－∞０＝－∞０ ⇔ ζ(－∞０)＝ζ(－∞０)． 

∞０＞－∞０ ⇔ ζ(∞０)＞ζ(－∞０) ■ 

 

(ⅱ) (ア) ｘ１，ｘ２∈Ｑならば， 

ζ(ｘ１)＋ζ(ｘ２)＝(ｘ１＋Π０)＋(ｘ２＋Π０)＝(ｘ１＋ｘ２)＋Π０＝ζ(ｘ１＋ｘ２)． 

(イ) ｘ１∈Ｑ，ｘ２∈ /Ｑならば，ｘ２は「∞０ または －∞０」であり， 

ζ(ｘ１)＋ζ(∞０)＝(ｘ１＋Π０)＋ζ(∞０)＝ζ(∞０)＝ζ(ｘ１＋∞０)． 

ζ(ｘ１)＋ζ(－∞０)＝(ｘ１＋Π０)＋ζ(－∞０)＝ζ(－∞０)＝ζ(ｘ１＋(－∞０))． 

(ウ) ｘ１∈ /Ｑ，ｘ２∈Ｑならば，ｘ１は「∞０ または －∞０」であり， 

ζ(∞０)＋ζ(ｘ２)＝ζ(∞０)＋(ｘ２＋Π０)＝ζ(∞０)＝ζ(∞０＋ｘ２)． 

ζ(－∞０)＋ζ(ｘ２)＝ζ(－∞０)＋(ｘ２＋Π０)＝ζ(－∞０)＝ζ((－∞０)＋ｘ２)． 

(エ) ｘ１∈ /Ｑ，ｘ２∈ /Ｑならば，ｘ１，ｘ２は，それぞれ，「∞０ または －∞０」であり， 

ζ(∞０)＋ζ(∞０)＝ζ(∞０)＝ζ(∞０＋∞０)． 

ζ(－∞０)＋ζ(－∞０)＝ζ(－∞０)＝ζ((－∞０)＋(－∞０))．  

ζ(∞０)＋ζ(－∞０)＝∪Θαであるが，ζ(∞０＋(－∞０))＝ζ(Θ０)は存在しない．  

ζ(－∞０)＋ζ(∞０)＝∪Θαであるが，ζ((－∞０)＋∞０)＝ζ(Θ０)は存在しない■ 

 

(ⅲ) ｘ１，ｘ２を正の基とする． 

(ア) ｘ１，ｘ２∈Ｑならば， 

  ζ(ｘ１)ζ(ｘ２)＝(ｘ１＋Π０)(ｘ２＋Π０)＝(ｘ１ｘ２)＋Π０＝ζ(ｘ１ｘ２)． 

ζ(－ｘ１)ζ(－ｘ２)＝(－ｘ１＋Π０)(－ｘ２＋Π０) 

＝{－(ｘ１＋Π０)}{－(ｘ２＋Π０)}＝(ｘ１ｘ２)＋Π０ 

＝{(－ｘ１)(－ｘ２)}＋Π０＝ζ((－ｘ１)(－ｘ２))． 

ζ(ｘ１)ζ(－ｘ２)＝(ｘ１＋Π０)(－ｘ２＋Π０) 

＝(ｘ１＋Π０){－(ｘ２＋Π０)}＝－{(ｘ１ｘ２)＋Π０} 

＝－(ｘ１ｘ２)－Π０＝ｘ１(－ｘ２)＋Π０＝ζ(ｘ１(－ｘ２))． 

ζ(－ｘ１)ζ(ｘ２)＝(－ｘ１＋Π０)(ｘ２＋Π０) 

＝{－(ｘ１＋Π０)}(ｘ２＋Π０)＝－{(ｘ１ｘ２)＋Π０} 

＝－(ｘ１ｘ２)－Π０＝(－ｘ１)ｘ２＋Π０＝ζ((－ｘ１)ｘ２)． 

ζ(ｘ１)ζ(０)＝(ｘ１＋Π０)Π０＝Π０＝ζ(０) ＝ζ(ｘ１０)． 

ζ(０)ζ(ｘ２)＝Π０(ｘ２＋Π０)＝Π０＝ζ(０) ＝ζ(０ｘ２)． 
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ζ(－ｘ１)ζ(０)＝(－ｘ１＋Π０)Π０＝Π０＝ζ(０)＝ζ((－ｘ１)０)． 

ζ(０)ζ(－ｘ２)＝Π０(－ｘ２＋Π０)＝Π０＝ζ(０)＝ζ(０(－ｘ２))． 

ζ(０)ζ(０)＝Π０Π０＝Π０＝ζ(０)＝ζ(００)． 

(イ) ｘ１∈Ｑ，ｘ２∈ /Ｑならば，ｘ２＝∞０であるので， 

ζ(ｘ１)ζ(ｘ２)＝(ｘ１＋Π０)ζ(∞０)＝ζ(∞０)＝ζ(ｘ１∞０)＝ζ(ｘ１ｘ２)． 

ζ(－ｘ１)ζ(－ｘ２)＝(－ｘ１＋Π０)ζ(－∞０)＝{－(ｘ１＋Π０)}{－ζ(∞０)} 

＝(ｘ１＋Π０)ζ(∞０)＝ζ(∞０)＝ζ(ｘ１∞０) 

＝ζ((－ｘ１)(－∞０))＝ζ((－ｘ１)(－ｘ２))． 

ζ(ｘ１)ζ(－ｘ２)＝(ｘ１＋Π０)ζ(－∞０)＝(ｘ１＋Π０){－ζ(∞０)} 

         ＝－{(ｘ１＋Π０)ζ(∞０)}＝－ζ(∞０)＝ζ(－∞０) 

＝ζ(－(ｘ１∞０))＝ζ(ｘ１(－∞０))＝ζ(ｘ１(－ｘ２))． 

ζ(－ｘ１)ζ(ｘ２)＝(－ｘ１＋Π０)ζ(∞０)＝{－(ｘ１＋Π０)}ζ(∞０) 

＝－{(ｘ１＋Π０)ζ(∞０)}＝－ζ(∞０)＝ζ(－∞０) 

＝ζ(－(ｘ１∞０))＝ζ((－ｘ１)∞０)＝ζ((－ｘ１)ｘ２)． 

ζ(０)ζ(ｘ２)＝Π０ζ(∞０)≠Π０＝ζ(０)＝ζ(０ｘ２)． 

ζ(０)ζ(－ｘ２)＝Π０ζ(－∞０)≠Π０＝ζ(０)＝ζ(０(－ｘ２))． 

(ウ) ｘ１∈ /Ｑ，ｘ２∈Ｑならば，(イ)と同様である． 

(エ) ｘ１∈ /Ｑ，ｘ２∈ /Ｑならば，ｘ１＝∞０，ｘ２＝∞０であるので， 

ζ(ｘ１)ζ(ｘ２)＝ζ(∞０)ζ(∞０)＝ζ(∞０)＝ζ(ｘ１ｘ２)． 

ζ(－ｘ１)ζ(－ｘ２)＝ζ(－∞０)ζ(－∞０)＝ζ(∞０)＝ζ((－ｘ１)(－ｘ２))． 

ζ(ｘ１)ζ(－ｘ２)＝ζ(∞０)ζ(－∞０)＝ζ(－∞０)＝ζ(ｘ１(－ｘ２))． 

ζ(－ｘ１)ζ(ｘ２)＝ζ(－∞０)ζ(∞０)＝ζ(－∞０)＝ζ((－ｘ１)ｘ２)■ 

 

 補足：定理4-1の例外は，従来の極限計算において，「∞－∞」，「０×∞」が，それぞ

れ，不定であることと一致する． 

 

３ 定理4-2 

 ＱとＱは，大小関係，加法，乗法について同型である．すなわち，有限有理核には，従来

の有理数と同じ式が成り立つ． 

 証明 定理4-1の証明における，(ⅰ)の(ア)，(ⅱ)の(ア)，(ⅲ)の(ア)による■ 

 

 例：集合Ｑにおいて，式「(１／２)＋(１／３)＝５／６」が成り立つ．このとき， 

集合Ｑにおいて，式「ζ(１／２)＋ζ(１／３)＝ζ(５／６)」が成り立つ． 

 

４ 定理4-3 

 有理核の全体[Ｑ]は稠密である．  

 証明 定理4-2より，Ｑは稠密である．また，ζ(ｘ)∈Ｑとすれば， 

ζ(ｘ)＜ζ(ｙ)＜ζ(∞０)となるζ(ｙ)＝ζ(ｘ＋１)∈[Ｑ] が存在する． 

ζ(－∞０)＜ζ(ｙ)＜ζ(ｘ) となるζ(ｙ)＝ζ(ｘ－１)∈[Ｑ] が存在する． 

ζ(－∞０)＜ζ(ｙ)＜ζ(∞０)となるζ(ｙ)＝ζ(０)∈[Ｑ] が存在する■ 
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５ 有理核の拡大切断 

(ⅰ) 有理核の全体[Ｑ]を，何らかの方法で， 

Ａ１∪Ａ２＝[Ｑ]，Ａ１∩Ａ２＝φ，Ａ１＜Ａ２ 

となるように二つの組Ａ１，Ａ２に分割したとき，Ａ１を下組，Ａ２を上組という． 

ここで，下組Ａ１と上組Ａ２の順序対(Ａ１，Ａ２)を拡大切断といい，ａ＝(Ａ１，Ａ２)で表

す． 

 

補足：拡大切断には「Ａ１＝φ または Ａ２＝φ」の場合も含まれる．従来の切断には，常

に「Ａ１≠φ，Ａ２≠φ」の条件がついていたが，この条件がなくなったという意味で，拡

大切断は従来の切断の拡張である． 

 

(ⅱ) 下組Ａ１に属する正の有理核すべての集合をＡ１
＋，負の有理核すべての集合をＡ１

－，   

上組Ａ２に属する正の有理核すべての集合をＡ２
＋，負の有理核すべての集合をＡ２

－で表す． 

（ⅲ）拡大切断は，次の４種類が考えられる． 

(ア) Ａ１に最大有理核があり，Ａ２に最小有理核がない．(第１種切断) 

(イ) Ａ１に最大有理核がなく，Ａ２に最小有理核がある．(第２種切断) 

(ウ) Ａ１に最大有理核がなく，Ａ２に最小有理核がない．(第３種切断) 

(エ) Ａ１に最大有理核があり，Ａ２に最小有理核がある．(第４種切断)  

しかし，定理 4-3 より，有理核の全体[Ｑ]は稠密であるので，第４種切断は，実際には

存在しない．次に，第１種切断と第２種切断は，端点をどちらに含めるかだけの違いであ

るので，これからは第１種切断を利用することにする．したがって，今後，拡大切断とい

えば，第１種切断か第３種切断のことである． 

(ⅳ) Ａ１
＋≠φならば正の拡大切断，Ａ２

－≠φならば負の拡大切断，Ａ１
＋＝Ａ２

－＝φな

らば零の拡大切断(または単に零)という． 

(ⅴ)「Ａ１∩Ｑ ≠φ かつ Ａ２∩Ｑ ≠φ」のとき有限拡大切断， 

「Ａ１∩Ｑ ＝φ または Ａ２∩Ｑ ＝φ」のとき無限大拡大切断 

という． 

 

補足：無限大拡大切断(Ａ１，Ａ２)は，次のいずれかである． 

(ア) Ａ１＝{ζ(－∞０)}，Ａ２＝{ζ(ｘ)：ζ(－∞０)＜ζ(ｘ)≦ζ(∞０)}． 

(イ) Ａ１＝{ζ(ｘ)：ζ(－∞０) ≦ζ(ｘ)＜ζ(∞０)}，Ａ２＝{ζ(∞０)}． 

(ウ) Ａ１＝φ，Ａ２＝[Ｑ]． 

(エ) Ａ１＝[Ｑ]，Ａ２＝φ． 

ここで，(ア)と(エ)は第１種切断で，(イ)と(ウ)は第２種切断であるので，第３種切断の

無限大拡大切断は存在しない． 

 

(ⅵ) ａ＝(Ａ１，Ａ２)とするとき，－ａ＝(－Ａ２，－Ａ１)とする． 

ただし，ａが第１種切断，すなわち，Ａ１に最大核がある場合は，その最大核をＡ２に含

めて第２種切断に直し，(－Ａ２，－Ａ１)が第１種切断になるように操作をするものとする． 
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６ 定義4-1（拡大切断の大小関係） 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)，ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)とするとき，「Ａ１⊂Ｂ１，Ａ１≠Ｂ１」ならば，ｂは

ａより大であるといい，ａ＜ｂ または ｂ＞ａで表す． 

 

補足：定義4-1は，有限拡大切断に限れば，従来の切断の大小関係の定義と同じである． 

 

７ 定義4-2（拡大切断の加法） 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)，ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)で， 

∪ζ(ｘ１) ∈ Ａ２，ζ(ｘ２) ∈ Ｂ２{ζ(ｘ１)＋ζ(ｘ２)}＝Ｃ２ 

とするとき，切断ｃ＝(Ｃ１，Ｃ２)を，ａとｂの和といい，ａ＋ｂ＝ｃとする．  

 ただし，ζ(∞０)を定義する拡大切断と，ζ(－∞０)を定義する拡大切断の加法は，除外

する． 

 

補足：定義4-2は，有限拡大切断に限れば，従来の切断の加法の定義と同じである． 

 

例：次の拡大切断ａ，ｂを考える． 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)：Ａ１＝[Ｑ]，Ａ２＝φ． 

ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)：Ｂ１＝{ζ(ｘ)：ζ(ｘ)≦ζ(１)}，Ｂ２＝{ζ(ｘ)：ζ(１)＜ζ(ｘ)}． 

このとき，Ａ２＋Ｂ２＝φであるので，ａ＋ｂ＝ａである．ここで，ａはζ(∞０)を定義し，

ｂはζ(１)を定義しているので，ζ(∞０)＋ζ(１)＝ζ(∞０)である． 

 

 補足：次の拡大切断ａ，ｂを考える． 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)：Ａ１＝[Ｑ]，Ａ２＝φ． 

ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)：Ｂ１＝{ζ(－∞０)}，Ｂ２＝{ζ(ｘ)：ζ(－∞０)＜ζ(ｘ)≦ζ(∞０)}． 

このとき，Ａ２＋Ｂ２＝φであるので，ａ＋ｂ＝ａでなくてはならないが，ζ(∞０)＋ 

ζ(－∞０)＝ζ(∞０)は成り立たない． 

したがって，ζ(∞０)とζ(－∞０)の加法は，定義から除外されなくてはならない． 

 

８ 定義4-3（拡大切断の乗法） 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)，ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)を正の拡大切断として， 

∪ζ(ｘ１) ∈ Ａ２，ζ(ｘ２) ∈ Ｂ２{ζ(ｘ１)ζ(ｘ２)}＝Ｃ２ 

とするとき，拡大切断ｃ＝(Ｃ１，Ｃ２)を，ａとｂの積といい，ａｂ＝ｃとする． 

また，  

(－ａ)(－ｂ)＝ａｂ， 

ａ(－ｂ)＝(－ａ)ｂ＝－(ａｂ)， 

「ｔは任意の拡大切断で，０は零の拡大切断」とすれば，ｔ０＝０ｔ＝０ 

とする． 

 ただし，「零の拡大切断と，ζ(∞０)を定義する拡大切断の乗法」，「零の拡大切断と，

ζ(－∞０)を定義する拡大切断の乗法」は，拡大切断の乗法の定義から除外する． 
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補足：定義4-3は，有限拡大切断に限れば，従来の切断の乗法の定義と同じである． 

 

例：次の拡大切断ａ，ｂを考える． 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)：Ａ１＝[Ｑ]，Ａ２＝φ． 

ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)：Ｂ１＝{ζ(ｘ)：ζ(ｘ)≦ζ(２)}，Ｂ２＝{ζ(ｘ)：ζ(２)＜ζ(ｘ)}． 

このとき，Ａ２Ｂ２＝φであるので，ａｂ＝ａ．すなわち，ζ(∞０)ζ(２)＝ζ(∞０)． 

 

 補足：次の拡大切断ａ，ｂを考える． 

ａ＝(Ａ１，Ａ２)：Ａ１＝{ζ(ｘ)：ζ(ｘ)≦ζ(０)}，Ａ２＝{ζ(ｘ)：ζ(０)＜ζ(ｘ)}． 

ｂ＝(Ｂ１，Ｂ２)：Ｂ１＝[Ｑ]，Ｂ２＝φ． 

このとき，Ａ２Ｂ２＝φであるので，ａｂ＝ｂでなくてはならないが，ζ(０)ζ(∞０)＝   

ζ(∞０)は成り立たない．したがって，ζ(０)とζ(∞０)の乗法は，定義から除外されなく

てはならない．同様に，ζ(０)とζ(－∞０)の乗法も定義から除外されなくてはならない． 

 

９ 拡大実数 

 有理核の拡大切断は，１つの核ζ(ａ)を定義する．実際，この拡大切断が， 

第１種切断ならば，下組の最大有理核を定義する． 

第３種切断ならば，新たに，無理核を定義する 

と考えることができる．ここで，５の(ⅴ)の補足より，第３種切断はすべて有限拡大切断で

あるので，無理核ζ(ａ)は，有限有理核と同様に，不定数(ａ，Π０)＝{(ａ，ｙ)：ｙ∈Π０}

のことであると考えるのが自然である．以下，若干の用語と記号を定める． 

(ⅰ) 有理核と無理核を合わせて実核という． 

 (ⅱ) 実核ζ(ａ)を定義する拡大切断を，斜体文字ａで表す． 

例えば，無理核ζ(√２)を定義する拡大切断は√２で表す． 

無限大実核ζ(∞０)を定義する拡大切断は∞０で表す． 

(ⅲ) 有限拡大切断によって定義される実核を有限実核という． 

無限大拡大切断によって定義される実核を無限大実核という． 

具体的にいえば，有限実核とは，有限有理核と無理核のことであり， 

無限大実核とは，無限大有理核のことである． 

(ⅳ) 正の拡大切断が定義する実核を正の実核という． 

負の拡大切断が定義する実核を負の実核という． 

零の拡大切断が定義する実核を零の実核(または単に零)という． 

(ⅴ) 有理核の元は拡大有理数であるので，無理核の元を拡大無理数という． 

拡大有理数と拡大無理数を合わせて拡大実数という． 

(ⅵ) 有限実核に属する拡大実数を有界拡大実数という． 

ζ(０)以外の有限実核に属する拡大実数と０を合わせて有限拡大実数という． 

ζ(０)に属する拡大実数のうち０でないものを無限小拡大実数という． 

無限大実核に属する拡大実数を無限大拡大実数という． 

(ⅶ) 無理核ζ(ａ)に属するａを，ζ(ａ)の基という．ただし，(ａ，０)＝ａとする． 

有理核の基と無理核の基を合わせて実核の基という． 
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(ⅷ) 無理核の基を無理数といい，有限有理数と無理数を合わせて有限実数という． 

有限実数すべての集合をＲで表す． 

(ⅸ) 左有理数と無理数を合わせて左実数という． 

左実数すべての領域を<Ｒ>で表す．<Ｒ>＝ζ(－∞０)∪Ｒ∪ζ(∞０)． 

右実数は，右有理数のことであるとする． 

(ⅹ) 拡大実数(－ａ，－ｙ)を，－(ａ，ｙ)で表す． 

 

 例： Ａ２＝{ζ(ｘ)：ｘは正の有理核の基で，ｘ２＞２}として，拡大切断(Ａ１，Ａ２)を

考えれば，この拡大切断は無理核ζ(√２)を定義する． 

 

10 定理4-4 

有限実数は，従来の実数と同じ数である． 

証明 定義4-1，定義4-2，定義4-3は，有限拡大切断に限れば，それぞれ，従来の切断の 

大小関係，加法，乗法の定義と同じである■ 

 

11 定理4-5 

(ⅰ) 任意の拡大切断ｘ，ｙの間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

ｘ＝ｙ， ｘ＜ｙ， ｘ＞ｙ． 

(ⅱ) 任意の実核ζ(ｘ)，ζ(ｙ)の間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

ζ(ｘ)＝ζ(ｙ)，  ζ(ｘ)＜ζ(ｙ)，  ζ(ｘ)＞ζ(ｙ)． 

証明 (ⅰ) ｘ＝(Ａｘ１，Ａｘ２)，ｙ＝(Ａｙ１，Ａｙ２)とすれば，次の(ア)～(ウ)のうちの

１つだけが成り立つ． 

(ア) Ａｘ１＝Ａｙ１．        

(イ) Ａｘ１⊂Ａｙ１，Ａｘ１≠Ａｙ１． 

(ウ) Ａｘ１⊃Ａｙ１，Ａｘ１≠Ａｙ１■ 

(ⅱ) ｘ，ｙが定義する実核が，それぞれ，ζ(ｘ)，ζ(ｙ)であるので，(ⅰ)と(ⅱ)は同値

である■ 

 

12 定理4-6 

(ⅰ) ｘ，ｙ，ｚを拡大切断とすれば，次の関係が成り立つ． 

ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ ならば ｘ＜ｚ． 

(ⅱ) ζ(ｘ)，ζ(ｙ)，ζ(ｚ)を実核とすれば，次の関係が成り立つ． 

ζ(ｘ)＜ζ(ｙ)，ζ(ｙ)＜ζ(ｚ) ならば ζ(ｘ)＜ζ(ｚ)． 

証明 (ⅰ) ｘ＝(Ａｘ１，Ａｘ２)，ｙ＝(Ａｙ１，Ａｙ２)，ｚ＝(Ａｚ１，Ａｚ２)とすれば， 

仮定「ｘ＜ｙ，ｙ＜ｚ」より， 

Ａｘ１⊂Ａｙ１，Ａｘ１≠Ａｙ１． 

Ａｙ１⊂Ａｚ１，Ａｙ１≠Ａｚ１． 

           ∴ Ａｘ１⊂Ａｚ１，Ａｘ１≠Ａｚ１■ 

(ⅱ) ｘ，ｙ，ｚが定義する実核が，それぞれ，ζ(ｘ)，ζ(ｙ)，ζ(ｚ)であるので，(ⅰ)

と(ⅱ)は同値である■ 
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13 定義4-4（拡大実数の相等関係） 

拡大実数μ∈ζ(ａ)，ν∈ζ(ｂ)において，ａ＝ｂとする．このとき，μ，νは，ともに有

界拡大実数か，ともに無限大拡大実数であるので，次の①，②のいずれかが成り立つとき，

μとνは等しいといい，μ＝ν または ν＝μで表す． 

有界拡大実数のときは，μ＝(ａ，ｙ１)，ν＝(ａ，ｙ２)として，ｙ１＝ｙ２  ・・・① 

無限大拡大実数のときは，μ＝(ｘ１，０)，ν＝(ｘ２，０)として，ｘ１＝ｘ２ ・・・② 

  

14 定義4-5（拡大実数の大小関係） 

拡大実数μ∈ζ(ａ)，ν∈ζ(ｂ)において，次の①，②，③のいずれかが成り立つとき，μ

はνより大であるといい，μ＞ν または ν＜μで表す． 

 ａ＞ｂ ・・・① 

ａ＝ｂの場合は，μ，νは，ともに有界拡大実数か，ともに無限大拡大実数であるので， 

有界拡大実数のときは，μ＝(ａ，ｙ１)，ν＝(ａ，ｙ２)として，ｙ１＞ｙ２  ・・・② 

無限大拡大実数のときは，μ＝(ｘ１，０)，ν＝(ｘ２，０)として，ｘ１＞ｘ２ ・・・③ 

 

例：√３＞√２であるので，(√３，１／∞α)＞(√２，１／∞β)． 

 例：√２＝√２であるので，α＜βならば，(√２，１／∞α)＞(√２，１／∞β)．   

 例：∞０＞√２であるので，(∞α，０) ＞(√２，１／∞β)． 

例：∞０＞－∞０であるので，(∞α，０)＞(－∞β，０)． 

例：∞０＝∞０であるので，α＞βならば，(∞α，０)＞(∞β，０)． 

 

15 定理4-7 

任意の拡大実数μ，νの間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

μ＝ν， μ＜ν， μ＞ν． 

 証明 μ∈ζ(ａ)，ν∈ζ(ｂ)とする．定理4-5の(ⅰ)より， 

ａ＝ｂ， ａ＜ｂ， ａ＞ｂ 

のうちの１つだけが成り立つ． 

(ⅰ) ａ＜ｂの場合は，μ＜νである． 

(ⅱ) ａ＞ｂの場合は，μ＞νである． 

(ⅲ) ａ＝ｂの場合は，μ，νは，ともに有界拡大実数か，ともに無限大拡大実数である． 

(ア) 有界拡大実数のときは，μ＝(ａ，ｙ１)，ν＝(ａ，ｙ２)とすれば，定理2-6より， 

ｙ１＝ｙ２， ｙ１＜ｙ２， ｙ１＞ｙ２ 

のうちの１つだけが成り立つので， 

μ＝ν， μ＜ν， μ＞ν 

のうちの１つだけが成り立つ． 

 (イ) 無限大拡大実数のときは，μ＝(ｘ１，０)，ν＝(ｘ２，０)とすれば，定理2-6より，

ｘ１＝ｘ２， ｘ１＜ｘ２， ｘ１＞ｘ２ 

のうちの１つだけが成り立つので， 

μ＝ν， μ＜ν， μ＞ν 

のうちの１つだけが成り立つ■ 
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16 定理4-8 

μ，ν，ξを拡大実数とすれば，「μ＜ν，ν＜ξ ならば μ＜ξ」が成り立つ． 

 証明  μ∈ζ(ａ)，ν∈ζ(ｂ)，ξ∈ζ(ｃ)とする． 

(ⅰ) 仮定μ＜νより，次の(ア)～(ウ)のいずれかが成り立つ． 

ａ＜ｂ ・・・(ア)  

ａ＝ｂの場合は，μ，νは，ともに有界拡大実数か，ともに無限大拡大実数であるので， 

有界拡大実数のときは，μ＝(ａ，ｙ１)，ν＝(ａ，ｙ２)として，ｙ１＜ｙ２  ・・・(イ) 

無限大拡大実数のときは，μ＝(ｘ１，０)，ν＝(ｘ２，０)として，ｘ１＜ｘ２ ・・・(ウ) 

(ⅱ) 仮定ν＜ξより，次の(エ)～(カ)のいずれかが成り立つ． 

ｂ＜ｃ ・・・(エ)  

ｂ＝ｃの場合は，ν，ξは，ともに有界拡大実数か，ともに無限大拡大実数であるので， 

有界拡大実数のときは，ν＝(ｃ，ｙ２)，ξ＝(ｃ，ｙ３)として，ｙ２＜ｙ３  ・・・(オ) 

無限大拡大実数のときは，ν＝(ｘ２，０)，ξ＝(ｘ３，０)として，ｘ２＜ｘ３ ・・・(カ) 

したがって，考えられる組み合わせは次の９通りである． 

 

① (ア)と(エ)の場合は，定理4-6の(ⅰ)より，ａ＜ｃであるので，μ＜ξである． 

② (ア)と(オ)の場合は，ａ＜ｃであるので，μ＜ξである． 

③ (ア)と(カ)の場合は，ａ＜ｃであるので，μ＜ξである． 

④ (イ)と(エ)の場合は，ａ＜ｃであるので，μ＜ξである． 

⑤ (イ)と(オ)の場合は， 

ａ＝ｃで，定理2-7の(ⅱ)より，ｙ１＜ｙ３であるので，μ＜ξである． 

⑥ (イ)と(カ)の場合は，あり得ない． 

⑦ (ウ)と(エ)の場合は，ａ＜ｃであるので，μ＜ξである． 

⑧ (ウ)と(オ)の場合は，あり得ない． 

⑨ (ウ)と(カ)の場合は， 

ａ＝ｃで，定理2-7の(ⅰ)より，ｘ１＜ｘ３であるので，μ＜ξである■ 

 

17 定義4-6（拡大実数の原始加法） 

 次の２種類の加法を拡大実数の原始加法といい，演算記号は○＋ を用いる．ただし，拡大実

数μと－νの原始加法μ○＋ (－ν)は，μ○－ νと表すこともある． 

(ⅰ) 左有理数と左有理数の加法．(定義2-7を用いる) 

(ⅱ) (ａ，ｙ１)，(ｂ，ｙ２)を有界拡大実数とすれば， 

(ａ，ｙ１)○＋ (ｂ，ｙ２)＝(ａ＋ｂ，ｙ１＋ｙ２) 

とする．(定理4-4，定義2-9を用いる) 

 

例：(１，１／∞０)○＋ (√２，１／∞１)＝(１＋√２，１／∞０)． 

 

補足：定義4-6の(ⅰ)と(ⅱ)が矛盾することはない．(定義3-3の補足参照) 
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18 定義4-7（拡大実数の加法） 

 μ，νを拡大実数とするとき， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ 

となる拡大実数σ１，σ２，τ１，τ２が存在するならば， 

{χ：min(σ１○＋ τ１)≦χ≦max(σ１○＋ τ１)，χは拡大実数} 

を，μとνの和といい， 

μ＋ν＝{χ：min(σ１○＋ τ１)≦χ≦max(σ１○＋ τ１) ，χは拡大実数} 

とする． 

 

例：μ＝∞０，ν＝(√２，１／∞１)において， 

σ１＝σ２＝∞０， τ１＝１，τ２＝２ 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２， τ１≦ν≦τ２， σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２＝∞０ 

であり， 

min(σ１○＋ τ１)＝max(σ１○＋ τ１)＝∞０ 

であるので， 

∞０＋(√２，１／∞１)＝∞０． 

 

例：μ＝∞α，ν＝－∞αにおいて， 

σ１＝σ２＝∞α， τ１＝τ２＝－∞α 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２， τ１≦ν≦τ２， σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２＝Θα 

であり， 

min(σ１○＋ τ１)＝－∞α， max(σ１○＋ τ１)＝∞α 

であるので， 

∞α－∞α＝{χ：－∞α≦χ≦∞α，χは拡大実数}． 

ここで，{χ：－∞α≦χ≦∞α，χは拡大実数}は，Θαと「拡大無理数すべての領域」の

和領域であるが，この領域をΘαで表す．すなわち， 

Θα＝{χ：－∞α≦χ≦∞α，χは拡大実数} 

であり， 

∞α－∞α＝Θα 

と記す．Θαは，第１章で使用した記号と同じであるので，混乱しないように留意して用い

る． 

 

19 定理4-9（拡大実数の加法の一意性を証明するための予備定理１） 

 「σ１＜σ２，τ１＜τ２ ならば σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２」となることはない． 

 証明 定義3-3「拡大有理数の原始加法」と定義4-6「拡大実数の原始加法」の相違は，定

義3-3の(ⅱ)で用いられている有界拡大有理数の代わりに，定義4-6の(ⅱ)では，有界拡大実

数が用いられていることだけである．また，定理4-4より，有限実数は従来の実数と同じ数

であるので，定理4-9は，定理3-2と同様に証明される■ 
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20 定理4-10（拡大実数の加法の一意性を証明するための予備定理２） 

 σ１＝σ２，τ１＜τ２，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ならば，次のいずれかが成り立つ． 

(ⅰ) σ１＝σ２＝∞α かつ τ１，τ２∈(Θα]． 

(ⅱ) σ１＝σ２＝－∞α かつ τ１，τ２∈[Θα)． 

(ⅲ) σ１＝σ２＝(ｘσ，１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ｘτ，(Πα])． 

(ⅳ) σ１＝σ２＝(ｘσ，－１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ｘτ，[Πα))． 

 ただし， 

       ｘσ，ｘτは有限実数． 

(Θα]＝Θα－{－∞α}， [Θα)＝Θα－{∞α}． 

    (Πα]＝Πα－{－１／∞α }， [Πα)＝Πα－{１／∞α} 

であり， 

(Θα]， [Θα)， (ｘτ，(Πα])， (ｘτ，[Πα)) 

は，それぞれ， 

∞α， －∞α， (ｘσ，１／∞α)， (ｘσ，－１／∞α) 

の原始加法に関する吸収範囲という．  

証明 定理3-3と同様に証明される■ 

 

21 定理4-11（拡大実数の加法の一意性を証明するための予備定理３） 

 μ，νを拡大実数として，次の(＊１)～(＊３)が成り立つとする． 

σ１１≦μ≦σ１２，τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○＋ τ１１＝σ１２○＋ τ１２． (＊１) 

σ２１≦μ≦σ２２，τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○＋ τ２１＝σ２２○＋ τ２２． (＊２) 

σ１１＝σ１２，τ１１＜τ１２． (＊３) 

このとき， 

(ア) μ＝ν＝∞α， 

(イ) μ＝ν＝－∞α， 

(ウ) μ＝(ｘσ，１／∞α) かつ μ＝(ｘτ，１／∞α)， 

(エ) μ＝(ｘσ，－１／∞α) かつ ν＝(ｘτ，－１／∞α) 

の４通りの場合 (この４通りの場合を(＊４)で表す) 以外の場合で， 

σ２１＜σ２２，τ２１＝τ２２  (＊５) 

となることはない．ただし，ｘσ，ｘτは有限実数とする． 

証明 定理3-4と同様に証明される■ 

 

22 定理4-12（拡大実数の加法の一意性） 

μ，νを拡大実数として，次の(＊１)，(＊２)が成り立つとする． 

σ１１≦μ≦σ１２，τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○＋ τ１１＝σ１２○＋ τ１２． (＊１)   

σ２１≦μ≦σ２２，τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○＋ τ２１＝σ２２○＋ τ２２． (＊２)    

このとき，σ１１○＋ τ１１＝σ２１○＋ τ２１が成り立つ． 

証明 定理3-5と同様に証明される■ 
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補足：μ，νを拡大実数として， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ 

となるならば， 

σ１○＋ τ１＝σ１○＋ τ２＝σ２○＋ τ１＝σ２○＋ τ２ (＊) 

である． 

実際，定理4-9より，σ１＝σ２，τ１＝τ２の少なくとも片方は成り立つ．どちらでも同じ

ことであるのでσ１＝σ２とする． 

ここで，τ１＝τ２ならば明らかに(＊)が成り立ち，τ１＜τ２ならば定理4-10より(＊)が

成り立つ． 

 

補足：拡大実数の加法は，拡大実数の原始加法の拡張である． 

実際，μ≦μ≦μ，ν≦ν≦νで，μ○＋ νが存在する場合を考えると，μ○＋ νは， 

確定数， (ａ，Πα)， Θα  

のいずれかである (ａは有限実数) が，μ○＋ ν≠Θαならば， 

μ＋ν＝{χ：min(μ○＋ ν)≦χ≦max(μ○＋ ν) ，χは拡大実数}＝μ○＋ ν 

である．そして，μ○＋ ν＝Θαならば， 

μ＋ν＝{χ：min(μ○＋ ν)≦χ≦max(μ○＋ ν) ，χは拡大実数}＝Θα 

であるが，これは数の拡張にともなう変化であるので，拡大実数の原始加法は，拡大実数の

加法の特殊な場合と考えることができる． 

 

23 定義4-8（拡大実数の原始乗法） 

 次の２種類の乗法を拡大実数の原始乗法といい，演算記号は○× を用いる． 

(ⅰ)「正の有理数」と「正の有理数」の乗法．(定義2-5を用いる) 

(ⅱ) (ａ，ｙ１)，(ｂ，ｙ２)を正の有限拡大実数とすれば， 

(ａ，ｙ１)○× (ｂ，ｙ２)＝(ａｂ，ｙ１＋ｙ２) 

とする．(定理4-4，定義2-9を用いる) 

 

例：(√２，１／∞０)○× (√３，１／∞１)＝(√６，１／∞０)． 

 

補足：定義4-8の(ⅰ)と(ⅱ)が矛盾することはない．(定義3-5の補足参照) 
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24 定義4-9（拡大実数の乗法）  

 μ，νを正の拡大実数とするとき， 

０＜σ１≦μ≦σ２，０＜τ１≦ν≦τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２ 

となる正の拡大実数σ１，σ２，τ１，τ２が存在するならば， 

{χ：min(σ１○× τ１)≦χ≦max(σ１○× τ１)，χは拡大実数} 

を，μとνの積といい， 

μν＝{χ：min(σ１○× τ１)≦χ≦max(σ１○× τ１) ，χは拡大実数} 

とする．また， 

μ(－ν)＝(－μ)ν＝－(μν)， 

(－μ)(－ν)＝μν， 

        任意の拡大実数をξとすれば，ξ０＝０ξ＝０ 

とする． 

 

例：μ＝∞α，ν＝１／∞αにおいて， 

σ１＝σ２＝∞α， τ１＝τ２＝１／∞α 

とすれば， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２， σ１○× τ１＝σ２○× τ２＝∑α 

であり， 

min(σ１○× τ１)＝１／∞α， max(σ１○× τ１)＝∞α 

であるので， 

∞α(１／∞α) ＝{χ：１／∞α≦χ≦∞α，χは拡大実数}． 

ここで，{χ：１／∞α≦χ≦∞α，χは拡大実数}は，∑αと「正の拡大無理数全ての領域」

の和領域であるが，この領域を∑αで表す．すなわち， 

∑α＝{χ：１／∞α≦χ≦∞α，χは拡大実数} 

であり， 

∞α(１／∞α)＝∑α 

と記す． 

 

25 定理4-13（拡大実数の乗法の一意性を証明するための予備定理１） 

 「０＜σ１＜σ２，０＜τ１＜τ２ ならば σ１○× τ１＝σ２○× τ２」となることはない． 

証明 定義3-5「拡大有理数の原始乗法」と定義4-8「拡大実数の原始乗法」の相違は，定

義3-5の(ⅱ)で用いられている有限拡大有理数の代わりに，定義4-8の(ⅱ)では，有限拡大実

数が用いられていることだけである．また，定理4-4より，有限実数は従来の実数と同じ数

であるので，定理4-13は，定理3-6と同様に証明される■ 
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26 定理4-14（拡大実数の乗法の一意性を証明するための予備定理２） 

 ０＜σ１＝σ２，０＜τ１＜τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２ならば，次のいずれかが成り立つ． 

(ⅰ) σ１＝σ２＝∞α かつ τ１，τ２∈(∑α]． 

(ⅱ) σ１＝σ２＝１／∞α かつ τ１，τ２∈[∑α)． 

(ⅲ) σ１＝σ２＝(ａσ，１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ａτ，(Πα])． 

(ⅳ) σ１＝σ２＝(ａσ，－１／∞α) かつ τ１，τ２∈(ａτ，[Πα))． 

 ただし， 

       ａσ，ａτは正の有限実数． 

(∑α]＝∑α－{１／∞α}， [∑α)＝∑α－{∞α} 

であり， 

(∑α]， [∑α)， (ａτ，(Πα])， (ａτ，[Πα)) 

は，それぞれ， 

∞α， １／∞α， (ａσ，１／∞α)， (ａσ，－１／∞α) 

の原始乗法に関する吸収範囲という．  

証明 定理3-7と同様に証明される■ 

 

27 定理4-15（拡大実数の乗法の一意性を証明するための予備定理３） 

μ，νを拡大実数として，次の(＊１)～(＊３)が成り立つとする． 

０＜σ１１≦μ≦σ１２，０＜τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○× τ１１＝σ１２○× τ１２．(＊１)   

  ０＜σ２１≦μ≦σ２２，０＜τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○× τ２１＝σ２２○× τ２２．(＊２)  

０＜σ１１＝σ１２，０＜τ１１＜τ１２． (＊３) 

 このとき， 

(ア) μ＝ν＝∞α， 

(イ) μ＝ν＝１／∞α， 

(ウ) μ＝(ａσ，１／∞α) かつ ν＝(ａτ，１／∞α)， 

(エ) μ＝(ａσ，－１／∞α) かつ ν＝(ａτ，－１／∞α) 

の４通りの場合 (この４通りの場合を(＊４)で表す) 以外の場合で， 

０＜σ２１＜σ２２，０＜τ２１＝τ２２  (＊５) 

となることはない．ただし，ａσ，ａτは正の有限実数とする． 

証明 定理3-8と同様に証明される■ 

 

28 定理4-16（拡大実数の乗法の一意性） 

μ，νを正の拡大実数として，次の(＊１)，(＊２)が成り立つとする． 

０＜σ１１≦μ≦σ１２，０＜τ１１≦ν≦τ１２で，σ１１○× τ１１＝σ１２○× τ１２．(＊１)   

０＜σ２１≦μ≦σ２２，０＜τ２１≦ν≦τ２２で，σ２１○× τ２１＝σ２２○× τ２２．(＊２)    

このとき，σ１１○× τ１１＝σ２１○× τ２１が成り立つ． 

証明 定理3-9と同様に証明される■ 
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補足：μ，νを正の拡大実数として， 

０＜σ１≦μ≦σ２，０＜τ１≦ν≦τ２，σ１○× τ１＝σ２○× τ２ 

となるならば， 

σ１○× τ１＝σ１○× τ２＝σ２○× τ１＝σ２○× τ２  (＊) 

である． 

実際，定理4-13より，σ１＝σ２，τ１＝τ２の少なくとも片方は成り立つ．どちらでも同

じことであるのでσ１＝σ２とする． 

ここで，τ１＝τ２ならば，明らかに(＊)が成り立ち，τ１＜τ２ならば，定理4-14より(＊)

が成り立つ． 

 

補足：拡大実数の乗法は，拡大実数の原始乗法の拡張である． 

実際，０＜μ≦μ≦μ，０＜ν≦ν≦νで，μ○× νが存在する場合を考えると，μ○× νは， 

確定数， (ａ，Πα)， ∑α  

のいずれかである (ａは正の有限実数) が，μ○× ν≠∑αならば， 

μν＝{χ：min(μ○× ν)≦χ≦max(μ○× ν) ，χは拡大実数}＝μ○× ν 

である．そして，μ○× ν＝∑αならば， 

μν＝{χ：min(μ○× ν)≦χ≦max(μ○× ν) ，χは拡大実数}＝∑α 

であるが，これは数の拡張にともなう変化であるので，拡大実数の原始乗法は，拡大実数の

乗法の特殊な場合と考えることができる． 

 

補足：拡大実数(ａ，ｙ)は，その加法の定義より， 

(ａ，ｙ)＝(ａ，０)＋(０，ｙ)＝ａ＋ｙ    

と表すことができる．従って，ζ(ａ)が無理核の場合も， 

ζ(ａ)＝ａ＋Π０ 

である． 

 

補足：次章からは，例えば， 

領域{χ：min(μ○× ν)≦χ≦max(μ○× ν)，χは拡大実数} 

を表記する場合，条件「χは拡大実数」は省略して， 

{χ：min(μ○× ν)≦χ≦max(μ○× ν)} 

のように記す．すなわち，その領域の母領域が明記されていない場合は，拡大実数の全体を

母領域と考えるものとする． 
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第５章 拡大実数の演算法則 

 

１ 初めに，若干の記号を定める． 

  (ⅰ) 特別な領域を表す記号 

       Ｄ：拡大実数すべての領域． 

Ｗ：順序数すべての領域． 

(ⅱ) Ｄの部分領域Ｓに属する正数すべての領域を，Ｓ＋で表す． 

   Ｄの部分領域Ｓに属する負数すべての領域を，Ｓ－で表す． 

 

例：<Ｒ>＋＝Ｒ＋∪ζ(∞０)．  

Π０
－は負の無限小拡大実数すべての領域を表す． 

 

(ⅲ) 領域Ｓ＝{ｘ：ａ≦ｘ≦ｂ}における，記号(Ｓ]，[Ｓ)，(Ｓ)の意味を，それぞれ， 

  次のように約束する． 

(Ｓ]＝Ｓ－{ａ}． 

              [Ｓ)＝Ｓ－{ｂ}． 

              (Ｓ)＝Ｓ－{ａ，ｂ}． 

      

例：(Θα]＝Θα－{－∞α}． 

[Θα)＝Θα－{∞α}． 

(Θα)＝Θα－{－∞α，∞α}． 

 

２ 拡大実数の加法と乗法の計算公式を列記する． 

       (ア) ｒ∈(Θ０)ならば，ｒ＋(Θ０)＝(Θ０)． 

        (イ) (Θ０)＋(Θ０)＝(Θ０)．  

(ウ) ｒ∈(Θα]ならば，ｒ＋∞α＝∞α．    

       (エ) ｒ∈[Θα)ならば，ｒ－∞α＝－∞α． 

(オ) ∞α－∞α＝Θα．             

(カ) ｒ∈ /Θαならば，ｒ＋Θα＝ｒ． 

ｒ∈Θαならば，ｒ＋Θα＝Θα． 

(キ) Θα＋Θβ＝Θmax{α，β }．             

(ク) ｒ∈(Πα]ならば，ｒ＋１／∞α＝１／∞α．  

(ケ) ｒ∈[Πα)ならば，ｒ－(１／∞α)＝－１／∞α． 

(コ) １／∞α－(１／∞α)＝Πα．     

       (サ) ｒが右実数で，ｒ∈ /Παならば，ｒ＋Πα＝ｒ． 

ｒが右実数で，ｒ∈Παならば，ｒ＋Πα＝Πα． 

(シ) Πα＋Πβ＝Πmin{α，β }．               

(ス) ｒ∈(∑０)ならば，ｒ(∑０)＝(∑０)． 

       (セ) (∑０)(∑０)＝(∑０)． 

(ソ) ｒ∈(∑α]ならば，ｒ∞α＝∞α．  
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(タ) ｒ∈[∑α)ならば，ｒ(１／∞α)＝１／∞α． 

(チ) ∞α(１／∞α)＝∑α．    

       (ツ) ｒ∈ /∑α，ｒ＞０ならば，ｒ∑α＝ｒ． 

ｒ∈∑αならば，ｒ∑α＝∑α． 

(テ) ∑α∑β＝∑max{α，β }．               

                       ∑γ (γ＜α)， 

(ト) ∑γ－(１／∞α)＝    

                      ∑γ∪Πα  (γ≧α)． 

                               Πα  (γ＜α)，  

(ナ) ∞γΠα＝   

               Θγ  (γ≧α)． 

      Θα  (γ≦α)， 

(ニ) (１／∞γ)Θα＝     

                   Πγ  (γ＞α)． 

                                  Πα  (γ＜α)， 

           (ヌ) (１／∞γ)Πα＝   

       Πγ  (γ≧α)． 

 

３ 定理5-1（加法の交換法則） 

 μ，νを拡大実数とすれば，μ＋ν＝ν＋μが成り立つ． 

 証明 定義4-6より，拡大実数の原始加法は， 

(ⅰ) 左有理数と左有理数の加法， 

(ⅱ) 有界拡大実数と有界拡大実数の加法 

の２種類であるが，定理2-20，定理2-23，定理4-4より，原始加法は交換法則が成り立つの

で，定理は成り立つ■ 

 

４ 定理5-2（加法の結合法則を証明するための予備定理１） 

μ，ν，ξを拡大実数とするとき， 

σ１≦μ≦σ２， τ１≦ν≦τ２， υ１≦ξ≦υ２， 

(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(σ２○＋ τ２)○＋ υ２ 

となる拡大実数σ１，σ２，τ１，τ２，υ１，υ２が存在するならば， 

(μ＋ν)＋ξ＝{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)} (＊) 

が成り立つ．  

 証明 (ⅰ) σ１○＋ τ１＝σ２○＋ τ２の場合： 

 σ１○＋ τ１は，ａを有限実数とすれば，次のいずれかである． 

 (ア) 確定数    (イ) ａ＋Πα    (ウ) Θα 

 

(ア)のときは， 

σ１○＋ τ１が確定数より，μ＋νも確定数となり，μ＋ν＝σ１○＋ τ１であるので，加法の

定義より，(＊)を得る． 
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(イ)のときは， 

σ１○＋ τ１＝ａ＋Παであるので，μ＋ν＝ａ＋Παである． 

ここで，ξを無限大拡大実数とすれば，υ１とυ２の少なくとも片方は，無限大拡大実数

でなくてはならないので，原始加法 (σ１○＋ τ１)○＋ υ１と(σ２○＋ τ２)○＋ υ２の少なくとも片

方は定義されていない．したがって，ξは有界拡大実数であるので， 

ξ＝ｂ＋ｙ， 

ｂは有限実数，「ｙ＝０またはｙβ」(ｙβは，１／∞βまたは－１／∞βを表す) 

とおくことができる．このとき， 

(μ＋ν)＋ξ＝(ａ＋ｂ)＋ｙβ (α＞β)， 

(μ＋ν)＋ξ＝(ａ＋ｂ)＋Πα (ｙ＝０またはα≦β) 

を得る．また， 

υ１≦ξ＝ｂ＋ｙ≦υ２， (ａ＋Πα)○＋ υ１＝(ａ＋Πα)○＋ υ２ 

ならば，考えられる場合は， 

υ１＝υ２＝ｂ＋ｙβ (α＞β)       ・・・① 

υ１，υ２∈ｂ＋Πα (ｙ＝０またはα≦β) ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(ａ＋ｂ)＋ｙβ． 

②の場合は，(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(ａ＋ｂ)＋Πα 

であるので， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)} 

＝(ａ＋ｂ)＋ｙβ (α＞β)， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)} 

＝(ａ＋ｂ)＋Πα (ｙ＝０またはα≦β) 

を得る． 

(ウ)のときは， 

σ１○＋ τ１＝Θαであるので，μ＋ν＝Θαである．したがって， 

(μ＋ν)＋ξ＝ξ  (ξ∈ /Θα)， 

(μ＋ν)＋ξ＝Θα (ξ∈Θα) 

を得る．また， 

υ１≦ξ≦υ２， Θα○＋ υ１＝Θα○＋ υ２ 

ならば，考えられる場合は， 

υ１＝υ２＝ｂβ (α＜β，ｂβは∞βまたは－∞βを表す) ・・・① 

υ１，υ２∈Θα ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝ｂβ＝ξ． 

②の場合は，(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝Θα 

であるので， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)}＝ξ  (ξ∈ /Θα)， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)}＝Θα (ξ∈Θα) 

を得る． 
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(ⅱ) σ１○＋ τ１≠σ２○＋ τ２の場合： 

 σ１○＋ τ１≠σ２○＋ τ２で，(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(σ２○＋ τ２)○＋ υ２となるのは，次のときだ

けである．(∵定理4-10) 

(ア)「υ１＝υ２＝∞β」で， 

σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が，「(Θβ]の元 または Θα(α＜β)」． 

(イ)「υ１＝υ２＝－∞β」で， 

σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が，「[Θβ)の元 または Θα(α＜β)」． 

(ウ)「υ１＝υ２＝ｂ＋(１／∞β)」で， 

σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が，「ａ＋(Πβ]の元 または ａ＋Πα(α＞β)」． 

(エ)「υ１＝υ２＝ｂ－(１／∞β)」で， 

σ１○＋ τ１，σ２○＋ τ２が，「ａ＋[Πβ)の元 または ａ＋Πα(α＞β)」． 

 

(ア)のときは， 

(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(σ２○＋ τ２)○＋ υ２＝∞β  

であるので，              

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)}＝∞β 

を得る．また， 

－∞β＜min(σ１○＋ τ１)≦μ＋ν≦max(σ２○＋ τ２)≦∞β，υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

－∞β＜μ＋ν≦∞β， ξ＝∞β 

である． ゆえに，(μ＋ν)＋ξ＝∞βを得る． 

(イ)のときは， 

(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(σ２○＋ τ２)○＋ υ２＝－∞β  

であるので， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)}＝－∞β 

を得る．また， 

－∞β≦min(σ１○＋ τ１)≦μ＋ν≦max(σ２○＋ τ２)＜∞β，υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

－∞β≦μ＋ν＜∞β， ξ＝－∞β 

である． ゆえに，(μ＋ν)＋ξ＝－∞βを得る． 

(ウ)のときは， 

(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(σ２○＋ τ２)○＋ υ２＝ａ＋ｂ＋(１／∞β)  

であるので， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)}＝ａ＋ｂ＋(１／∞β) 

を得る．また， 

ａ－(１／∞β)＜min(σ１○＋ τ１)≦μ＋ν≦max(σ２○＋ τ２)≦ａ＋(１／∞β)， 

υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

ａ－(１／∞β)＜μ＋ν≦ａ＋(１／∞β)， ξ＝ｂ＋(１／∞β) 

である．ゆえに，(μ＋ν)＋ξ＝ａ＋ｂ＋(１／∞β)を得る． 
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(エ)のときは， 

(σ１○＋ τ１)○＋ υ１＝(σ２○＋ τ２)○＋ υ２＝ａ＋ｂ－(１／∞β)  

であるので， 

{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)}＝ａ＋ｂ－(１／∞β) 

を得る．また， 

ａ－(１／∞β)≦min(σ１○＋ τ１)≦μ＋ν≦max(σ２○＋ τ２)＜ａ＋(１／∞β)， 

υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

ａ－(１／∞β)≦μ＋ν＜ａ＋(１／∞β)， ξ＝ｂ－(１／∞β) 

である．ゆえに，(μ＋ν)＋ξ＝ａ＋ｂ－(１／∞β)を得る■ 

 

５ 定理5-3（加法の結合法則を証明するための予備定理２） 

μ，ν，ξを拡大実数とするとき， 

σ１≦μ≦σ２，τ１≦ν≦τ２，υ１≦ξ≦υ２， 

σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝σ２○＋ (τ２○＋ υ２) 

となる拡大実数σ１，σ２，τ１，τ２，υ１，υ２が存在するならば， 

μ＋(ν＋ξ)＝{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))} (＊) 

が成り立つ． 

 証明 (ⅰ) τ１○＋ υ１＝τ２○＋ υ２の場合： 

 τ１○＋ υ１は，ｂを有限実数とすれば， 

 (ア) 確定数    (イ) ｂ＋Πβ    (ウ) Θβ 

のいずれかである． 

 

(ア)のときは， 

τ１○＋ υ１が確定数より，ν＋ξも確定数となり，ν＋ξ＝τ１○＋ υ１であるので，加法の

定義より，(＊)を得る． 

(イ)のときは， 

τ１○＋ υ１＝ｂ＋Πβであるので，ν＋ξ＝ｂ＋Πβである． 

ここで，μを無限大拡大実数とすれば，σ１とσ２の少なくとも片方は，無限大拡大実数

でなくてはならないので，原始加法σ１○＋ (τ１○＋ υ１)とσ２○＋ (τ２○＋ υ２)の少なくとも片方

は定義されていない．したがって，μは有界拡大実数であるので， 

μ＝ａ＋ｘ， 

ａは有限実数，「ｘ＝０またはｘα」(ｘαは，１／∞αまたは－１／∞αを表す) 

とおくことができる．このとき， 

μ＋(ν＋ξ)＝(ａ＋ｂ)＋ｘα (α＜β)， 

μ＋(ν＋ξ)＝(ａ＋ｂ)＋Πβ (ｘ＝０またはα≧β) 

を得る．また， 

σ１≦μ＝ａ＋ｘ≦σ２， σ１○＋ (ｂ＋Πβ)＝σ２○＋ (ｂ＋Πβ) 

ならば，考えられる場合は， 
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σ１＝σ２＝ａ＋ｘα（α＜β）        ・・・① 

σ１，σ２∈ａ＋Πβ (ｘ＝０またはα≧β) ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝(ａ＋ｂ)＋ｘα． 

②の場合は，σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝(ａ＋ｂ)＋Πβ 

であるので， 

{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))} 

＝(ａ＋ｂ)＋ｘα (α＜β)， 

{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))} 

＝(ａ＋ｂ)＋Πβ (ｘ＝０またはα≧β) 

を得る． 

(ウ)のときは， 

τ１○＋ υ１＝Θβであるので，ν＋ξ＝Θβである．したがって， 

μ＋(ν＋ξ)＝μ  (μ∈ /Θβ)， 

μ＋(ν＋ξ)＝Θβ (μ∈Θβ) 

を得る．また， 

σ１≦μ≦σ２， σ１○＋ Θβ＝σ２○＋ Θβ 

ならば，考えられる場合は， 

σ１＝σ２＝ａα (α＞β，ａαは∞αまたは－∞αを表す) ・・・① 

σ１，σ２∈Θβ ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝ａα＝μ． 

②の場合は，σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝Θβ 

であるので， 

{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))}＝μ  (μ∈ /Θβ)， 

{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))}＝Θβ (μ∈Θβ) 

を得る． 

(ⅱ) τ１○＋ υ１≠τ２○＋ υ２の場合： 

 τ１○＋ υ１≠τ２○＋ υ２で，σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝σ２○＋ (τ２○＋ υ２)となるのは，次のときだ

けである．(∵定理4-10) 

(ア)「σ１＝σ２＝∞α」で， 

τ１○＋ υ１，τ２○＋ υ２が，「(Θα]の元 または Θβ(α＞β)」． 

(イ)「σ１＝σ２＝－∞α」で， 

τ１○＋ υ１，τ２○＋ υ２が，「[Θα)の元 または Θβ(α＞β)」． 

(ウ)「σ１＝σ２＝ａ＋(１／∞α)」で， 

τ１○＋ υ１，τ２○＋ υ２が，「ｂ＋(Πα]の元 または ｂ＋Πβ(α＜β)」． 

(エ)「σ１＝σ２＝ａ－(１／∞α)」で， 

τ１○＋ υ１，τ２○＋ υ２が，「ｂ＋[Πα)の元 または ｂ＋Πβ(α＜β)」． 
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(ア)のときは， 

σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝σ２○＋ (τ２○＋ υ２)＝∞α 

であるので， 

     {χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))}＝∞α 

を得る．また， 

－∞α＜min(τ１○＋ υ１)≦ν＋ξ≦max(τ２○＋ υ２)≦∞α，σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

－∞α＜ν＋ξ≦∞α， μ＝∞α 

である． ゆえに，μ＋(ν＋ξ)＝∞αを得る． 

(イ)のときは， 

σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝σ２○＋ (τ２○＋ υ２)＝－∞α 

であるので， 

      {χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))}＝－∞α 

を得る．また， 

－∞α≦min(τ１○＋ υ１)≦ν＋ξ≦max(τ２○＋ υ２)＜∞α，σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

－∞α≦ν＋ξ＜∞α， μ＝－∞α 

である． ゆえに，μ＋(ν＋ξ)＝－∞αを得る． 

(ウ)のときは， 

σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝σ２○＋ (τ２○＋ υ２)＝ａ＋ｂ＋(１／∞α) 

であるので， 

{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))}＝ａ＋ｂ＋(１／∞α) 

を得る．また， 

ｂ－(１／∞α)＜min(τ１○＋ υ１)≦ν＋ξ≦max(τ２○＋ υ２)≦ｂ＋(１／∞α)， 

σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

ｂ－(１／∞α)＜ν＋ξ≦ｂ＋(１／∞α)， 

μ＝ａ＋(１／∞α) 

である．ゆえに，μ＋(ν＋ξ)＝ａ＋ｂ＋(１／∞α)を得る． 

(エ)のときは， 

σ１○＋ (τ１○＋ υ１)＝σ２○＋ (τ２○＋ υ２)＝ａ＋ｂ－(１／∞α) 

であるので， 

{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))}＝ａ＋ｂ－(１／∞α) 

を得る．また， 

ｂ－(１／∞α)≦min(τ１○＋ υ１)≦ν＋ξ≦max(τ２○＋ υ２)＜ｂ＋(１／∞α)， 

σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

ｂ－(１／∞α)≦ν＋ξ＜ｂ＋(１／∞α)， 

μ＝ａ－(１／∞α) 

である．ゆえに，μ＋(ν＋ξ)＝ａ＋ｂ－(１／∞α)を得る■ 
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６ 定理5-4（加法の結合法則） 

μ，ν，ξを拡大実数とすれば，(μ＋ν)＋ξ＝μ＋(ν＋ξ)が成り立つ． 

証明 定義4-6より，拡大実数の原始加法は， 

(ⅰ) 左有理数と左有理数の加法， 

(ⅱ) 有界拡大実数と有界拡大実数の加法 

の２種類であるが，定理2-21，定理2-24，定理4-4より，原始加法は結合法則が成り立つ． 

したがって，定理5-2，定理5-3より， 

(μ＋ν)＋ξ＝{χ：min((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)≦χ≦max((σ１○＋ τ１)○＋ υ１)} 

       ＝{χ：min(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))≦χ≦max(σ１○＋ (τ１○＋ υ１))} 

       ＝μ＋(ν＋ξ)■ 

 

７ 定理5-5（乗法の交換法則） 

 μ，νを拡大実数とすれば，μν＝νμが成り立つ． 

 証明 定義4-8より，拡大実数の原始乗法は， 

(ⅰ)「正の有理数」と「正の有理数」の乗法， 

(ⅱ)「正の有限拡大実数」と「正の有限拡大実数」の乗法 

であるが，定理2-15の(ⅰ)，定理2-23，定理4-4より，原始乗法は交換法則が成り立つので，

μ，νが正の拡大実数ならば，μν＝νμが成り立つ．したがって，定義4-9より，定理は

成り立つ■ 

 

８ 定理5-6（乗法の結合法則を証明するための予備定理１） 

μ，ν，ξを正の拡大実数とするとき， 

０＜σ１≦μ≦σ２， ０＜τ１≦ν≦τ２， ０＜υ１≦ξ≦υ２， 

(σ１○× τ１)○× υ１＝(σ２○× τ２)○× υ２ 

となる正の拡大実数σ１，σ２，τ１，τ２，υ１，υ２が存在するならば， 

(μν)ξ＝{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}  (＊) 

が成り立つ． 

 証明 (ⅰ) σ１○× τ１＝σ２○× τ２の場合： 

 σ１○× τ１は，ａを正の有限実数とすれば， 

 (ア) 確定数    (イ) ａ＋Πα    (ウ) Σα 

のいずれかである． 

 

(ア)のときは， 

σ１○× τ１が確定数より，μνも確定数となり，μν＝σ１○× τ１であるので，乗法の定義

より，(＊)を得る． 

(イ)のときは， 

σ１○× τ１＝ａ＋Παであるので，μν＝ａ＋Παである． 

ここで，ξを正の無限大拡大実数とすれば，υ２は正の無限大拡大実数でなくてはならな

いので，原始乗法(σ２○× τ２)○× υ２は定義されていない． 
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また，ξを正の無限小拡大実数とすれば，υ１は正の無限小拡大実数でなくてはならない

ので，原始乗法(σ１○× τ１)○× υ１は定義されていない． 

したがって，ξは正の有限拡大実数であるので， 

ξ＝ｂ＋ｙ 

ｂは正の有限実数，「ｙ＝０またはｙβ」(ｙβは，１／∞βまたは－１／∞βを表す)  

とおくことができる．このとき， 

(μν)ξ＝ａｂ＋ｙβ (α＞β)， 

(μν)ξ＝ａｂ＋Πα (ｙ＝０またはα≦β) 

を得る．また， 

０＜υ１≦ξ＝ｂ＋ｙ≦υ２， (ａ＋Πα)○× υ１＝(ａ＋Πα)○× υ２ 

ならば，考えられる場合は， 

υ１＝υ２＝ｂ＋ｙβ (α＞β)          ・・・① 

υ１，υ２∈ｂ＋Πα  (ｙ＝０またはα≦β) ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，(σ１○× τ１)○× υ１＝ａｂ＋ｙβ． 

②の場合は，(σ１○× τ１)○× υ１＝ａｂ＋Πα 

であるので， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)} 

＝ａｂ＋ｙβ (α＞β)， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)} 

＝ａｂ＋Πα (ｙ＝０またはα≦β) 

を得る． 

(ウ)のときは， 

σ１○× τ１＝Σαであるので，μν＝Σαである．したがって， 

(μν)ξ＝ξ  (ξ∈ /Σα)， 

(μν)ξ＝Σα (ξ∈Σα) 

を得る．また， 

０＜υ１≦ξ≦υ２， Σα○× υ１＝Σα○× υ２ 

ならば，考えられる場合は， 

υ１＝υ２＝ｂβ (α＜β，ｂβは∞βまたは１／∞βを表す) ・・・① 

υ１，υ２∈Σα  ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，(σ１○× τ１)○× υ１＝ｂβ＝ξ． 

②の場合は，(σ１○× τ１)○× υ１＝Σα 

であるので， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}＝ξ  (ξ∈ /Σα)， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}＝Σα (ξ∈Σα) 

を得る． 
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(ⅱ) σ１○× τ１≠σ２○× τ２の場合： 

 σ１○× τ１≠σ２○× τ２で，(σ１○× τ１)○× υ１＝(σ２○× τ２)○× υ２となるのは，次のときだ

けである．(∵定理4-10) 

(ア)「υ１＝υ２＝∞β」で， 

σ１○× τ１，σ２○× τ２が，「(Σβ]の元 または Σα(α＜β)」． 

(イ)「υ１＝υ２＝１／∞β」で， 

σ１○× τ１，σ２○× τ２が，「[Σβ)の元 または Σα(α＜β)」． 

(ウ)「υ１＝υ２＝ｂ＋(１／∞β)」で， 

σ１○× τ１，σ２○× τ２が，「ａ＋(Πβ]の元 または ａ＋Πα(α＞β)」． 

(エ)「υ１＝υ２＝ｂ－(１／∞β)」で， 

σ１○× τ１，σ２○× τ２が，「ａ＋[Πβ)の元 または ａ＋Πα(α＞β)」． 

 

(ア)のときは， 

(σ１○× τ１)○× υ１＝(σ２○× τ２)○× υ２＝∞β 

であるので，              

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}＝∞β 

を得る．また， 

１／∞β＜min(σ１○× τ１)≦μν≦max(σ２○× τ２)≦∞β， υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

１／∞β＜μν≦∞β， ξ＝∞β 

である． ゆえに，(μν)ξ＝∞βを得る． 

(イ)のときは， 

(σ１○× τ１)○× υ１＝(σ２○× τ２)○× υ２＝１／∞β 

であるので， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}＝１／∞β 

を得る．また， 

１／∞β≦min(σ１○× τ１)≦μν≦max(σ２○× τ２)＜∞β，υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

１／∞β≦μν＜∞β， ξ＝１／∞β 

である． ゆえに，(μν)ξ＝１／∞βを得る． 

(ウ)のときは， 

(σ１○× τ１)○× υ１＝(σ２○× τ２)○× υ２＝ａｂ＋(１／∞β) 

であるので， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}＝ａｂ＋(１／∞β) 

を得る．また， 

ａ－(１／∞β)＜min(σ１○× τ１)≦μν≦max(σ２○× τ２)≦ａ＋(１／∞β) 

υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

ａ－(１／∞β)＜μν≦ａ＋(１／∞β)， ξ＝ｂ＋(１／∞β) 

である．ゆえに，(μν)ξ＝ａｂ＋(１／∞β)を得る． 
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(エ)のときは， 

(σ１○× τ１)○× υ１＝(σ２○× τ２)○× υ２＝ａｂ－(１／∞β) 

であるので， 

{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)}＝ａｂ－(１／∞β) 

を得る．また， 

ａ－(１／∞β)≦min(σ１○× τ１)≦μν≦max(σ２○× τ２)＜ａ＋(１／∞β)， 

υ１＝ξ＝υ２ 

であるので， 

ａ－(１／∞β)≦μν＜ａ＋(１／∞β)， ξ＝ｂ－(１／∞β) 

である．ゆえに，(μν)ξ＝ａｂ－(１／∞β)を得る■ 

 

９ 定理5-7（乗法の結合法則を証明するための予備定理２） 

μ，ν，ξを正の拡大実数とするとき， 

０＜σ１≦μ≦σ２， ０＜τ１≦ν≦τ２， ０＜υ１≦ξ≦υ２， 

σ１○× (τ１○× υ１)＝σ２○× (τ２○× υ２) 

となる正の拡大実数σ１，σ２，τ１，τ２，υ１，υ２が存在するならば， 

μ(νξ)＝{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}  (＊) 

が成り立つ． 

 証明 (ⅰ) τ１○× υ１＝τ２○× υ２の場合： 

 τ１○× υ１は，ｂを正の有限実数とすれば， 

 (ア) 確定数，    (イ) ｂ＋Πβ，    (ウ) Σβ 

のいずれかである． 

 

(ア)のときは， 

τ１○× υ１が確定数より，νξも確定数となり，νξ＝τ１○× υ１であるので，乗法の定義

より，(＊)を得る． 

(イ)のときは， 

τ１○× υ１＝ｂ＋Πβであるので，νξ＝ｂ＋Πβである． 

ここで，μを正の無限大拡大実数とすれば，σ２は正の無限大拡大実数でなくてはならな

いので，原始乗法σ２○× (τ２○× υ２)は定義されていない． 

また，μを正の無限小拡大実数とすれば，σ１は正の無限小拡大実数でなくてはならない

ので，原始乗法σ１○× (τ１○× υ１)は定義されていない． 

したがって，μは正の有限拡大実数であるので， 

μ＝ａ＋ｘ， 

ａは正の有限実数，「ｘ＝０またはｘα」(ｘαは，１／∞αまたは－１／∞αを表す) 

とおくことができる．このとき， 

μ(νξ)＝ａｂ＋ｘα (α＜β)， 

μ(νξ)＝ａｂ＋Πβ (ｘ＝０またはα≧β) 

を得る．また， 

０＜σ１≦μ＝ａ＋ｘ≦σ２， σ１○× (ａ＋Πβ)＝σ２○× (ａ＋Πβ) 
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ならば，考えられる場合は， 

σ１＝σ２＝ａ＋ｘα (α＜β)        ・・・① 

σ１，σ２∈ａ＋Πβ  (ｘ＝０またはα≧β) ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，σ１○× (τ１○× υ１)＝ａｂ＋ｘα． 

②の場合は，σ１○× (τ１○× υ１)＝ａｂ＋Πβ 

であるので， 

{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))} 

＝ａｂ＋ｘα (α＜β)， 

{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))} 

＝ａｂ＋Πβ (ｘ＝０またはα≧β) 

を得る． 

(ウ)のときは， 

τ１○× υ１＝Σβであるので，νξ＝Σβである．したがって， 

μ(νξ) ＝μ  (μ∈ /Σβ)， 

μ(νξ) ＝Σβ (μ∈Σβ) 

を得る．また， 

０＜σ１≦μ≦σ２， σ１○× Σβ＝σ２○× Σβ 

ならば，考えられる場合は， 

σ１＝σ２＝ａα (α＞β，ａαは∞αまたは１／∞αを表す) ・・・① 

σ１，σ２∈Σβ ・・・② 

だけであるが， 

①の場合は，σ１○× (τ１○× υ１)＝ａα＝μ． 

②の場合は，σ１○× (τ１○× υ１)＝Σβ 

であるので， 

{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}＝μ  (μ∈ /Σβ)， 

{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}＝Σβ (μ∈Σβ) 

を得る． 

(ⅱ) τ１○× υ１≠τ２○× υ２の場合： 

 τ１○× υ１≠τ２○× υ２で，σ１○× (τ１○× υ１)＝σ２○× (τ２○× υ２)となるのは，次のときだ

けである．(∵定理4-14) 

(ア)「σ１＝σ２＝∞α」で， 

τ１○× υ１，τ２○× υ２が，「(Σα]の元 または Σβ(α＞β)」． 

(イ)「σ１＝σ２＝１／∞α」で， 

τ１○× υ１，τ２○× υ２が，「[Σα)の元 または Σβ(α＞β)」． 

(ウ)「σ１＝σ２＝ａ＋(１／∞α)」で， 

τ１○× υ１，τ２○× υ２が，「ｂ＋(Πα] の元 または ｂ＋Πβ(α＜β)」． 

(エ)「σ１＝σ２＝ａ－(１／∞α)」で， 

τ１○× υ１，τ２○× υ２が，「ｂ＋[Πα) の元 または ｂ＋Πβ(α＜β)」． 
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(ア)のときは， 

σ１○× (τ１○× υ１)＝σ２○× (τ２○× υ２)＝∞α 

であるので， 

      {χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}＝∞α 

を得る．また， 

１／∞α＜min(τ１○× υ１)≦νξ≦max(τ２○× υ２)≦∞α， σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

１／∞α＜νξ≦∞α， μ＝∞α 

である．ゆえに，μ(νξ) ＝∞αを得る． 

(イ)のときは， 

σ１○× (τ１○× υ１)＝σ２○× (τ２○× υ２)＝１／∞α 

であるので， 

     {χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}＝１／∞α 

を得る．また， 

１／∞α≦min(τ１○× υ１)≦νξ≦max(τ２○× υ２)＜∞α， σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

１／∞α≦νξ＜∞α， μ＝１／∞α 

である．ゆえに，μ(νξ) ＝１／∞αを得る． 

(ウ)のときは， 

σ１○× (τ１○× υ１)＝σ２○× (τ２○× υ２)＝ａｂ＋(１／∞α) 

であるので， 

{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}＝ａｂ＋(１／∞α) 

を得る．また， 

ｂ－(１／∞α)＜min(τ１○× υ１)≦νξ≦max(τ２○× υ２)≦ｂ＋(１／∞α)， 

σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

ｂ－(１／∞α)＜νξ≦ｂ＋(１／∞α)， μ＝ａ＋(１／∞α) 

である．ゆえに，μ(νξ)＝ａｂ＋(１／∞α)を得る． 

(エ)のときは， 

σ１○× (τ１○× υ１)＝σ２○× (τ２○× υ２)＝ａｂ－(１／∞α) 

であるので， 

{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))}＝ａｂ－(１／∞α) 

を得る．また， 

ｂ－(１／∞α)≦min(τ１○× υ１)≦νξ≦max(τ２○× υ２)＜ｂ＋(１／∞α)， 

σ１＝μ＝σ２ 

であるので， 

ｂ－(１／∞α) ≦νξ＜ｂ＋(１／∞α)， μ＝ａ－(１／∞α) 

である．ゆえに，μ(νξ)＝ａｂ－(１／∞α)を得る■ 
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10 定理5-8（乗法の結合法則） 

μ，ν，ξを拡大実数とすれば，(μν)ξ＝μ(νξ)が成り立つ． 

証明 μ，ν，ξの少なくとも１つが０ならば，両辺ともに０である．μ，ν，ξのそれ

ぞれの符号が変わっても，両辺の符号は一致する．したがって，μ，ν，ξが，すべて正の

場合を証明すればよい．定義4-8より，拡大実数の原始乗法は， 

(ⅰ)「正の有理数」と「正の有理数」の乗法． 

(ⅱ)「正の有限拡大実数」と「正の有限拡大実数」の乗法 

であるが，定理2-15の(ⅱ)，定理2-24，定理4-4より，原始乗法は結合法則が成り立つ． 

したがって，定理5-6，定理5-7より， 

(μν)ξ＝{χ：min((σ１○× τ１)○× υ１)≦χ≦max((σ１○× τ１)○× υ１)} 

       ＝{χ：min(σ１○× (τ１○× υ１))≦χ≦max(σ１○× (τ１○× υ１))} 

       ＝μ(νξ)■ 

 

11 分配法則 

 拡大実数の分配法則は，一般的には成り立たない．実際， 

∞α{√２＋(－１)}＝∞α． 

∞α・√２＋∞α・(－１)＝∞α＋(－∞α)＝Θα． 

しかし，以下の定理が成り立つ． 

 

12 定理5-9（定理5-12を証明するための予備定理１） 

μ，ν∈Ｄとするとき，－μ＋(－ν)＝－(μ＋ν)が成り立つ． 

証明 (ⅰ)初めに，μ，νがともに無限小拡大実数の場合を証明する． 

μ＝１／∞α，ν＝１／∞βならば， 

        (－μ)＋(－ν)＝－１／∞α ＋(－１／∞β) 

＝－１／∞min{α，β }． 

          －(μ＋ν)＝－(１／∞α＋１／∞β) 

＝－(１／∞min{α，β })  

＝－１／∞min{α，β }． 

μ＝－１／∞α，ν＝－１／∞βならば， 

        (－μ)＋(－ν)＝１／∞α＋１／∞β 

＝１／∞min{α，β }． 

          －(μ＋ν)＝－{－１／∞α＋(－１／∞β)} 

＝－{－(１／∞min{α，β })} 

＝１／∞min{α，β }． 

μ＝１／∞α，ν＝－１／∞βならば， 

         (－μ)＋(－ν)＝－１／∞α＋１／∞β 

                  －１／∞α (α＜β)，  

               ＝  Πα (α＝β)， 

                  １／∞β (α＞β)． 
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          －(μ＋ν)＝－{１／∞α＋(－１／∞β)} 

                  －１／∞α (α＜β)，  

               ＝  －Πα (α＝β)， 

                  －(－１／∞β) (α＞β) 

                  －１／∞α (α＜β)，  

               ＝  Πα (α＝β)， 

                  １／∞β (α＞β)． 

μ＝－１／∞α，ν＝１／∞βならば， 

         (－μ)＋(－ν)＝１／∞α＋(－１／∞β) 

                  １／∞α (α＜β)，  

               ＝  Πα (α＝β)， 

                  －１／∞β (α＞β)． 

           －(μ＋ν)＝－(－１／∞α＋１／∞β) 

                  －(－１／∞α) (α＜β)，  

               ＝  －Πα (α＝β)， 

                  －１／∞β (α＞β) 

                  １／∞α (α＜β)，  

                ＝  Πα (α＝β)， 

                  －１／∞β (α＞β)． 

(ⅱ) μ，νがともに有界拡大実数の場合： 

μ＝ａ＋ｘ，ν＝ｂ＋ｙ；ａ，ｂ∈Ｒ；ｘ，ｙ∈Π０と表すことができるので， 

     (－μ)＋(－ν)＝(－ａ－ｘ)＋(－ｂ－ｙ) 

          ＝{－ａ＋(－ｂ)}＋{(－ｘ)＋(－ｙ)} 

         ＝－(ａ＋ｂ)＋{－(ｘ＋ｙ)} (∵ａ，ｂ∈Ｒ；ｘ，ｙ∈Π０；(ⅰ)) 

         ＝－{(ａ＋ｂ)＋(ｘ＋ｙ)} 

          ＝－{(ａ＋ｘ)＋(ｂ＋ｙ)} 

          ＝－(μ＋ν)． 

(ⅲ) μ，νの少なくとも片方が無限大拡大実数の場合： 

 μが無限大拡大実数でνが有界拡大実数ならば，(－μ)＋(－ν)＝－μ＝－(μ＋ν)． 

  μが有界拡大実数でνが無限大拡大実数ならば，(－μ)＋(－ν)＝－ν＝－(μ＋ν)． 

 μ＝∞α，ν＝∞βならば， 

(－μ)＋(－ν)＝(－∞α)＋(－∞β) 

              ＝－∞max{α，β }． 

          －(μ＋ν)＝－(∞max{α，β }) 

              ＝－∞max{α，β }． 

μ＝－∞α，ν＝－∞βならば， 

(－μ)＋(－ν)＝∞α＋∞β 

              ＝∞max{α，β }． 

          －(μ＋ν)＝－(－∞max{α，β }) 

              ＝∞max{α，β }． 
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μ＝－∞α，ν＝∞βならば， 

(－μ)＋(－ν)＝∞α＋(－∞β)  

       －∞β (α＜β)， 

       ＝  Θα (α＝β)， 

       ∞α (α＞β)． 

－(μ＋ν)＝－{(－∞α)＋∞β} 

       －∞β (α＜β)， 

    ＝  －Θα (α＝β)， 

       －(－∞α) (α＞β) 

     －∞β (α＜β)， 

    ＝  Θα (α＝β)， 

       ∞α (α＞β)． 

μ＝∞α，ν＝－∞βならば， 

(－μ)＋(－ν)＝－∞α＋∞β 

       ∞β (α＜β)， 

    ＝  Θα (α＝β)， 

       －∞α (α＞β)． 

－(μ＋ν)＝－{∞α＋(－∞β)} 

       －(－∞β) (α＜β)， 

    ＝  －Θα (α＝β)， 

       －∞α (α＞β) 

       ∞β (α＜β)， 

    ＝  Θα (α＝β)， 

       －∞α (α＞β)■ 

 

13 定理5-10（定理5-12を証明するための予備定理２） 

 μ，ν，ξ∈Ｄ＋とするとき， 

(ⅰ) μ(ν＋ξ)＝μν＋μξ・・・(＊)が成り立てば，次の式も成り立つ．          

      (ⅰ－ア) μ{(－ν)＋(－ξ)}＝μ(－ν)＋μ(－ξ)． 

(ⅰ－イ) (－μ){ν＋ξ}＝(－μ)ν＋(－μ)ξ． 

(ⅰ－ウ) (－μ){(－ν)＋(－ξ)}＝(－μ)(－ν)＋(－μ)(－ξ)． 

(ⅱ) μ{ν＋(－ξ)}＝μν＋μ(－ξ)・・・(＊＊)が成り立てば，次の式も成り立つ．   

(ⅱ－ア) μ{(－ν)＋ξ)}＝μ(－ν)＋μξ． 

(ⅱ－イ) (－μ){ν＋(－ξ)}＝(－μ)ν＋(－μ)(－ξ)． 

(ⅱ－ウ) (－μ){(－ν)＋ξ}＝(－μ)(－ν)＋(－μ)ξ． 

 証明 (ⅰ) 定理5-9と(＊)より， 

(ⅰ－ア) μ{(－ν)＋(－ξ)}＝μ{－(ν＋ξ)} 

＝－{μ(ν＋ξ)} 

＝－(μν＋μξ) 

＝{－(μν)}＋{－(μξ)} 
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＝μ(－ν)＋μ(－ξ)． 

      (ⅰ－イ) (－μ)(ν＋ξ)＝－{μ(ν＋ξ)} 

＝－(μν＋μξ) 

＝{－(μν)}＋{－(μξ)} 

＝(－μ)ν＋(－μ)ξ． 

      (ⅰ－ウ) (－μ){(－ν)＋(－ξ)}＝(－μ){－(ν＋ξ)} 

                      ＝μ(ν＋ξ) 

                      ＝μν＋μξ 

                      ＝(－μ)(－ν)＋(－μ)(－ξ) ■ 

 

(ⅱ) 定理5-9と(＊＊)より， 

(ⅱ－ア) μ{(－ν)＋ξ}＝μ{－(ν＋(－ξ))} 

＝－{μ(ν＋(－ξ))} 

＝－{μν＋μ(－ξ)} 

＝－{μν＋(－μξ)} 

＝{－(μν)}＋{－(－μξ)} 

＝μ(－ν)＋μξ． 

(ⅱ－イ) (－μ){ν＋(－ξ)}＝－{μ(ν＋(－ξ))} 

＝－{μν＋μ(－ξ)} 

＝－{μν＋(－μξ)} 

＝{－(μν)}＋{－(－μξ)} 

＝(－μ)ν＋(－μ)(－ξ)． 

      (ⅱ－ウ) (－μ){(－ν)＋ξ}＝(－μ){－(ν＋(－ξ))} 

                    ＝μ{ν＋(－ξ)} 

                    ＝μν＋μ(－ξ) 

                    ＝(－μ)(－ν)＋(－μ)ξ■ 

 

14 定理5-11（定理5-12を証明するための予備定理３） 

μ，ν，ξ∈Ｄ＋とするとき， 

(ⅰ) μ(ν＋ξ)＝μν＋μξが成り立つ． 

(ⅱ) μν＋μ(－ξ)が確定数ならば，μ{ν＋(－ξ)}＝μν＋μ(－ξ)が成り立つ． 

証明 μ，ν，ξ∈Ｄ＋を，それぞれ，無限小、有限、無限大の場合に分けて， 

μ(ν＋ξ)， μν＋μξ， μ{ν＋(－ξ)}， μν＋μ(－ξ) 

の値を，それぞれ求めて一覧表にする．初めに若干の記号を約束する．  

〈ア〉ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ＋とする． 

〈イ〉μ，ν，ξは，それぞれ，μ，ν，ξ∈Ｄ＋の無限小部分を表す．  

例：μ＝１＋(１／∞α)ならば，μ＝１／∞αである． 

〈ウ〉ｘαは「１／∞α  または －(１／∞α)」の無限小を表す．ｙβ，ｚγも同様である． 

例：ａ＋ｘαは「ａ＋(１／∞α) または ａ－(１／∞α)」のことである． 

〈エ〉(※)は欄外に記載する． 
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μ，ν，ξ 条   件  μ(ν＋ξ) μν＋μξ 条   件  μ{ν＋(－ξ)} μν＋μ(－ξ) 

μ＝１／∞α  

ν＝１／∞β  

ξ＝１／∞γ  

α≧β，γ μ μ γ＞α≧β μ μ 

β＞α≧γ 

γ＞α≧β β＞α≧γ －μ －μ 

γ≧β＞α ν ν γ＞β＞α ν ν 

β＞γ＞α ξ ξ β＞γ＞α －ξ －ξ 

α≧β＝γ Πα  Πα  

β＝γ＞α Πβ  Πβ  

α≧β＞γ －μ Πα  

α≧γ＞β μ Πα  

μ＝１／∞α  

ν＝１／∞β  

ξは有限 

 μ μ β＞α －μ －μ 

α≧β －μ Πα  

μ＝１／∞α  

ν＝１／∞β  

ξ＝∞γ  

α≧β＞γ μ μ β＞α＞γ －μ －μ 

α＞β＝γ β≧γ＞α －ξ －ξ 

β＞α＞γ γ＞α≧β 

α＞γ＞β γ＞β＞α 

β≧γ＞α ξ ξ β＞α＝γ －Σα  －Σα  

γ＞α≧β α＞β≧γ －μ Πα  

γ＞β＞α α＝β＞γ 

α＝γ≧β Σα  Σα  α＞γ＞β 

β＞α＝γ α＝γ≧β －Σα  －Σα∪Πα  

μ＝１／∞α  

ν＝ｂ＋ｙβ  

ξ＝ｃ＋ｚγ  

 μ  μ ｂ＞ｃ μ Πα  

ｂ＜ｃ －μ Πα  

ｂ＝ｃ 

ｙβとｚγは

同符合で 

α≧β＝γ 

Πα  Πα  

ｂ＝ｃ 

ｙβとｚγは

同符合で 

α＜β＝γ 

Πβ  Πα  

その他 確定数 Πα  

μ＝１／∞α  

νは有限 

α＞γ μ μ α＜γ －ξ －ξ 

α＝γ Σα  Σα  α＝γ －Σα  －Σα∪Πα  
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ξ＝∞γ α＜γ ξ ξ α＞γ －ξ Πα  

μ＝１／∞α  

ν＝∞β  

ξ＝∞γ  

α＞β≧γ μ μ β＞α≧γ ν ν 

α＞γ＞β β＞γ＞α 

β＞α≧γ ν ν γ＞α≧β －ξ －ξ 

β≧γ＞α γ＞β＞α 

γ＞α≧β ξ ξ α＝β＝γ Θα  Θα  

γ＞β＞α β＝γ＞α Θβ  Θβ  

α＝β≧γ Σα  Σα  α＞β＝γ Πα  Πα  

α＝γ＞β α＞β＞γ μ Πα  

α＞γ＞β －μ Πα  

α＝β＞γ Σα  Σα∪Πα  

α＝γ＞β －Σα  －Σα∪Πα  

μ＝ａ＋μ 

ν＝ｂ＋ν  

ξ＝ｃ＋ξ  

ａ ∈ Ｒ＋  

ｂ ∈ Ｒ＋∪{０}  

ｃ ∈ Ｒ＋∪{０}  

 

ｂ＝ｃ＝０ ν＋ξ ν＋ξ ｂ＝ｃ＝０ ν＋(－ξ) ν＋(－ξ) 

ｂ＝０ 

ｃ≠０ 

ａｃ＋ 

μ＋ν＋ξ 

ａｃ＋ 

μ＋ν＋ξ 

ｂ＝０ 

ｃ≠０ 

－(ａｃ＋ 

μ－ν＋ξ) 

－(ａｃ＋ 

μ－ν＋ξ) 

ｂ≠０ 

ｃ＝０ 

ａｂ＋ 

μ＋ν＋ξ 

ａｂ＋ 

μ＋ν＋ξ 

ｂ≠０ 

ｃ＝０ 

ａｂ＋ 

μ＋ν－ξ 

ａｂ＋ 

μ＋ν－ξ 

ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ａ (ｂ ＋ ｃ ) 

＋ μ ＋ ν ＋

ξ 

ａ (ｂ ＋ ｃ ) 

＋ μ ＋ ν ＋

ξ 

ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ｂ＞ｃ 

（※１） 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

μ＋ν－ξ 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

μ＋ν－ξ 

ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ｂ＞ｃ 

（※２） 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

μ＋ν－ξ 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

Πα＋ν－ξ 

ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ｂ＜ｃ 

（※３） 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

(－μ＋ν－ξ) 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

(－μ＋ν－ξ) 

ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ｂ＜ｃ 

（※４） 

ａ(ｂ－ｃ)＋ 

(－μ＋ν－ξ)  

ａ (ｂ－ｃ)＋ 

Πα＋ν－ξ 

ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ｂ＝ｃ 

（※５） 

ν－ξ ν－ξ 
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    ｂ≠０ 

ｃ≠０ 

ｂ＝ｃ 

（※６） 

ν－ξ Πα＋ν－ξ 

μ＝ａ＋μ 

ν＝ｂ＋ν  

ξ＝∞γ  

ａ ∈ Ｒ＋  

ｂ ∈ Ｒ＋∪{０}  

 ξ  ξ  －ξ －ξ 

μ＝ａ＋μ 

ν＝∞β  

ξ＝∞γ  

ａ ∈ Ｒ＋  

 Amax{ν，ξ} 

 

Amax{ν，ξ}

 

 ν－ξ ν－ξ 

μ＝∞α  

ν＝１／∞β  

ξ＝１／∞γ  

 

 

 

α＞β≧γ μ μ γ＞α＞β μ μ 

α＝β＞γ β＞α＞γ －μ －μ 

α≧γ＞β γ＞β＞α ν ν 

β＞α＞γ β＞γ＞α －ξ －ξ 

γ＞α＞β α≧β＝γ Θα  Θα  

β＝γ＞α ν ν γ＞α＝β Σα  Σα  

γ＞β＞α β＞α＝γ －Σα  －Σα  

β＞γ＞α ξ ξ β＝γ＞α Πβ  Πβ  

β≧α＝γ Σα  Σα  α≧γ＞β μ Θα  

γ＞α＝β α≧β＞γ －μ Θα  

μ＝∞α  

ν＝１／∞β  

ξは有限 

 μ μ α＜β －μ －μ 

α≧β －μ Θα  

μ＝∞α  

ν＝ｂ＋ν  

ξ＝ｃ＋ξ  

ｂ ∈ Ｒ＋  

ｃ ∈ Ｒ＋  

 

 

 

 

 

 

 

 μ  μ ｂ＞ｃ μ Θα  

ｂ＜ｃ －μ Θα  

ｂ＝ｃ 

ν－ξ＝Πβ

(β≦α) 

Θα  Θα  

ｂ＝ｃ 

ν－ξ＝Πβ

(β＞α) 

Πβ  Θα  

ｂ＝ｃ 

ν－ξが 

確定数 

Σα，－Σα，μ，

－μ，ν，－ξ 

のいずれか 

Θα  

μ＝∞α  α≧γ μ μ β＞α≧γ －μ －μ 
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ν＝１／∞β  

ξ＝∞γ  

 

α＜γ ξ ξ β≧γ＞α －ξ －ξ 

γ＞α≧β 

γ＞β＞α 

α≧β，γ －μ Θα  

μ＝∞α  

νは有限  

ξ＝∞γ  

α≧γ μ μ α≧γ －μ Θα  

α＜γ ξ ξ α＜γ －ξ －ξ 

μ＝∞α  

ν＝∞β  

ξ＝∞γ  

 

α≧β，γ μ μ β＞α≧γ ν ν 

β≧γ＞α ν ν β＞γ＞α 

β＞α≧γ γ＞α≧β －ξ －ξ 

γ＞α≧β ξ ξ γ＞β＞α 

γ＞β＞α α≧β＝γ Θα  Θα  

β＝γ＞α Θβ  Θβ  

α≧β＞γ μ Θα  

α≧γ＞β －μ Θα  

 

（※１）「μ＋ν－ξ＝Πα＋ν－ξ」または「μ＝０」 

（※２）「μ＋ν－ξ≠Πα＋ν－ξ」かつ「μ≠０」 

（※３）「－μ＋ν－ξ＝Πα＋ν－ξ」または「μ＝０」 

（※４）「－μ＋ν－ξ≠Πα＋ν－ξ」かつ「μ≠０」 

（※５）「ν－ξ＝Πα＋ν－ξ」または「μ＝０」 

（※６）「ν－ξ≠Πα＋ν－ξ」かつ「μ≠０」 

 

表より，次のことが確認される． 

(ⅰ) μ(ν＋ξ)とμν＋μξの値は常に等しい．  

(ⅱ) μν＋μ(－ξ)の値が確定数の欄だけを見れば，μ{ν＋(－ξ)}とμν＋μ(－ξ)

の値は等しい■ 

 

15 定理5-12 

μ，ν，ξ∈Ｄにおける分配法則 μ(ν＋ξ)＝μν＋μξは， 

(ⅰ) μ，ν，ξの少なくとも１つが０ならば成り立つ．  

(ⅱ) ν，ξが同符号ならば成り立つ． 

(ⅲ) μν＋μξが確定数ならば成り立つ． 

証明 (ⅰ)は明らか． 

(ⅱ)は，(ⅰ)と，定理5-10の(ⅰ)と，定理5-11の(ⅰ)による． 

(ⅲ)は，(ⅰ)と，定理5-10の(ⅱ)と，定理5-11の(ⅱ)による■ 
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第６章 累乗 

 

１ 有限実核すべての集合をＲで表すとき，有限実核の基に，その有限実核が対応する写

像 ζ：Ｒ→Ｒ は，大小関係，加法，乗法についての同型写像である．実際，定理4-4によ

り，定理4-2と同様に証明することができる． 

この章の目的は，この写像ζが，累乗についても同型写像になる，すなわち， 

ｘ∈Ｒ＋，ｙ∈Ｒ＋ならば，ζ(ｘ)ζ(ｙ )＝ζ(ｘｙ) 

が成り立つように，「拡大実数の累乗」を定義することである． 

 

２ ｘが正の拡大実数で，ｍが正の有限整数ならば，累乗ｘｍの意味は，拡大実数の乗法の

定義より容易に類推される．すなわち， 

(ⅰ) ｘが正の無限大拡大実数∞βならば，ｘｍ ＝∞β
ｍ＝∞β．  

(ⅱ) ｘが正の有限拡大実数ｒ＋ｂ，「ｒ∈Ｒ＋，ｂ∈Π０」ならば， 

ｘｍ ＝ｒｍ＋ｍｂ＝ｒｍ＋ｂ． 

(ⅲ) ｘが正の無限小拡大実数１／∞βならば，ｘｍ ＝１／(∞β
ｍ)＝１／∞β 

である． 

したがって，１で述べた目的を達成するためには，ｍの数の適用範囲を，正の有限整数か

ら正の拡大実数に拡張すればよいのであるが，その際，これまで述べてきた内容と矛盾しな

いようにしなくてはならないし，不自然な結果が導かれるような定義は避けなくてはならな

いので，少なくとも次の３つの注意が必要である． 

 

【注意１】拡大実数は，カージナル数の拡張であるので，拡大実数の累乗も，カージナル数

の累乗と矛盾しないようにしなくてはならない．特に，この小冊子では，一般連続

体仮説が成り立つものと仮定していることを忘れないようにしなくてはならない． 

 

【注意２】ｘ，ｍ∈Ｒの場合は，定理4-4より，ｘｍの定義は決まっているものと考えなくて

はならないので，その定義と矛盾しないようにしなくてはならない．  

 

【注意３】例えば，ｘ＝(１／２)＋(１／∞０)，ｍ＝∞１として，ｘｍを考えるとき，不用意

に，上記の(ⅱ)と同じ方法を用いれば， 

ｘｍ ＝ｒｍ＋ｍｂ 

＝(１／２)∞１＋∞１(１／∞０) 

＝{１／(２∞１)}＋∞１ 

＝(１／∞２)＋∞１＝∞１ ・・・(ア) 

となる．しかし，一方で，０＜ｘ＜１であることを考えれば， 

ｘｍ＝ｘ∞１≦１∞１＝１ ・・・(イ) 

となるのが自然であり，(ア)と(イ)は明らかに矛盾する．このような矛盾が生じな

いように，定義を定めなくてはならない． 
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３ 定義6-1（自然写像） 

カージナル数から非負の整数への，次の全単射κを自然写像という．ただし，カージナル

数ｎは０≦ｎ＜  ．０で，整数ｎは０≦ｎ＜∞０とするא 

                  ｎ → ｎ， 

              κ：  

 ．α→ ∞αא                   

 

 補足：定理1-1における写像κと，定義6-1における写像κは，同じ写像である． 

 

４ 定義6-2（整数の整数乗） 

非負の整数の累乗は，自然写像κに関して，カージナル数の累乗と同型とする． 

 

例：∀α∈Ｗ，２
＝αא    α＋１であるので，２∞α＝∞α＋１．(∵一般連続体仮説)א 

 例： αא 
０＝１であるので，∞α

０＝１． 

 ，β＋１ (α≦β)，            ∞β＋１ (α≦β)א         

例： αא 

β＝          であるので，∞αא 
∞β＝  

 ．α (α＞β)                ∞α (α＞β)א         

 

５ 定義6-3（整数の累乗根）  

ａ，ｎは正の整数で，集合Ｘ＝{ｘ：ｘｎ＝ａ，ｘ∈<Ｒ>} が空集合でないとき，Ｘをａの

累乗根(ｎ乗根)といい，Ｘに属する正の数すべての集合Ｘ＋を，ｎ√ａまたはａ１／ｎで表す． 

ただし， 

(ⅰ) Ｘ＋が１つの元からなる集合{ｘ}の場合は，ｘをａの確定累乗根(確定ｎ乗根)といい，

ｎ√ａ＝ｘ またはａ１／ｎ＝ｘとする．  

(ⅱ) Ｘ＋が２つ以上の元からなる集合の場合は，Ｘ＋をａの不定累乗根(不定ｎ乗根)とい

い，ｎ√ａ＝Ｘ＋
 または ａ

１／ｎ＝Ｘ＋とする． 

 

例：ａを正の整数とすれば，１√ａ(＝ａ)は確定累乗根である． 

 

例：ｘ２＝∞０，ｘ∈<Ｒ>・・・(＊)とすれば， 

ｘ∈Ｒならば，(＊)を満たすｘは存在しない． 

ｘ∈ζ(－∞０)∪ζ(∞０)ならば， ｘ＝∞０ または ｘ＝－∞０． 

したがって，Ｘ＋＝{∞０}であるので，√∞０(＝∞０)は確定累乗根である． 

 

例：ｘ∞０＝∞１，ｘ∈<Ｒ>とすれば，２∞０＝３∞０＝・・・＝∞０
∞０＝∞１

∞０＝∞１より， 

{２，３，・・・，∞０，∞１}＝Ｘ＋＝∞０√∞１ 

であるので，∞０√∞１は不定累乗根である． 
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６ 定義6-4（原始累乗根） 

ａが２以上の整数で，ｎが正の有限整数である累乗根ｎ√ａを原始累乗根という． 

  

例：２以上の整数ａは，すべて原始累乗根である．実際，ａ＝１√ａである． 

 

７ 定義6-5（原始累乗根の累乗） 

ｎ√ａを原始累乗根，ｍを正の整数とするとき， 

(ｎ√ａ)ｍ＝ｎ√(ａｍ) 

とする．ここで，ｎ√(ａｍ)は，ａｍ／ｎと表すこともある． 

 

例：(ｎ√２)∞α ＝ｎ√(２∞α) (∵定義6-5) 

＝ｎ√∞α＋１ (∵定義6-2) 

＝∞α＋１．(∵定義6-3，ｎが正の有限整数) 

  

８ 定理6-1（原始累乗根の性質） 

 σ＝ｎ√ａを原始累乗根とする． 

(ⅰ) σは確定累乗根である． 

(ⅱ) １＜σ∈<Ｒ>＋．     

(ⅲ) １＜σ≦∞α＋１，すなわち，２≦ａ≦∞α＋１ならば，σ∞α＝∞α＋１． 

   (ⅳ) ∞α＋２≦σ＝∞β，すなわち，∞α＋２≦ａ＝∞βならば，σ∞α＝∞β． 

 証明 (ⅰ) 方程式ｘｎ＝ａ・・・(＊)において，ｎを正の有限整数とすれば，(＊)を満た

すｘ∈<Ｒ>＋は， 

(ア) ２≦ａ＜∞０ならば，ｎ√ａだけ， 

(イ) ａ＝∞βならば，∞βだけ 

である．したがって，σは確定累乗根である■ 

 

(ⅱ) ｎが正の有限整数より， 

(ア) ２≦ａ＜∞０ならば，定理4-4より，１＜ｎ√２≦ｎ√ａ＝σ∈Ｒ＋． 

      (イ) ａ＝∞βならば，σ＝ｎ√∞β＝∞β∈ζ(∞０)■ 

 

(ⅲ) σ∞α＝(ｎ√ａ)∞α＝ｎ√(ａ∞α) (∵定義6-5) 

＝ｎ√∞α＋１ (∵定義6-2，２≦ａ≦∞α＋１) 

＝∞α＋１．(∵定義6-3，ｎが正の有限整数)■ 

 

（ⅳ）σ∞α＝(ｎ√ａ)∞α＝ｎ√(ａ∞α) (∵定義6-5) 

＝ｎ√∞β (∵定義6-2，∞α＋２≦ａ＝∞β) 

＝∞β．(∵定義6-3，ｎが正の有限整数)■ 
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９ 定義6-6（原始累乗） 

 有限拡大実数すべての領域をDとすれば， 

D＋＝{ｘ：１／∞０＜ｘ＜∞０} 

である．このとき，次の２種類の累乗「σのτ乗：σ○∧ τ」を原始累乗という．ただし，記

号“○∧ ”は，その演算が原始累乗であることを表す． 

(ⅰ)「１＋(１／∞０)＜σ∈ D＋，τ∈ D＋」の累乗．  

σ＝ｒ＋ｂ，「１＜ｒ∈Ｒ＋，ｂ∈Π０」;  

τ＝ｓ＋ｃ，「０＜ｓ∈Ｒ＋，ｃ∈Π０」 

  のとき，σ○∧ τ＝ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)とする．(定理4-4，定義2-9を用いる) 

(ⅱ)「σ＝ｎ√ａは原始累乗根，τは正の整数」の累乗．(定義6-5を用いる) 

 

例：π○∧ √２＝π√２．(∵定義6-6の(ⅰ)) 

 例：{π＋(１／∞α)}○∧ √２＋(１／∞β)＝π√２＋(１／∞min{α，β })．(∵定義6-6の(ⅰ)) 

例：{π＋(１／∞α)}○∧ √２－(１／∞α)＝π√２＋Πα．(∵定義6-6の(ⅰ))  

例：(３√２)○∧ ∞α＝３√(２∞α)＝３√∞α＋１＝∞α＋１．(∵定義6-6の(ⅱ)) 

例：∞α
○∧ √５＋(１／∞β)は定義されていない． 

 

補足：σ，τが，定義6-6の(ⅱ)に該当する場合の中で，σ，τ∈ D＋の場合は，(ⅰ)にも

該当するが，どちらに該当するとしても，定義6-5より，その演算結果は同じである． 

 例えば，(√２)○∧ ３の演算は，(ⅰ)と(ⅱ)の両方に該当するが， 

(ⅰ)に従えば，(√２)○∧ ３＝(√２)３＝√８．(∵定理4-4) 

(ⅱ)に従えば，(√２)○∧ ３＝√(２３)＝√８．(∵定義6-5) 

 

10 定義6-7（累乗） 

１＋(１／∞０)＜ｘ∈Ｄ＋，１／∞０＜ｍ∈Ｄ＋ 

のとき， 

１＋(１／∞０)＜σ１≦ｘ≦σ２，１／∞０＜τ１≦ｍ≦τ２，σ１
○∧ τ１＝σ２

○∧ τ２ 

となる 

σ１，σ２，τ１，τ２∈Ｄ＋ 

が存在するならば， 

ｘｍ＝σ１
○∧ τ１ 

とする． このとき，σ１，σ２をｘの原始底，τ１，τ２をｍの原始指数という． 

 

例：ｘ＝∞α，ｍ＝√５＋(１／∞β)とするとき，  

ｘの原始底を σ１＝∞α≦ｘ≦∞α＝σ２， 

ｍの原始指数を τ１＝２≦ｍ≦３＝τ２ 

とすれば， 

σ１
○∧ τ１＝∞α

○∧ ２＝∞α＝∞α
○∧ ３＝σ２

○∧ τ２ 

となるので，∞α
√５＋(１／∞β)＝∞αである． 
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11 定理6-2（累乗の一意性） 

１＋(１／∞０)＜ｘ∈Ｄ＋，１／∞０＜ｍ∈Ｄ＋のとき， 

１＋(１／∞０)＜σ１１≦ｘ≦σ１２，１／∞０＜τ１１≦ｍ≦τ１２， 

σ１１
○∧ τ１１＝σ１２

○∧ τ１２ ・・・(＊１) 

１＋(１／∞０)＜σ２１≦ｘ≦σ２２，１／∞０＜τ２１≦ｍ≦τ２２， 

σ２１
○∧ τ２１＝σ２２

○∧ τ２２ ・・・(＊２) 

が同時に成り立つならば，σ１１
○∧ τ１１＝σ２１

○∧ τ２１である． 

証明 (ⅰ)「ｘ＝∞α，ｍ＝∞β」の場合： 

関係する原始累乗は，定義6-6の(ⅱ)だけである． 

α＜βならば， 

(＊１)が成り立つのは， 

１＋(１／∞０)＜σ１１≦∞α≦σ１２≦∞β＋１，τ１１＝∞β＝τ１２のときだけである． 

(＊２)が成り立つのは， 

１＋(１／∞０)＜σ２１≦∞α≦σ２２≦∞β＋１，τ２１＝∞β＝τ２２のときだけである． 

ゆえに，τ１１＝τ２１＝∞βであり，σ１１
○∧ τ１１＝∞β＋１＝σ２１

○∧ τ２１を得る． 

α＞βならば， 

(＊１)が成り立つのは， 

σ１１＝∞α＝σ１２，１／∞０＜τ１１≦∞β≦τ１２＜∞αのときだけである． 

(＊２)が成り立つのは， 

σ２１＝∞α＝σ２２，１／∞０＜τ２１≦∞β≦τ２２＜∞αのときだけである． 

ゆえに，σ１１＝σ２１＝∞αであり，σ１１
○∧ τ１１＝∞α＝σ２１

○∧ τ２１を得る． 

α＝βならば， 

(＊１)が成り立つのは， 

１＋(１／∞０)＜σ１１≦∞α≦σ１２≦∞α＋１，τ１１＝∞α＝τ１２のときだけである． 

(＊２)が成り立つのは， 

１＋(１／∞０)＜σ２１≦∞α≦σ２２≦∞α＋１，τ２１＝∞α＝τ２２のときだけである． 

ゆえに，τ１１＝τ２１＝∞αであり，σ１１
○∧ τ１１＝∞α＋１＝σ２１

○∧ τ２１を得る． 

(ⅱ)「ｘ＝∞α，ｍ∈ D＋」の場合： 

関係する原始累乗は，定義6-6の(ⅱ)だけであり，ｍは正の有限整数である． 

(＊１)が成り立つのは，σ１１＝∞α＝σ１２，０＜τ１１≦ｍ≦τ１２＜∞αのときだけである． 

(＊２)が成り立つのは，σ２１＝∞α＝σ２２，０＜τ２１≦ｍ≦τ２２＜∞αのときだけである． 

ゆえに，σ１１＝σ２１＝∞αであり，σ１１
○∧ τ１１＝∞α＝σ２１

○∧ τ２１を得る． 

(ⅲ)「１＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｍ＝∞β」の場合： 

関係する原始累乗は，定義6-6の(ⅱ)だけであり，ｘは１＜ｘ∈Ｒ＋なる原始累乗根である．

(＊１)が成り立つのは，１＜σ１１≦ｘ≦σ１２≦∞β＋１，τ１１＝∞β＝τ１２のときだけ 

   である． 

(＊２)が成り立つのは，１＜σ２１≦ｘ≦σ２２≦∞β＋１，τ２１＝∞β＝τ２２のときだけ 

である． 

ゆえに，τ１１＝τ２１＝∞βであり，σ１１
○∧ τ１１＝∞β＋１＝σ２１

○∧ τ２１を得る． 
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(ⅳ)「１＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｍ∈ D＋」の場合： 

関係する原始累乗は，定義6-6の(ⅰ)だけであると考えてよいので，次のように表すこと

ができる． 

ｘ＝ｒ＋ｂ，「１＜ｒ∈Ｒ＋，ｂ∈Π０」:    

σ１１＝ｒ１１＋ｂ１１，「１＜ｒ１１∈Ｒ＋，ｂ１１∈Π０」． 

σ１２＝ｒ１２＋ｂ１２，「１＜ｒ１２∈Ｒ＋，ｂ１２∈Π０」． 

σ２１＝ｒ２１＋ｂ２１，「１＜ｒ２１∈Ｒ＋，ｂ２１∈Π０」． 

σ２２＝ｒ２２＋ｂ２２，「１＜ｒ２２∈Ｒ＋，ｂ２２∈Π０」． 

ｍ＝ｓ＋ｃ，「０＜ｓ∈Ｒ＋，ｃ∈Π０」: 

τ１１＝ｓ１１＋ｃ１１，「０＜ｓ１１∈Ｒ＋，ｃ１１∈Π０」． 

τ１２＝ｓ１２＋ｃ１２，「０＜ｓ１２∈Ｒ＋，ｃ１２∈Π０」． 

τ２１＝ｓ２１＋ｃ２１，「０＜ｓ２１∈Ｒ＋，ｃ２１∈Π０」． 

τ２２＝ｓ２２＋ｃ２２，「０＜ｓ２２∈Ｒ＋，ｃ２２∈Π０」． 

ここで， 

１＋(１／∞０)＜ｒ１１＋ｂ１１≦ｒ１２＋ｂ１２ ・・・① 

１／∞０＜ｓ１１＋ｃ１１≦ｓ１２＋ｃ１２ ・・・② 

ｒ１１
ｓ１１＋(ｂ１１＋ｃ１１)＝ｒ１２

ｓ１２＋(ｂ１２＋ｃ１２) ・・・③ 

が同時に成り立つ条件を求める． 

③において，ｂ１１＋ｃ１１とｂ１２＋ｃ１２は無限小拡大実数，または，不定数Παであるの

で，ｒ１１
ｓ１１＝ｒ１２

ｓ１２，すなわち， 

ｒ１１＝ｒ＝ｒ１２， ｓ１１＝ｓ＝ｓ１２ 

（∵①よりｒ１１≦ｒ１２，②よりｓ１１≦ｓ１２）でなくてはならない．したがって， 

①より，ｒ＋ｂ１１≦ｒ＋ｂ１２． 

②より，ｓ＋ｃ１１≦ｓ＋ｃ１２． 

③より，ｒｓ＋(ｂ１１＋ｃ１１)＝ｒｓ＋(ｂ１２＋ｃ１２)  

であるので，３つの式： 

ｂ１１≦ｂ１２， ｃ１１≦ｃ１２， ｂ１１＋ｃ１１＝ｂ１２＋ｃ１２ 

が同時に成り立つ条件を求めればよい． ここで， 

「ｂ１１＜ｂ１２，ｃ１１＜ｃ１２」ならば， 

定理2-25より，ｂ１１＋ｃ１１＜ｂ１２＋ｃ１２． 

「ｂ１１＝ｂ１２＝０，ｃ１１＜ｃ１２」ならば， 

明らかに，ｂ１１＋ｃ１１＜ｂ１２＋ｃ１２． 

「ｂ１１＜ｂ１２，ｃ１１＝ｃ１２＝０」ならば， 

明らかに，ｂ１１＋ｃ１１＜ｂ１２＋ｃ１２  

であるので，これらの場合は，３つの式が同時に成り立つことはない． 

「ｂ１１＝ｂ１２＝１／∞α，ｃ１１＜ｃ１２，ｂ１１＋ｃ１１＝ｂ１２＋ｃ１２」ならば， 

定理3-3の(ⅲ)より，ｃ１１，ｃ１２∈(Πα] ・・・④ 

「ｂ１１＝ｂ１２＝－(１／∞α)，ｃ１１＜ｃ１２，ｂ１１＋ｃ１１＝ｂ１２＋ｃ１２」ならば， 

定理3-3の(ⅳ)より，ｃ１１，ｃ１２∈[Πα) ・・・⑤ 

「ｂ１１＜ｂ１２，ｃ１１＝ｃ１２＝１／∞α，ｂ１１＋ｃ１１＝ｂ１２＋ｃ１２」ならば， 



112 
 

定理3-3の(ⅲ)より，ｂ１１，ｂ１２∈(Πα] ・・・⑥ 

「ｂ１１＜ｂ１２，ｃ１１＝ｃ１２＝－(１／∞α) ，ｂ１１＋ｃ１１＝ｂ１２＋ｃ１２」ならば， 

定理3-3の(ⅳ)より，ｂ１１，ｂ１２∈[Πα) ・・・⑦ 

であるので，３つの式が同時に成り立つ条件は，④～⑦のいずれかに該当することである． 

したがって，(＊１)が成り立つのは，次の(ア)～(エ)のいずれかである． 

(ア) ｒ１１＝ｒ＝ｒ１２，ｓ１１＝ｓ＝ｓ１２， 

ｂ１１＝ｂ１２＝１／∞α，ｃ１１，ｃ１２∈(Πα]． 

(イ) ｒ１１＝ｒ＝ｒ１２，ｓ１１＝ｓ＝ｓ１２， 

ｃ１１＝ｃ１２＝１／∞α，ｂ１１，ｂ１２∈(Πα]．  

(ウ) ｒ１１＝ｒ＝ｒ１２，ｓ１１＝ｓ＝ｓ１２， 

ｂ１１＝ｂ１２＝－(１／∞α)，ｃ１１，ｃ１２∈[Πα)． 

(エ) ｒ１１＝ｒ＝ｒ１２，ｓ１１＝ｓ＝ｓ１２，  

                 ｃ１１＝ｃ１２＝－(１／∞α)，ｂ１１，ｂ１２∈[Πα)．  

同様にして，(＊２)が成り立つのは，次の(オ)～(ク)のいずれかである． 

(オ) ｒ２１＝ｒ＝ｒ２２，ｓ２１＝ｓ＝ｓ２２， 

ｂ２１＝ｂ２２＝１／∞α，ｃ２１，ｃ２２∈(Πα]． 

(カ) ｒ２１＝ｒ＝ｒ２２，ｓ２１＝ｓ＝ｓ２２， 

ｃ２１＝ｃ２２＝１／∞α，ｂ２１，ｂ２２∈(Πα]．  

(キ) ｒ２１＝ｒ＝ｒ２２，ｓ２１＝ｓ＝ｓ２２， 

ｂ２１＝ｂ２２＝－(１／∞α)，ｃ２１，ｃ２２∈[Πα)． 

(ク) ｒ２１＝ｒ＝ｒ２２，ｓ２１＝ｓ＝ｓ２２，  

                 ｃ２１＝ｃ２２＝－(１／∞α)，ｂ２１，ｂ２２∈[Πα)． 

ここで，それぞれの場合における，σ１１
○∧ τ１１とσ２１

○∧ τ２１の値を求めれば， 

(ア)と(オ)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ＋(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 

(ア)と(カ)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ＋(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 

(ア)と(キ)の場合は， 

(ア)よりｂ＝１／∞α，(キ)よりｂ＝－(１／∞α)となり，この場合は存在しない． 

(ア)と(ク)の場合は， 

(ア)よりｂ＝１／∞α，(ク)よりｂ≠１／∞αとなり，この場合は存在しない． 

(イ)と(オ)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ＋(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 

(イ)と(カ)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ＋(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 

(イ)と(キ)の場合は， 

(イ)よりｃ＝１／∞α，(キ)よりｃ≠１／∞αとなり，この場合は存在しない． 

(イ)と(ク)の場合は， 

(イ)よりｃ＝１／∞α，(ク)よりｃ＝－(１／∞α)となり，この場合は存在しない． 

(ウ)と(オ)の場合は， 

(ウ)よりｂ＝－(１／∞α)，(オ)よりｂ＝１／∞αとなり，この場合は存在しない． 

(ウ)と(カ)の場合は， 

(ウ)よりｂ＝－(１／∞α)，(カ)よりｂ≠－(１／∞α)となり，この場合は存在しない． 

(ウ)と(キ)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ－(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 
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(ウ)と(ク)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ－(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 

(エ)と(オ)の場合は， 

(エ)よりｃ＝－(１／∞α)，(オ)よりｃ≠－(１／∞α)となり，この場合は存在しない． 

(エ)と(カ)の場合は， 

(エ)よりｃ＝－(１／∞α)，(カ)よりｃ＝１／∞αとなり，この場合は存在しない． 

(エ)と(キ)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ－(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１． 

(エ)と(ク)の場合は，σ１１
○∧ τ１１＝ｒｓ－(１／∞α)＝σ２１

○∧ τ２１
■ 

 

12 定理6-3（累乗と原始累乗の関係） 

 定義6-7は定義6-6の拡張である．すなわち， 

ｘ○∧ ｍが定義されているならば，ｘｍ＝ｘ○∧ ｍ． 

 証明 ｘの原始底をｘ≦ｘ≦ｘ，ｍの原始指数をｍ≦ｍ≦ｍとする．条件より，ｘ○∧ ｍが

定義されているので，定義6-7より，ｘｍ＝ｘ○∧ ｍを得る■ 

 

13 定理6-4 

 ｍ∈ D＋とすれば，∞α
ｍ＝∞αである． 

 証明 ｍの原始指数を「１／ｎ≦ｍ≦ｎ，ｎは正の有限整数」とすることができる．ここ

で，∞α
○∧ (１／ｎ )＝∞α

○∧ ｎ＝∞αであるので，定理は成り立つ■ 

 

14 定義6-8（累乗の拡張） 

ｘ，ｍ∈Ｄ＋∪{０}とするとき，ｘｍを次のように定める． 

(ⅰ) ｍ＝０ならば，ｘｍ＝１． 

(ⅱ) １＋(１／∞０)＜ｘ，１／∞０＜ｍならば，定義6-7に従う． 

(ⅲ) ｘ＝１＋(１／∞α)，１／∞０＜ｍならば，ｘｍ＝１＋ｍ(１／∞α)． 

(ⅳ) ｘ＝１，０＜ｍならば，ｘｍ＝１． 

(ⅴ) ０＜ｘ＜１，１／∞０＜ｍならば，ｘｍ＝{(ｘ－１)ｍ}－１． 

(ⅵ) ｘ＝０，０＜ｍならば，ｘｍ＝０． 

ただし，記号ｘ－１は， 

ｘ＝∞αならば，ｘ－１＝１／∞α． 

ｘ＝１／∞αならば，ｘ－１＝∞α． 

ｘ＝ｒ＋ｂ，「ｒ∈Ｒ＋，ｂ∈Π０」ならば， 

ｘ－１＝ｒ－１－ｂ (ｒ－１はｒの逆数) 

を表すものとする． 

 

例：{２＋(１／∞０)}３＋(１／∞１)＝２３＋{(１／∞０)＋(１／∞１)} (∵定義6-8の(ⅱ)) 

＝８＋(１／∞０)． 

例：ｘ＝(１／π)＋(１／∞α)ならば，０＜ｘ＜１であるので， 

ｘ∞β＝{(ｘ－１)∞β}－１＝[{π－(１／∞α)}∞β]－１ (∵定義6-8の(ⅴ)) 

             ＝∞β＋１
－１ (∵定義6-8の(ⅱ)) 

＝１／∞β＋１． 
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15 定理6-5（ｘ∈Ｄ＋におけるｘ∞αの値） 

(ア) ∞α＋２≦ｘ＝∞βならば，ｘ∞α＝∞β． 

(イ) １＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α＋１ならば，ｘ∞α＝∞α＋１． 

(ウ) １＋(１／∞α)＜ｘ≦１＋(１／∞０)ならば，ｘ∞α＝∞α． 

(エ) ｘ＝１＋(１／∞α)ならば， 

ｘ∞α＝１＋Σα＝{ｔ：１＋(１／∞α)≦ｔ≦∞α}． 

(オ) １＜ｘ＝１＋(１／∞β)≦１＋(１／∞α＋１)ならば，ｘ∞α＝１＋(１／∞β)． 

(カ) ｘ＝１ならば，ｘ∞α＝１． 

(キ) １－(１／∞α＋１)≦ｘ＝１－(１／∞β)＜１ならば，ｘ∞α＝１－(１／∞β)． 

(ク) ｘ＝１－(１／∞α)ならば， 

ｘ∞α＝(１＋Σα)－１＝{(１＋ｔ)－１：ｔ∈Σα} 

＝{ｔ：１／∞α≦ｔ≦１－(１／∞α)}． 

(ケ) １－(１／∞０)≦ｘ＜１－(１／∞α)ならば，ｘ∞α＝１／∞α． 

(コ) １／∞α＋１≦ｘ＜１－(１／∞０)ならば，ｘ∞α＝１／∞α＋１． 

(サ) ０＜ｘ＝１／∞β≦１／∞α＋２ならば，ｘ∞α＝１／∞β． 

 証明 (ア)  אα＋２≦ ，βならばא  βא 

＝αא   ．βであるので明らかא 

(イ) １＋(１／∞０)＜σ≦ｘ≦∞α＋１となる原始累乗根σが存在し， 

σ○∧ ∞α＝∞α＋１＝∞α＋１
○∧ ∞α．  

(ウ) ｘ＝１＋(１／∞β)とすれば，０≦β＜αであるので， 

 ｘ∞α＝１＋∞α(１／∞β)＝１＋∞α＝∞α． 

(エ) ｘ∞α＝１＋∞α(１／∞α)＝１＋Σα． 

(オ) ｘ∞α＝１＋∞α(１／∞β)＝１＋(１／∞β)．(∵α＋１≦β) 

(カ) 定義6-8の(ⅳ)より明らか． 

(キ) ｘ∞α＝{(ｘ－１)∞α}－１＝[{１＋(１／∞β)}∞α]－１  

＝{１＋(１／∞β)}－１ (∵α＋１≦β) 

               ＝１－(１／∞β)． 

(ク) ｘ∞α＝{(ｘ－１)∞α}－１＝[{１＋(１／∞α)}∞α]－１  

               ＝(１＋Σα)－１ 

               ＝{ｔ：１／∞α≦ｔ≦１－(１／∞α)}．             

(ケ) ｘ＝１－(１／∞β)とすれば，０≦β＜αであるので， 

ｘ∞α＝{(ｘ－１)∞α}－１＝[{１＋(１／∞β)}∞α]－１ 

           ＝(１＋∞α)－１ 

               ＝∞α
－１ 

＝１／∞α． 

(コ) ｘ∞α＝{(ｘ－１)∞α}－１＝∞α＋１
－１ (∵１＋(１／∞０)＜ｘ－１≦∞α＋１) 

                             ＝１／∞α＋１． 

(サ) ｘ∞α＝{(ｘ－１)∞α}－１＝(∞β
∞α)－１  

              ＝∞β
－１ (∵α＋２≦β) 

＝１／∞β■ 
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16 定義6-9 (「拡大実数の無限大乗根」すなわち「拡大実数の無限小乗」) 

ａは正の拡大実数とするとき，領域Ｘ＝{ｘ：ｘ∞αａ，ｘ∈Ｄ＋}をａの∞α乗根といい， 

∞α√ａ または ａ
１／∞αで表す．ただし， 

(ⅰ) 記号「ｘ∞αａ」は， 

ｘ∞αが確定数ならばｘ∞α＝ａ． 

ｘ∞αが不定数ならばａ∈ｘ∞α 

を表す． 

(ⅱ) Ｘが１つの元からなる領域{ｘ}の場合は，ｘをａの確定∞α乗根といい，∞α√ａ＝ｘ

またはａ１／∞α＝ｘとする． 

(ⅲ) Ｘが２つ以上の元からなる領域の場合は，Ｘをａの不定∞α乗根といい，∞α√ａ＝Ｘ

またはａ１／∞α＝Ｘとする． 

 

例：定理6-5の(ウ)より，１＋(１／∞α)＜ｘ≦１＋(１／∞０)ならば，ｘ∞α＝∞αである

ので，ｘ∞α∞αである． 

また，(エ)より，ｘ＝１＋(１／∞α)ならば，ｘ∞α＝１＋Σαであり，∞α∈１＋Σαであ

るので，ｘ∞α∞αである．したがって， 

∞α√∞α ＝{ｘ：ｘ∞α∞α，ｘ∈Ｄ＋} 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

 

例：定理6-5の(ク)より，ｘ＝１－(１／∞α)ならば， 

ｘ∞α＝(１＋Σα)－１＝{ｔ：１／∞α≦ｔ≦１－(１／∞α)} 

であり，１／∞α∈(１＋Σα)－１であるので，ｘ∞α１／∞αである． 

また，(ケ)より，１－(１／∞０)≦ｘ＜１－(１／∞α)ならば，ｘ∞α＝１／∞αであるの

で，ｘ∞α１／∞αである．したがって， 

∞α√(１／∞α) ＝{ｘ：ｘ∞α１／∞α ，ｘ∈Ｄ＋} 

＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

 

17 定理6-6（ａ∈Ｄ＋における∞α√ａの値） 

  (ア) ∞α＋２≦ａ＝∞βならば，∞α√ａ＝∞α√∞β＝∞β． 

(イ) ａ＝∞α＋１ならば， 

∞α√ａ＝∞α√∞α＋１＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α＋１}． 

(ウ) ａ＝∞αならば， 

∞α√ａ＝∞α√∞α＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

(エ) ａ∈{１＋[Σα)}ならば，∞α√ａ＝１＋(１／∞α)． 

  ただし，１＋[Σα)＝{ｔ：１＋(１／∞α)≦ｔ＜∞α}． 

(オ) １＜ａ＝１＋(１／∞β)≦１＋(１／∞α＋１)ならば， 

∞α√ａ＝∞α√{１＋(１／∞β)}＝１＋(１／∞β)． 

(カ) ａ＝１ならば，∞α√ａ＝∞α√１＝１． 

(キ) １－(１／∞α＋１)≦ａ＝１－(１／∞β)＜１ならば， 

∞α√ａ＝∞α√{１－(１／∞β)}＝１－(１／∞β)． 
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(ク) ａ∈{１＋[Σα)}－１ならば，∞α√ａ＝１－(１／∞α)． 

     ただし，{１＋[Σα)}－１＝{(１＋ｘ)－１：ｘ∈[Σα)} 

                 ＝{ｔ：１／∞α＜ｔ≦１－(１／∞α)}． 

(ケ) ａ＝１／∞αならば， 

∞α√ａ＝∞α√(１／∞α)＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

(コ) ａ＝１／∞α＋１ならば， 

∞α√ａ＝∞α√(１／∞α＋１)＝{ｘ：１／∞α＋１≦ｘ＜１－(１／∞０)}． 

(サ) ０＜ａ＝１／∞β≦１／∞α＋２ならば，∞α√ａ＝∞α√(１／∞β)＝１／∞β． 

証明 定理6-5の(ア)～(サ)に，それぞれ，定義6-9を適用すればよい．ただし，(ウ)と(エ)，

(ク)と(ケ)については，定義6-9の例を参照■ 

 

18 定理6-7 

０＜ｘ，０＜ｍならば，(ｘ－１)ｍ＝(ｘｍ)－１が成り立つ． 

証明 (ⅰ) ０＜ｘ＜１の場合は，定義6-8の(ⅴ)より，ｘｍ＝{(ｘ－１)ｍ}－１であるので， 

(ｘｍ)－１＝[{(ｘ－１)ｍ}－１]－１＝(ｘ－１)ｍ． 

(ⅱ) ｘ＝１の場合は，ｘ－１＝１であるので，定義6-8の(ⅳ)より明らか． 

(ⅲ) １＜ｘの場合は，ｙ＝ｘ－１とすれば，０＜ｙ＜１であるので，(ⅰ)より， 

 (ｙ－１)ｍ＝(ｙｍ)－１． 

 ここで，ｙ－１＝ｘであるので，ｘｍ＝{(ｘ－１)ｍ}－１である．したがって， 

(ｘｍ)－１＝(ｘ－１)ｍ
■ 

 

19 定理6-8 

 ｒ∈Ｒ＋，ｓ∈Ｒ＋とすれば，次の式が成り立つ． 

 (ⅰ) (ｒ＋Π０)ｓ＋Π０＝ｒｓ＋Π０． 

 (ⅱ) (ｒ＋Π１)ｓ＋Π１＝ｒｓ＋Π１．  

証明 (ⅰ) １＜ｒならば， 

    定理6-3より，(ｒ＋Π０)ｓ＋Π０＝ｒｓ＋(Π０＋Π０)＝ｒｓ＋Π０． 

ｒ＝１ならば， 

定義6-8の(ⅲ)より，{１＋(１／∞α)}ｓ＋Π０＝１＋(１／∞α)． 

定義6-8の(ⅳ)より，１ｓ＋Π０＝１． 

定義6-8の(ⅴ)より， {１－(１／∞α)}ｓ＋Π０ 

＝[{１＋(１／∞α)}ｓ＋Π０]－１ 

＝{１＋(１／∞α)}－１ 

＝１－(１／∞α) 

       であるので，(１＋Π０)ｓ＋Π０＝１＋Π０＝１ｓ＋Π０． 

０＜ｒ＜１ならば， 

 定義6-8の(ⅴ)より， (ｒ＋Π０)ｓ＋Π０ 

＝{(ｒ－１－Π０)ｓ＋Π０}－１ 

＝{(ｒ－１＋Π０)ｓ＋Π０}－１ 

＝{(ｒ－１)ｓ＋(Π０＋Π０)}－１ 
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                ＝{(ｒｓ)－１＋Π０}－１ 

                ＝ｒｓ－Π０ 

                ＝ｒｓ＋Π０． 

(ⅱ) Π０をΠ１に置き換えれば，(ⅰ)と全く同じように証明される■ 

 

補足：定理6-8の(ⅰ)は，「ｒ∈Ｒ＋，ｓ∈Ｒ＋とすれば，ζ(ｒ)ζ(ｓ)＝ζ(ｒｓ)」が成り立

つことを示している．この結果を導く定義6-8を定めることが，この章の目的であった． 

 

20 定義6-10（負の指数） 

ｘ，ｍ∈Ｄ＋のとき，ｘ－ｍ＝(ｘ－１)ｍとする．(定義6-8を用いる) 

 

21 定理6-9（定理6-10の予備定理） 

(ⅰ) αが極限数 (０以外で，直前の数が存在しない順序数) のときは，次の式が成り立つ． 

             {∞α}∪(１＋Π０)∪{１／∞α} (β＜α)， 

       ∞α
Πβ＝  １＋Π０ (β＝α)， 

             １＋Πβ (β＞α)． 

(ⅱ) αが極限数でないときは，次の式が成り立つ． 

             Σα (β＜α)， 

       ∞α
Πβ＝  １＋Π０ (β＝α)， 

             １＋Πβ (β＞α)． 

 証明 ∞α
１／∞γ，∞α

０，∞α
－(１／∞γ)の値を求めると， 

  ０≦γ＜α－１ならば，∞α
１／∞γ＝∞α． 

     γ＝α－１ならば，∞α
１／∞γ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}． 

     γ＝α  ならば，∞α
１／∞γ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

   α＋１≦γ  ならば，∞α
１／∞γ＝１＋(１／∞γ)．   

           ∞α
０＝１． 

   α＋１≦γ  ならば，∞α
－(１／∞γ)＝１－(１／∞γ)． 

     γ＝α  ならば，∞α
－(１／∞γ)＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

     γ＝α－１ならば，∞α
－(１／∞γ)＝{ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)}． 

   ０≦γ＜α－１ならば，∞α
－(１／∞γ)＝１／∞α． 

ゆえに， 

   αが極限数のとき，すなわち，γ＝α－１が存在しないときは， 

β＜αならば，∪ｂ ∈ Πβ∞α
ｂ＝{∞α}∪(１＋Π０)∪{１／∞α}． 

β＝αならば，∪ｂ ∈ Πβ∞α
ｂ＝１＋Π０． 

β＞αならば，∪ｂ ∈ Πβ∞α
ｂ＝１＋Πβ． 

   αが極限数でないときは， 

β＜αならば，∪ｂ ∈ Πβ∞α
ｂ＝Σα． 

β＝αならば，∪ｂ ∈ Πβ∞α
ｂ＝１＋Π０． 

β＞αならば，∪ｂ ∈ Πβ∞α
ｂ＝１＋Πβ 

を得る■ 
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22 定理6-10 

 次の不定数は，いずれも，Ｄ＋に等しい． 

(ⅰ) (１＋Π０)ζ(∞０) 

(ⅱ) ζ(∞０)Π０    

(ⅲ) (Π０
＋)Π０   

証明 (ⅰ) 定義6-8の(ⅲ)より，{１＋(１／∞α)}ζ(∞０)＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ}． 

定義6-8の(ⅳ)より，１ζ(∞０)＝１． 

定義6-8の(ⅴ)より， {１－(１／∞α)}ζ(∞０) 

＝[{１＋(１／∞α)}ζ(∞０)]－１ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ}－１ 

＝{ｘ：０＜ｘ≦１－(１／∞α)}． 

ゆえに， 

(１＋Π０)ζ(∞０) 

＝[∪α ∈ Ｗ{ｘ：０＜ｘ≦１－(１／∞α) または １＋(１／∞α)≦ｘ}]∪{１}＝Ｄ＋
■ 

 

(ⅱ) 極限順序数すべての領域をＶとすれば，定理6-9より， 

          １＋Π０ (α＝０)， 

    ∞α
Π０＝   

            {∞α}∪(１＋Π０)∪{１／∞α} (０＜α∈Ｖ)， 

            Σα (０＜α∈(Ｗ－Ｖ)) 

であり，  

∀α∈Ｖ，({∞α}∪(１＋Π０)∪{１／∞α})⊂Σα⊂Σα＋１ 

であるので， 

ζ(∞０)Π０＝∪α ∈ Ｗ(∞α
Π０) 

             ＝(１＋Π０)∪(∪α ∈ (Ｗ－{０})Σα) 

                         ＝Ｄ＋
■ 

 

（ⅲ）    (Π０
＋)Π０ ＝∪α ∈ Ｗ(１／∞α)Π０ 

＝∪α ∈ Ｗ(∞α
－１)Π０ 

            ＝∪α ∈ Ｗ(∞α
－Π０)  

                 ＝∪α ∈ Ｗ(∞α
Π０) (∵－Π０＝Π０) 

            ＝ζ(∞０)Π０ 

＝Ｄ＋．(∵(ⅱ))■ 

 

補足：定理6-10は，次の式が成り立つことを示している． 

(ⅰ) ζ(１)ζ(∞０)＝Ｄ＋． 

(ⅱ) ζ(∞０)ζ(０)＝Ｄ＋．    

(ⅲ) {ζ(０)＋}ζ(０)＝Ｄ＋．    

そして，このことは，従来の極限計算において，１∞，∞０，００が，それぞれ，不定であ

ることと一致する． 
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補足：第７章では指数法則について調べる．その際，定理 6-5 と定理 6-6 を用いて，実

際に累乗を計算することになるので，この２つの定理を公式化しておく． 

 

定理 6-5 

 以下の表は，拡大実数ｘとｘ∞αの値の対比である． 

条件 ｘ ｘ∞ α 

α＋２≦β ∞β ∞β 

 ∞０≦ｘ≦∞α ＋ １ ∞α ＋ １  

１＜有限 １＋(１／∞０)＜ｘ＜∞０ ∞α ＋ １  

 １＋(１／∞α)＜ｘ≦１＋(１／∞０) ∞α 

 １＋(１／∞α) １＋Σα 

α＜β １＋(１／∞β) １＋(１／∞β) 

 １ １ 

α＜β １－(１／∞β) １－(１／∞β) 

 １－(１／∞α) (１＋Σα)－ １ 

 １－(１／∞０)≦ｘ＜１－(１／∞α) １／∞α 

０＜有限＜１ １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０) １／∞α ＋ １  

 １／∞α ＋ １≦ｘ≦１／∞０ １／∞α ＋ １ 

α＋２≦β １／∞β １／∞β 

 

定理 6-6 

 以下の表は，拡大実数ａとａ１ ／ ∞αの値の対比である． 

条件 ａ ａ１ ／ ∞ α  

α＋２≦β ∞β ∞β 

 ∞α ＋ １  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α ＋ １} 

 ∞α {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

 ∞０≦ａ＜∞α １＋(１／∞α) 

１＜有限 １＋(１／∞０)＜ａ＜∞０ １＋(１／∞α) 

 １＋(１／∞α)≦ａ≦１＋(１／∞０) １＋(１／∞α) 

α＜β １＋(１／∞β) １＋(１／∞β) 

 １ １ 

α＜β １－(１／∞β) １－(１／∞β) 

 １－(１／∞０)≦ａ≦１－(１／∞α)  １－(１／∞α) 

０＜有限＜１ １／∞０＜ａ＜１－(１／∞０) １－(１／∞α) 

 １／∞α＜ａ≦１／∞０ １－(１／∞α) 

 １／∞α {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

 １／∞α ＋ １  {ｘ：１／∞α ＋ １≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

α＋２≦β １／∞β １／∞β 

 



120 
 

補足：（乗法・累乗の公式） 

指数法則について調べるには，不定数を含む，乗法と累乗の演算が必要になるので，こ

こで，その演算公式を列記しておく．なお，公式の証明は，定義 1-3 の(ⅱ)に従って，実

際に計算すれば得られる．ただし，Ａを不定数とすれば，Ａ－１＝{ａ－１：ａ∈Ａ}とする． 

 

(１) {１＋(１／∞α)}{１＋(１／∞β)}＝１＋(１／∞min{α，β })． 

                      １＋(１／∞α) (α＜β)， 

   {１＋(１／∞α)}{１－(１／∞β)}＝  １＋Πα (α＝β)， 

                   １－(１／∞β) (α＞β)． 

{１－(１／∞α)}{１－(１／∞β)}＝１－(１／∞min{α，β })． 

 

(２)        Ａ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}， 

Ｂ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ＜∞０}， 

Ｃ＝{ｘ：∞０≦ｘ≦∞α}， 

Ｄ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}， 

Ｅ＝{ｘ：１／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)}， 

Ｆ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞０} 

とすれば， 

              Ａ (α≦β)， 

   Ａ{１＋(１／∞β)}＝  

              {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (α＞β)． 

Ａ (α≦β)，  

   Ａ{１－(１／∞β)}＝   

{ｘ：１－(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (α＞β)． 

Ｂ{１±(１／∞β)}＝Ｂ．   

Ｃ{１±(１／∞β)}＝Ｃ． 

              Ｄ (α＜β)， 

   Ｄ{１＋(１／∞β)}＝  

              {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１＋(１／∞β)} (α≧β)． 

              Ｄ (α≦β)， 

   Ｄ{１－(１／∞β)}＝  

           {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} (α＞β)． 

Ｅ{１±(１／∞β)}＝Ｅ． 

Ｆ{１±(１／∞β)}＝Ｆ． 

   Ａ∞β＝∞β．  

Ｂ∞β＝∞β． 

        ∞β (α≦β)， 

Ｃ∞β＝   

     {ｘ：∞β≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 
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Ｄ∞β＝∞β． 

   Ｅ∞β＝∞β． 

         ∞β (α＜β)， 

Ｆ∞β＝    

      {ｘ：１／∞α≦ｘ≦∞β} (α≧β)． 

   Ａ(１／∞β)＝１／∞β．  

Ｂ(１／∞β)＝１／∞β． 

           １／∞β (α＜β)， 

Ｃ(１／∞β)＝   

        {ｘ：１／∞β≦ｘ≦∞α} (α≧β)． 

Ｄ(１／∞β)＝１／∞β． 

   Ｅ(１／∞β)＝１／∞β． 

           １／∞β (α≦β)， 

Ｆ(１／∞β)＝   

           {ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞β} (α＞β)． 

 

ＡＡ＝Ａ， ＡＢ＝Ｂ， ＡＣ＝Ｃ， ＡＤ＝１＋Π０， ＡＥ＝Ｅ， ＡＦ＝Ｆ， 

ＢＢ＝Ｂ， ＢＣ＝Ｃ， ＢＤ＝Ｂ， ＢＥ＝D＋， ＢＦ＝Ｆ， 

ＣＣ＝Ｃ， ＣＤ＝Ｃ， ＣＥ＝Ｃ， ＣＦ＝Σα， 

   ＤＤ＝Ｄ， ＤＥ＝Ｅ， ＤＦ＝Ｆ，  

   ＥＥ＝Ｅ， ＥＦ＝Ｆ， 

   ＦＦ＝Ｆ， 

Ａ－１＝Ｄ，  Ｂ－１＝Ｅ，  Ｃ－１＝Ｆ． 

 

(３)       Ａ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}， 

Ａ－１＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

とすれば， 

                Ａ－１ (α＜β)， 

   Ａ－１{１＋(１／∞β)}＝   

                {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１＋(１／∞β)} (α≧β)． 

Ａ－１ (α≦β)， 

   Ａ－１{１－(１／∞β)}＝    

{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} (α＞β)． 

 

              ＡＡ－１＝ＤＤ－１＝１＋Π０． 

ＢＢ－１＝ＥＥ－１＝D＋． 

ＣＣ－１＝ＦＦ－１＝Σα． 
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(４)          Ｘ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}， 

            Ａ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}， 

            Ｂ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ＜∞０}，  

  Ｃ＝{ｘ：∞０≦ｘ≦∞α} 

とすれば， 

       Ｘ{１±(１／∞β)}＝Ｘ．  

             ∞β (α≦β)， 

       Ｘ∞β＝   

             {ｘ：∞β≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

                １／∞β (α＜β)， 

       Ｘ(１／∞β)＝   

                {ｘ：１／∞β≦ｘ≦∞α} (α≧β)． 

 

ＸＡ＝Ｘ，  ＸＢ＝Ｘ，  ＸＣ＝Ｃ，  ＸＸ＝Ｘ． 

 

(５)       Ｘ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}， 

Ｘ－１＝{ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

とすれば， 

Ｘ－１{１±(１／∞β)}＝Ｘ－１． 

                ∞β (α＜β)， 

Ｘ－１∞β＝   

   {ｘ：１／∞α≦ｘ≦∞β} (α≧β)． 

                   １／∞β (α≦β)， 

Ｘ－１(１／∞β)＝   

      {ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞β} (α＞β)． 

         ＸＸ－１＝Σα． 

 

      １＋Σα (α≦β)， 

(６) (１＋Σα){１＋(１／∞β)}＝    

{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

      １＋Σα (α≦β)， 

(１＋Σα){１－(１／∞β)}＝    

{ｘ：１－(１／∞β)≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

∞β (α≦β)， 

(１＋Σα)∞β＝    

{ｘ：∞β≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

１／∞β (α＜β)， 

(１＋Σα)(１／∞β)＝    

{ｘ：１／∞β≦ｘ≦∞α} (α≧β)． 
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       (１＋Σα)－１ (α＜β)， 

(７) (１＋Σα)－１{１＋(１／∞β)}＝    

{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１＋(１／∞β)} （α≧β）． 

       (１＋Σα)－１ (α≦β)， 

(１＋Σα)－１{１－(１／∞β)}＝    

{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞β)} （α＞β）． 

∞β (α＜β)， 

(１＋Σα)－１∞β＝    

{ｘ：１／∞α≦ｘ≦∞β} (α≧β)． 

１／∞β (α≦β)， 

(１＋Σα)－１(１／∞β)＝    

{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞β} (α＞β)． 

(１＋Σα)(１＋Σα)＝１＋Σα． 

(１＋Σα)(１＋Σα)－１＝Σα． 

(１＋Σα)－１(１＋Σα)－１＝(１＋Σα)－１． 

 

(８) {１±(１／∞α)}１／∞β＝１±(１／∞max{α，β })．（複合同順） 

 

(９)       Ａ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}， 

         Ｂ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ＜∞０}， 

         Ｃ＝{ｘ：∞０≦ｘ≦∞α}， 

Ｄ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}， 

Ｅ＝{ｘ：１／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)}， 

Ｆ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞０} 

とすれば， 

      ∞β (α＜β)， 

Ａ∞β＝   

           {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦∞β} (α≧β)． 

     Ｂ∞β＝∞β＋１． 

     ∞β＋１ (α≦β)， 

Ｃ∞β＝   

           {ｘ：∞β＋１≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

     １／∞β (α＜β)， 

Ｄ∞β＝   

           {ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞α)} (α≧β)． 

     Ｅ∞β＝１／∞β＋１． 

     １／∞β＋１ (α≦β)， 

Ｆ∞β＝   

           {ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞β＋１} (α＞β)． 
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            １＋(１／∞β) (α≦β)， 

Ａ１／∞β＝   

           {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞β)} (α＞β)． 

     Ｂ１／∞β＝１＋(１／∞β)． 

           １＋(１／∞β) (α＜β)， 

     Ｃ１／∞β＝  {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (α＝β)， 

           {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

            １－(１／∞β) (α≦β)， 

Ｄ１／∞β＝   

           {ｘ：１－(１／∞β)≦ｘ≦１－(１／∞α)} (α＞β)． 

Ｅ１／∞β＝１－(１／∞β)． 

           １－(１／∞β) (α＜β)， 

     Ｆ１／∞β＝  {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} (α＝β)， 

           {ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞β)} (α＞β)． 

 

(10) Ｘ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}ならば， 

      ∞β＋１ (α≦β)， 

Ｘ∞β＝   

          {ｘ：∞β＋１≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

      １＋(１／∞β) (α＜β)， 

Ｘ１／∞β＝  {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (α＝β)， 

           {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞α} (α＞β)． 

       １／∞β＋１ (α≦β)， 

(Ｘ－１)∞β＝   

             {ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞β＋１} (α＞β)． 

        １－(１／∞β) (α＜β)， 

(Ｘ－１)１／∞β＝  {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} (α＝β)， 

              {ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞β)} (α＞β)． 

 

             {∞β，∞β＋１} (α＜β)， 

(11) (１＋Σα)∞β＝   {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦∞α＋１} (α＝β)， 

             １＋Σα (α＞β)． 

              １＋(１／∞β) (α＜β)， 

(１＋Σα)１／∞β＝  {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (α＝β)， 

              １＋Σα (α＞β)． 

               {１／∞β，１／∞β＋１} (α＜β)， 

{(１＋Σα)－１}∞β＝  {ｘ：１／∞α＋１≦ｘ≦１－(１／∞α)} (α＝β)， 

               (１＋Σα)－１ (α＞β)． 
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                 １－(１／∞β) (α＜β)， 

{(１＋Σα)－１}１／∞β＝   {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} (α＝β)， 

                 (１＋Σα)－１ (α＞β)． 

 

(12) (１＋Πα)－１＝１＋Πα． 

           Σβ (α≦β)， 

(１＋Πα)∞β＝   

           １＋Πα (α＞β)． 

            １＋Πβ (α＜β)， 

(１＋Πα)１／∞β＝   

            １＋Πα (α≧β)． 

              Σβ (α≦β)， 

{(１＋Πα)－１}∞β＝   

              １＋Πα (α＞β)． 

               １＋Πβ (α＜β)， 

{(１＋Πα)－１}１／∞β＝   

               １＋Πα (α≧β)． 

 

(13) Σα
－１＝Σα． 

        Σβ＋１ (α≦β)， 

Σα
∞β＝   

        Σα (α＞β)．  

           １＋Πβ (α＜β)， 

Σα
１／∞β＝    １＋Π０ (α＝β)， 

          Σα (α＞β)． 

          Σβ＋１ (α≦β)， 

(Σα
－１)∞β＝   

          Σα (α＞β)． 

             １＋Πβ (α＜β)， 

(Σα
－１)１／∞β＝    １＋Π０ (α＝β)， 

            Σα (α＞β)． 

 

(14) ｎ∈ D＋とするとき， 

Ａ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}， 

Ｂ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ＜∞０}， 

Ｃ＝{ｘ：∞０≦ｘ≦∞α}， 

Ｄ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}， 

Ｅ＝{ｘ：１／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)}， 

Ｆ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１／∞０}， 

Ｘ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 
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ならば， 

Ａｎ＝Ａ，  Ｂｎ＝Ｂ，  Ｃｎ＝Ｃ，   

Ｄｎ＝Ｄ，  Ｅｎ＝Ｅ，  Ｆｎ＝Ｆ， 

          Ｘｎ＝Ｘ，  (Ｘ－１)ｎ＝Ｘ－１， 

(１＋Πα)ｎ＝１＋Πα，  {(１＋Πα)－１}ｎ＝１＋Πα， 

(１＋Σα)ｎ＝１＋Σα，  {(１＋Σα)－１}ｎ＝(１＋Σα)－１， 

          Σα
ｎ＝Σα，  (Σα

－１)ｎ＝Σα． 

 

                １＋Σβ (α≦β)， 

(15) {１＋(１／∞α)}Σβ＝    

                １＋(１／∞α) (α＞β)． 

                (１＋Σβ)－１ (α≦β)， 

{１－(１／∞α)}Σβ＝    

                １－(１／∞α) (α＞β)． 

              {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞β＋１} 

∞α
Σβ＝           (αが極限数でない)， 

(α≦β)   {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

∞α
Σβ＝             ∪{ｘ：∞α≦ｘ≦∞β＋１} (αが極限数)． 

 

              ∞α (β＋２≦α)， 

        ∞α
Σβ＝  

         (α＞β)   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

                      {ｘ：１／∞β＋１≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

(１／∞α)Σ β＝            (αが極限数でない)， 

(α≦β)       {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

(１／∞α)Σβ＝           ∪{ｘ：１／∞β＋１≦ｘ≦１／∞α} 

                                 (αが極限数)． 

                    １／∞α (β＋２≦α)， 

           (１／∞α)Σβ＝  

            (α＞β)     {ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

(β＋１＝α)． 

＊ 特に，α＞βならば， 

∞α
Σβ＝∞α

１／∞β，  (１／∞α)Σβ＝(１／∞α)１／∞β 

 が成り立つ． 
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第７章 指数法則 

 

拡大実数の指数法則は，一般的には成り立たない．実際， 

ｘ＝∞１，ｙ＝１／∞０，ｍ＝∞０とすれば， 

(ｘｙ)ｍ＝{∞１・(１／∞０)}∞０＝∞１
∞０＝∞１． 

ｘｍｙｍ＝∞１
∞０・(１／∞０)∞０＝∞１・(１／∞１)＝Σ１． 

しかし，以下の定理が成り立つ．初めに，記号と約束について説明する． 

 

(ⅰ) 記号：有界拡大実数すべての領域をDで表す．当然，次の式が成り立つ． 

Ｄ＝ζ(－∞０)∪D∪ζ(∞０) 

＝ζ(－∞０)∪D－∪Π０∪D＋∪ζ(∞０)． 

(ⅱ) 約束：次のことは，特にことわることなく用いる． 

(１) ｘ∈Ｄ＋を，ｘ＝ｒ＋ｂと表すときは，  

(ア) ｒは非負の左実数，すなわち，ｒ∈<Ｒ>＋∪{０}． 

(イ) ｂは右実数，すなわち，ｂ∈Π０． 

(ウ) ｒ∈ζ(∞０)ならば，ｂ＝０． 

(エ) 非負の左実数をｒ，ｓ，ｔで表す． 

          (オ) 右実数をｂ，ｃ，ｄで表す． 

(２) ｘ∈ D＋を，ｘ＝ｒ＋ｂと表すときは，  

(ア) ｒは正の有限左実数，すなわち，ｒ∈Ｒ＋． 

(イ) ｂは右実数，すなわち，ｂ∈Π０． 

(ウ) 正の有限左実数をｒ，ｓ，ｔで表す． 

          (エ) 右実数をｂ，ｃ，ｄで表す． 

   (３) 例えば，１≦ｘ∈D＋を，ｘ＝ｒ＋ｂと表せば，ｒとｂの条件は，それぞれ， 

１≦ｒ∈Ｒ＋，ｂ∈Π０ ・・・(＊) 

    となる．しかし， 

ｒ＝１の場合は，ｂ∈Π０
＋∪{０} ・・・(＊＊) 

でなくてはならないので，本来ならば，この場合を特記しなくてはならないが，

混乱が生じないと思われる場合は，(＊＊)を省略する． 

ｘ∈Ｄ＋を，ｘ＝ｒ＋ｂと表すときも同様である．すなわち， 

ｒ＝０の場合は，ｂ∈Π０
＋ 

と特記することなく，単に， 

ｒ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｂ∈Π０ 

と記す． 
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１ 定理7-1（定理7-6を証明するための予備定理１） 

∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ)． 

証明 両辺を実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば， 

左辺＝∞α
１／∞α・∞α

１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

・{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
(１／∞α)＋(１／∞α) 

＝∞α
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

α＜β＜γならば， 

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＝β＜γならば， 

左辺＝∞α
１／∞α・∞α

１／∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
(１／∞α)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

α＜β＝γならば，  

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞β 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞β)} 

＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞β) 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば，  

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 
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α＝γ＜βならば， 

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞α 

＝{１＋(１／∞β)}・{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞α) 

＝∞α
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜γ＜αならば，β＋２≦αより，  

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ 

  ∞α∞α＝∞α (γ＋２≦α)， 

＝   

  ∞α{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}＝∞α (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞β 

＝∞α． 

β＝γ＜αならば，  

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞β 

  ∞α∞α＝∞α (β＋２≦α)， 

＝   

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

・{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞β) 

＝∞α
１／∞β 

  ∞α (β＋２≦α)， 

＝   

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば，  

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞α 

  ∞α{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}＝∞α 

＝                      (β＋２≦α)， 

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

     ・{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞α) 

＝∞α
１／∞β 

  ∞α (β＋２≦α)， 

＝   

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 
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β＜α＜γならば， 

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ 

  ∞α{１＋(１／∞γ)}＝∞α (β＋２≦α)， 

＝                        

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞γ)} 

  ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞β 

  ∞α (β＋２≦α)， 

＝   

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

γ＜α＜βならば， 

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ 

     {１＋(１／∞β)}・∞α＝∞α (γ＋２≦α)， 

＝ 

   {１＋(１／∞β)}・{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

     ∞α (γ＋２≦α)， 

＝ 

   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

γ＜α＝βならば， 

左辺＝∞α
１／∞α・∞α

１／∞γ 

  {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∞α＝∞α 

(γ＋２≦α)， 

＝  {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

・{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
(１／∞α)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

  ∞α (γ＋２≦α)， 

＝                        

  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

        γ＜β＜αならば，γ＋２≦αより，  

左辺＝∞α
１／∞β・∞α

１／∞γ 

  ∞α∞α＝∞α (β＋２≦α)， 

＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}∞α＝∞α (β＋１＝α)． 
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右辺＝∞α
(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝∞α■ 

 

２ 定理7-2（定理7-6を証明するための予備定理２） 

{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ． 

 証明 両辺を実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

 α＝β＝γならば，  

 左辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}∞α 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞α)}  

＝(１＋Σα)・(１＋Σα) 

＝１＋Σα． 

 右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α＋∞α
 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

α＜β＜γならば， 

 左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝(１＋∞β)・(１＋∞γ) 

＝∞β∞γ 

＝∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋∞γ
 

＝∞γ． 

α＝β＜γならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝ (１＋Σα)・(１＋ ∞γ) 

＝(１＋Σα)∞γ 

＝∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋∞γ 

＝∞γ． 
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α＜β＝γならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞β(１／∞α)} 

＝(１＋∞β)・(１＋∞β) 

＝∞β∞β 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞β 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＜γ＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝(１＋∞β)・(１＋∞γ) 

＝∞β∞γ 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＝γ＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞α)} 

＝(１＋∞β)・(１＋Σα) 

＝∞β(１＋Σα) 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

β＜γ＜αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 
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＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

β＝γ＜αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞β(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞β 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＝αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・(１＋Σα) 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

β＜α＜γならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・(１＋∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋∞γ 

＝∞γ． 

γ＜α＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

   ＝(１＋∞β)・{１＋(１／∞α)} 

＝∞β{１＋(１／∞α)} 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 
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＝１＋∞β 

＝∞β． 

γ＜α＝βならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

   ＝(１＋Σα)・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

γ＜β＜αならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)■ 

 

３ 定理7-3（定理7-6を証明するための予備定理３） 

{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ)． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

 左辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

   ＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}  

＝(１＋Σα)・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α＋(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

α＜β＜γならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)}  

＝(１＋∞β)・{１＋(１／∞γ)} 

＝∞β{１＋(１／∞γ)} 

＝∞β． 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＝β＜γならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝(１＋Σα)・{１＋(１／∞γ)} 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

α＜β＝γならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

   ＝(１＋∞β)・{１＋(１／∞β)} 

＝∞β{１＋(１／∞β)} 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＜γ＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)} 

   ＝(１＋∞β)・{１＋(１／∞γ)} 

＝∞β{１＋(１／∞γ)} 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＝γ＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝(１＋∞β)・{１＋(１／∞α)} 
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＝∞β{１＋(１／∞α)} 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

β＜γ＜αならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

β＝γ＜αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＝αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜α＜γならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)}  

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝１＋(１／∞α)． 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

γ＜α＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝(１＋∞β)・{１＋(１／∞α)} 

＝∞β{１＋(１／∞α)} 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

    γ＜α＝βならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝(１＋Σα)・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

γ＜β＜αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)■ 
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４ 定理7-4（定理7-6を証明するための予備定理４） 

{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋(１／∞γ)． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

 左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

   ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}  

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)＋ (１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝１＋(１／∞α)． 

α＜β＜γならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞γ)}  

＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＝β＜γならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝１＋(１／∞α)． 

α＜β＝γならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞β)} 

   ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞γ)} 

   ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 
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α＝γ＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＜αならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞α)． 

β＝γ＜αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＝αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)} (１／∞β)＋(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋ (１／∞α)． 

β＜α＜γならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)}  

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞α)． 

γ＜α＜βならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝１＋(１／∞α)． 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞α)． 

    γ＜α＝βならば， 

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

   ＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)} (１／∞α)＋(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞α)． 

γ＜β＜αならば，  

左辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)＋ (１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞α)■ 

 

５ 定理7-5（定理7-6を証明するための予備定理５） 

 １≦ｘ∈Ｄ＋，１≦ｙ∈Ｄ＋とすれば，次の式が成り立つ． 

ｘ－１ｙ－１＝(ｘｙ)－１． 

証明 Ｄ＋＝D＋∪ζ(∞０)である．また，ｘ，ｙ∈D＋ならば，条件１≦ｘ，１≦ｙより，

次のように表すことができる． 

ｘ＝ｒ＋ｂ，「１≦ｒ∈Ｒ＋，ｂ∈Π０」． 

ｙ＝ｓ＋ｃ，「１≦ｓ∈Ｒ＋，ｃ∈Π０」． 

(ⅰ)「ｘ＝∞α，ｙ＝∞β」の場合： 

ｘ－１ｙ－１＝(１／∞α)・(１／∞β) 

＝１／∞max{α，β } 

＝∞max{α，β }
－１ 

             ＝(ｘｙ)－１． 

(ⅱ)「ｘ∈D＋，ｙ＝∞β」の場合： 

ｘ－１ｙ－１＝{(１／ｒ)－ｂ}・(１／∞β) 

＝１／∞β 

＝∞β
－１ 

＝(ｘｙ)－１． 

(ⅲ)「ｘ＝∞α，ｙ∈D＋」の場合は，(ⅱ)と同様である． 

(ⅳ)「ｘ∈D＋，ｙ∈D＋」の場合： 

     ｘ－１ｙ－１＝{(１／ｒ)－ｂ}・{(１／ｓ)－ｃ}  

             ＝{１／(ｒｓ)}－(ｂ＋ｃ) 

＝(ｘｙ)－１
■ 
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６ 定理7-6（指数法則の第１式） 

ｘ∈Ｄ＋，ｘ＝ｒ＋ｂ，「ｒ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｂ∈Π０」; 

ｍ∈Ｄ＋，ｍ＝ｓ＋ｃ，「ｓ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｃ∈Π０」; 

ｎ∈Ｄ＋，ｎ＝ｔ＋ｄ，「ｔ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｄ∈Π０」 

とすれば，次の式が成り立つ． 

ｘｍｘｎ＝ｘｍ＋ｎ． 

証明 (ⅰ) ｘ＝∞αの場合： 

(ア) ｍ＝∞β，ｎ＝∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝∞α
∞β∞α

∞γ 

＝∞α
∞β＋∞γ．(∵定義6-2) 

    ｘｍ＋ｎ＝∞α
∞β＋∞γ． 

(イ) ｍ＝∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝∞α
∞β∞α

ｎ 

＝∞α
∞β∞α (∵定理6-4) 

＝∞α
∞β＋１ (∵定義6-2) 

＝∞α
∞β． 

ｘｍ＋ｎ＝∞α
∞β＋ｎ 

          ＝∞α
∞β． 

   (ウ) ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γならば，  

       ∞α (γ＋２≦α)， 

∞α
１／∞γ＝  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)， 

       {ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (γ＝α)， 

       １＋(１／∞γ) (α＜γ) 

であるので， 

１≦∞α
１／∞γ≦∞α 

が成り立つ．また， 

∞α
∞β≦∞α

∞β≦∞α
∞β， ∞α

∞β・１＝∞α
∞β・∞α＝∞α

∞β 

        であるので，定理4-16より， 

∞α
∞β・∞α

１／∞γ＝∞α
∞β 

となる．したがって，ｘｍｘｎ＝∞α
∞β・∞α

１／∞γ 

＝∞α
∞β 

＝∞α
∞β＋(１／∞γ) 

＝∞α
ｍ＋ｎ． 

(エ) ｍ∈ D＋，ｎ＝∞γならば，(イ)と同様である． 

(オ) ｍ∈ D＋，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝∞α
ｍ・∞α

ｎ 

＝∞α・∞α (∵定理6-4) 

＝∞α． 

ｘｍ＋ｎ ＝∞α
ｍ＋ｎ 

＝∞α．(∵定理6-4，ｍ＋ｎ∈ D＋
 または ｍ＋ｎ⊂D＋) 
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(カ) ｍ∈ D＋，ｎ＝１／∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝∞α
ｍ・∞α

１／∞γ 

＝∞α・∞α
１／∞γ (∵定理6-4) 

＝∞α．(∵定理4-16，１≦∞α
１／∞γ≦∞α) 

ｘｍ＋ｎ＝∞α
ｍ＋ (１／∞γ) 

＝∞α．(∵定理6-4，ｍ＋(１／∞γ)∈ D＋
 または ｍ＋(１／∞γ)⊂D＋) 

(キ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γならば，(ウ)と同様である． 

(ク) ｍ＝１／∞β，ｎ∈ D＋ならば，(カ)と同様である． 

(ケ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-1参照． 

(ⅱ) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋の場合： 

(ア) ｍ＝∞β，ｎ＝∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝(ｒ＋ｂ)∞β・(ｒ＋ｂ)∞γ 

＝∞β＋１∞γ＋１ 

＝∞max{β＋１，γ＋１} 

    ＝∞max{β，γ}＋１． 

ｘｍ＋ｎ＝(ｒ＋ｂ)∞β＋∞γ 

＝(ｒ＋ｂ)∞max{β，γ} 

＝∞max{β，γ}＋１． 

(イ) ｍ＝∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝(ｒ＋ｂ)∞β・(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ 

＝∞β＋１{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)} 

＝∞β＋１． 

ｘｍ＋ｎ＝(ｒ＋ｂ)∞β＋(ｔ＋ｄ ) 

＝(ｒ＋ｂ)∞β 

＝∞β＋１． 

(ウ) ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝ｘ∞β・ｘ１／∞γ 

＝∞β＋１{１＋(１／∞γ)} 

＝∞β＋１． 

ｘｍ＋ｎ＝ｘ∞β＋(１／∞γ) 

＝ｘ∞β 

＝∞β＋１． 

(エ) ｍ∈ D＋，ｎ＝∞γならば，(イ)と同様である． 

(オ) ｍ∈ D＋，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝{(ｒ＋ｂ)ｓ＋ｃ}・{(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ} 

          ＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}・{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}  

              ＝ｒｓ・ｒｔ＋{(ｂ＋ｃ)＋(ｂ＋ｄ)}  

              ＝ｒｓ＋ｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ)．  

ｘｍ＋ｎ＝(ｒ＋ｂ){(ｓ＋ｃ )＋ (ｔ＋ｄ )} 

               ＝(ｒ＋ｂ){(ｓ＋ｔ )＋ (ｃ＋ｄ )} 
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                ＝ｒｓ＋ｔ＋{ｂ＋(ｃ＋ｄ)}  

                ＝ｒｓ＋ｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ)．  

  (カ) ｍ∈ D＋，ｎ＝１／∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝{(ｒ＋ｂ)ｓ＋ｃ}・ｘ１／∞γ 

          ＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}・{１＋(１／∞γ)}  

              ＝ｒｓ＋{(ｂ＋ｃ)＋(１／∞γ)}  

              ＝ｒｓ＋{ｂ＋ｃ＋(１／∞γ)}．  

ｘｍ＋ｎ＝(ｒ＋ｂ){(ｓ＋ｃ )＋ (１／∞γ)} 

               ＝(ｒ＋ｂ)ｓ＋ {ｃ＋ (１／∞γ)} 

                ＝ｒｓ＋[ｂ＋{ｃ＋(１／∞γ)}]  

                ＝ｒｓ＋{ｂ＋ｃ＋(１／∞γ)}．  

(キ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γならば，(ウ)と同様である． 

(ク) ｍ＝１／∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝(ｒ＋ｂ)１／∞β・{(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ} 

＝{１＋(１／∞β)}・{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}  

＝ｒｔ＋{(１／∞β)＋(ｂ＋ｄ)} 

＝ｒｔ＋{(１／∞β)＋ｂ＋ｄ}．  

ｘｍ＋ｎ＝(ｒ＋ｂ){(１／∞β)＋ (ｔ＋ｄ )} 

＝(ｒ＋ｂ)ｔ＋ {(１／∞β)＋ｄ } 

＝ｒｔ＋[ｂ＋{(１／∞β)＋ｄ}] 

＝ｒｔ＋{ｂ＋(１／∞β)＋ｄ}  

＝ｒｔ＋{(１／∞β)＋ｂ＋ｄ}． 

(ケ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝ｘ１／∞β・ｘ１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞γ)}  

＝１＋(１／∞min{β，γ})． 

ｘｍ＋ｎ＝ｘ(１／∞β)＋(１／∞γ) 

＝ｘ１／∞min{β，γ} 

＝１＋(１／∞min{β，γ})． 

(ⅲ) ｘ＝１＋(１／∞α)の場合： 

(ア) ｍ＝∞β，ｎ＝∞γならば，定理7-2参照． 

(イ) ｍ＝∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞α)}ｎ 

         ＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋ｎ(１／∞α)} 

             ＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

          {１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}＝１＋(１／∞α) (α＞β)，  

       ＝  (１＋Σα)・{１＋(１／∞α)}＝１＋Σα (α＝β)， 

          (１＋∞β)・{１＋(１／∞α)}＝∞β{１＋(１／∞α)}＝∞β (α＜β)． 

     ｘｍ＋ｎ＝{１＋(１／∞α)}∞β＋ｎ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 
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＝１＋∞β(１／∞α) 

            １＋(１／∞α) (α＞β)，  

        ＝  １＋Σα (α＝β)， 

           １＋∞β＝∞β (α＜β)． 

(ウ) ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-3参照． 

(エ) ｍ∈ D＋，ｎ＝∞γならば，(イ)と同様である． 

(オ) ｍ∈ D＋，ｎ∈ D＋ならば， 

ｘｍｘｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍ・{１＋(１／∞α)}ｎ 

         ＝{１＋ｍ(１／∞α)}・{１＋ｎ(１／∞α)} 

             ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

＝１＋(１／∞α)． 

ｘｍ＋ｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍ＋ｎ 

＝１＋(ｍ＋ｎ)(１／∞α) 

        ＝１＋(１／∞α)．（∵ｍ＋ｎ∈ D＋
 または ｍ＋ｎ⊂D＋） 

(カ) ｍ∈ D＋，ｎ＝１／∞γならば， 

ｘｍｘｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍ・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

         ＝{１＋ｍ(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

             ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

           {１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)} ＝１＋(１／∞α) （α≦γ）， 

＝   

      {１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} ＝１＋(１／∞α) （α＞γ）． 

ｘｍ＋ｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍ＋(１／∞γ) 

＝１＋{ｍ＋(１／∞γ)}・(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)．（∵ｍ＋(１／∞γ)∈ D＋またはｍ＋(１／∞γ)⊂D＋） 

(キ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γならば，(ウ)と同様である． 

(ク) ｍ＝１／∞β，ｎ∈ D＋ならば，(カ)と同様である． 

(ケ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-4参照． 

(ⅳ) ｘ＝１の場合： 

  定義6-8の(ⅳ)より，ｘｍ＝１，ｘｎ＝１，ｘｍ＋ｎ＝１であるので，定理は成り立つ． 

(ⅴ) ０＜ｘ＜１の場合： 

  １＜ｘ－１であるので， 

ｘｍｘｎ＝{(ｘ－１)ｍ}－１・{(ｘ－１)ｎ}－１（∵定義6-8の(ⅴ)） 

               ＝{(ｘ－１)ｍ・(ｘ－１)ｎ}－１（∵定理7-5） 

               ＝{(ｘ－１)ｍ＋ｎ}－１（∵(ⅰ)～(ⅲ)） 

               ＝{(ｘｍ＋ｎ)－１}－１（∵定理6-7 ） 

               ＝ｘｍ＋ｎ
■ 
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７ 定理7-7（定理7-14を証明するための予備定理１） 

(∞α
∞β)１／∞γ＝∞α

∞β(１／∞γ)． 

  ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，α＜β＜β＋１＝γ，β＝α＜α＋１＝γ，α＜β＝γ． 

 証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば， 

左辺＝(∞α
∞α)１／∞α 

＝∞α＋１
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α＋１}． 

   右辺＝∞α
∞α(１／∞α) 

＝∞α
Σα 

   {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦∞α＋１} (αが極限数でない場合)， 

＝    

   {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∪{∞α，∞α＋１} 

(αが極限数の場合)． 

α＜β＜γならば，  

左辺＝(∞α
∞β)１／∞γ 

＝∞β＋１
１／∞γ 

   １＋(１／∞γ) (β＋１＜γ)， 

＝     

    ∞γ
１／∞γ＝{ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

(β＋１＝γ)． 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば， 

左辺＝(∞α
∞α)１／∞γ 

＝∞α＋１
１／∞γ 

   １＋(１／∞γ) (α＋１＜γ)， 

＝    

   ∞γ
１／∞γ＝{ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

(α＋１＝γ)． 

   右辺＝∞α
∞α(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

α＜β＝γならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞β 

＝∞β＋１
１／∞β 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β＋１}． 
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   右辺＝∞α
∞β(１／∞β) 

＝∞α
Σβ 

   {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞β＋１} (αが極限数でない場合)， 

＝    

   {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

∪{ｘ：∞α≦ｘ≦∞β＋１} (αが極限数の場合)． 

α＜γ＜βならば，  

左辺＝(∞α
∞β)１／∞γ 

＝∞β＋１
１／∞γ 

＝∞β＋１．(∵γ＋２≦β＋１) 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞γ) 

＝∞α
∞β 

＝∞β＋１． 

α＝γ＜βならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞α 

＝∞β＋１
１／∞α 

＝∞β＋１．(∵α＋２≦β＋１) 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞α) 

＝∞α
∞β 

＝∞β＋１． 

β＜γ＜αならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ． 

      右辺＝∞α
∞β(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ． 

β＝γ＜αならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞β 

＝∞α
１／∞β 

   ∞α (β＋２≦α)， 

＝   

   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞β) 

＝∞α
Σβ 

   ∞α (β＋２≦α)， 

＝   

   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞α 

＝∞α
１／∞α． 
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   右辺＝∞α
∞β(１／∞α) 

＝∞α
１／∞α． 

β＜α＜γならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ． 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ． 

γ＜α＜βならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞γ 

＝∞β＋１
１／∞γ 

＝∞β＋１．(∵γ＋２≦β＋１) 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞γ) 

＝∞α
∞β 

＝∞β＋１． 

γ＜α＝βならば， 

左辺＝(∞α
∞α)１／∞γ 

＝∞α＋１
１／∞γ 

＝∞α＋１．(∵γ＋２≦α＋１) 

   右辺＝∞α
∞α(１／∞γ) 

＝∞α
∞α 

＝∞α＋１． 

γ＜β＜αならば， 

左辺＝(∞α
∞β)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ 

＝∞α．(∵γ＋２≦α) 

   右辺＝∞α
∞β(１／∞γ) 

＝∞α
∞β 

＝∞α■ 

 

８ 定理7-8（定理7-14を証明するための予備定理２） 

(∞α
１／∞β)∞γ＝∞α

(１／∞β)∞γ． 

  ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ， 

γ＝β＜β＋１＝α，γ＜α＝β，γ＜β＜β＋１＝α． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5，定理6-6より，次の結果を得る．  

α＝β＝γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞α)∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∞α 

     ＝１＋Σα． 
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 右辺＝∞α
(１／∞α)∞α 

＝∞α
Σα 

   {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦∞α＋１} (αが極限数でない場合)， 

＝    

   {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∪{∞α，∞α＋１} 

(αが極限数の場合)． 

α＜β＜γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞β) 

＝１＋∞γ 

＝∞γ． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞γ 

＝∞α
∞γ 

＝∞γ＋１． 

α＝β＜γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞α)∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∞γ 

＝∞γ． 

   右辺＝∞α
(１／∞α)∞γ 

＝∞α
∞γ 

＝∞γ＋１． 

α＜β＝γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞β 

＝{１＋(１／∞β)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞β) 

＝１＋Σβ． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞β 

＝∞α
Σβ 

   {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞β＋１} (αが極限数でない場合)， 

＝    

   {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

∪{ｘ：∞α≦ｘ≦∞β＋１} (αが極限数の場合)． 

α＜γ＜βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞β) 

＝１＋(１／∞β)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞γ 

＝∞α
１／∞β 
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＝１＋(１／∞β)． 

α＝γ＜βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞α 

＝{１＋(１／∞β)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞β) 

＝１＋(１／∞β)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞α 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

β＜γ＜αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞γ 

＝∞α
∞γ．(∵β＋２≦α) 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞γ 

＝∞α
∞γ． 

β＝γ＜αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞β 

∞α
∞β＝∞α (β＋２≦α)， 

＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}∞β＝∞α (β＋１＝α)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞β 

＝∞α
Σβ  

∞α (β＋２≦α)， 

＝    

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞α 

∞α
∞α＝∞α＋１ (β＋２≦α)， 

＝                       

 {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}∞α＝∞α＋１ (β＋１＝α)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞α 

          ＝∞α
∞α 

＝∞α＋１．  

β＜α＜γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞γ 

∞α
∞γ＝∞γ＋１ (β＋２≦α)， 

＝                       

 {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}∞γ＝∞γ＋１ (β＋１＝α)． 

 右辺＝∞α
(１／∞β)∞γ 

     ＝∞α
∞γ 

＝∞γ＋１．  
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γ＜α＜βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞β) 

＝１＋(１／∞β)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞γ 

     ＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)．  

γ＜α＝βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞α)∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∞γ 

     ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦∞γ}． 

   右辺＝∞α
(１／∞α)∞γ 

     ＝∞α
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

γ＜β＜αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)∞γ 

∞α
∞γ＝∞α (β＋２≦α)， 

＝                       

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}∞γ＝{ｘ：∞γ＋１≦ｘ≦∞α} 

(β＋１＝α)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)∞γ 

     ＝∞α
１／∞β 

∞α (β＋２≦α)， 

＝                       

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)■ 

 

９ 定理7-9（定理7-14を証明するための予備定理３） 

 (∞α
１／∞β)１／∞γ＝∞α

(１／∞β)(１／∞γ)． 

 ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，γ＝β＜β＋１＝α，γ＜α＝β，γ＜β＜β＋１＝α． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る．  

α＝β＝γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞α)１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}１／∞α 

     ＝１＋(１／∞α)． 

   右辺＝∞α
(１／∞α)(１／∞α) 

＝∞α
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 
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α＜β＜γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞α)１／∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}１／∞γ 

     ＝１＋(１／∞γ)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

α＜β＝γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞β 

＝{１＋(１／∞β)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞β) 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞β)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＝γ＜βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞α 

＝{１＋(１／∞β)}１／∞α 

＝１＋(１／∞β)． 

   右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞α) 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

β＜γ＜αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ．(∵β＋２≦α) 

   右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ．  
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β＝γ＜αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞β 

∞α
１／∞β＝∞α (β＋２≦α)， 

＝                       

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}１／∞β 

＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

    右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞β) 

＝∞α
１／∞β  

∞α (β＋２≦α)， 

＝                       

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞α 

∞α
１／∞α＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}  

＝                                            (β＋２≦α)， 

   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (β＋１＝α)． 

    右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞α) 

＝∞α
１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜α＜γならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞γ 

∞α
１／∞γ＝１＋(１／∞γ) (β＋２≦α)， 

＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}１／∞γ＝１＋(１／∞γ) 

(β＋１＝α)． 

    右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

γ＜α＜βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞β)． 

    右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞β 

＝１＋(１／∞β)．  

γ＜α＝βならば， 

    左辺＝(∞α
１／∞α)１／∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}１／∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞γ)}． 
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    右辺＝∞α
(１／∞α)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞α  

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}．  

γ＜β＜αならば，γ＋２≦αより， 

    左辺＝(∞α
１／∞β)１／∞γ 

∞α
１／∞γ＝∞α (β＋２≦α)， 

＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}１／∞γ 

＝{ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

    右辺＝∞α
(１／∞β)(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞β 

                 ∞α (β＋２≦α)， 

＝    

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)■ 

 

10 定理7-10（定理7-14を証明するための予備定理４） 

[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ． 

ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞α]∞α 

＝{１＋∞α(１／∞α)}∞α 

＝(１＋Σα)∞α 

   ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦∞α＋１}． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

α＜β＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞γ 

＝(１＋∞β)∞γ 

＝∞β
∞γ 

＝∞γ＋１． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋∞γ 

＝∞γ． 
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α＝β＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞α]∞γ
 

＝{１＋∞α(１／∞α)}∞γ 

＝(１＋Σα)∞γ 

＝{∞γ，∞γ＋１}． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋∞γ 

＝∞γ． 

α＜β＝γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞β 

＝(１＋∞β)∞β 

＝∞β
∞β 

＝∞β＋１． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞β 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＜γ＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞γ 

＝(１＋∞β)∞γ 

＝∞β
∞γ 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＝γ＜βならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞α 

＝(１＋∞β)∞α 

＝∞β
∞α 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 
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＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 

β＜γ＜αならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α)． 

    β＝γ＜αならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞β 

＝{１＋(１／∞α)}∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞β 

＝{１＋(１／∞α)}∞β． 

β＜γ＝αならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α． 

β＜α＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

γ＜α＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞γ 

＝(１＋∞β)∞γ 

＝∞β
∞γ 

＝∞β． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋∞β 

＝∞β． 



156 
 

γ＜α＝βならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞α]∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}∞γ 

＝(１＋Σα)∞γ 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

γ＜β＜αならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)■ 

 

11 定理7-11（定理7-14を証明するための予備定理５） 

[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ)． 

ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，α＜β＝γ，α＜γ＜γ＋１＝β，γ＝α＜α＋１＝β． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞α]１／∞α 

＝{１＋∞α(１／∞α)}１／∞α 

＝(１＋Σα)１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}．  

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}Σα 

＝１＋Σα． 

α＜β＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞γ 

＝(１＋∞β)１／∞γ 

＝∞β
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞α]１／∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}１／∞γ 

＝(１＋Σα)１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

α＜β＝γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞β 

＝(１＋∞β)１／∞β 

＝∞β
１／∞β 

＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}Σβ 

＝１＋Σβ． 

α＜γ＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞γ 

＝(１＋∞β)１／∞γ 

＝∞β
１／∞γ 

     ∞β (γ＋２≦β)， 

＝  

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} (γ＋１＝β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

   ＝１＋∞β 

＝∞β． 

α＝γ＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞α 

＝(１＋∞β)１／∞α 

＝∞β
１／∞α 
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     ∞β (α＋２≦β)， 

＝  

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} (α＋１＝β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

   ＝１＋∞β 

＝∞β． 

β＜γ＜αならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

    β＝γ＜αならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞β 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞β 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}Σβ 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＝αならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞α 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞α 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞α) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α． 

β＜α＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

γ＜α＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞γ 

＝(１＋∞β)１／∞γ 

＝∞β
１／∞γ 

＝∞β．(∵γ＋２≦β) 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α)  

   ＝１＋∞β 

＝∞β． 

γ＜α＝βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞α]１／∞γ 

＝{１＋∞α(１／∞α)}１／∞γ 

＝(１＋Σα)１／∞γ 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α)  

   ＝１＋Σα． 

γ＜β＜αならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}∞β]１／∞γ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α)  

   ＝１＋(１／∞α)■ 

 

12 定理7-12（定理7-14を証明するための予備定理６） 

[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞α]∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞α) 

＝１＋Σα． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)∞α 

＝{１＋(１／∞α)}Σα 

＝１＋Σα． 

α＜β＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞β) 

＝１＋∞γ． 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋∞γ． 

α＝β＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞α]∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

α＜β＝γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞β 

＝{１＋(１／∞β)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞β) 

＝１＋Σβ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞β 

＝{１＋(１／∞α)}Σβ 

＝１＋Σβ． 

α＜γ＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

  ＝１＋∞γ(１／∞β) 

  ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

α＝γ＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞α 

＝{１＋(１／∞β)}∞α 

＝１＋∞α(１／∞β) 

  ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞α 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 

β＜γ＜αならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α)． 
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    β＝γ＜αならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞β 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞β 

＝{１＋(１／∞α)}Σβ 

＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＝αならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞α 

＝{１＋(１／∞α)}∞α． 

β＜α＜γならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

γ＜α＜βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞β) 

＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)．  

γ＜α＝βならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞α]∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)．  

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝１＋(１／∞α)．  

γ＜β＜αならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 
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右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞α)■ 

 

13 定理7-13（定理7-14を証明するための予備定理７） 

[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ)． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞α]１／∞α 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)(１／∞α) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α． 

α＜β＜γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

   ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

    ＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞α]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)(１／∞γ) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

α＜β＝γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞β 

   ＝{１＋(１／∞β)}１／∞β 

   ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞β) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

    ＝１＋(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

   ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

    ＝１＋(１／∞β)． 
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α＝γ＜βならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞α 

   ＝{１＋(１／∞β)}１／∞α 

   ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞α) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

    ＝１＋(１／∞β)． 

β＜γ＜αならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

   ＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

    ＝１＋(１／∞α)． 

β＝γ＜αならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞β 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

   ＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞β) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

    ＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＝αならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞α 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞α) 

    ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α． 

β＜α＜γならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

γ＜α＜βならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 
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γ＜α＝βならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞α]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞α)(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

＝１＋(１／∞α)． 

γ＜β＜αならば， 

 左辺＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]１／∞γ 

   ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

＝１＋(１／∞α)■ 

 

14 定理7-14（指数法則の第２式） 

ｘ∈Ｄ＋，ｘ＝ｒ＋ｂ，「ｒ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｂ∈Π０」; 

ｍ∈Ｄ＋，ｍ＝ｓ＋ｃ，「ｓ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｃ∈Π０」; 

ｎ∈Ｄ＋，ｎ＝ｔ＋ｄ，「ｔ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｄ∈Π０」 

とすれば，次の式が成り立つ． 

 (ｘｍ)ｎ＝ｘｍｎ． 

ただし，次の場合を除く． 

(＊１) ｘ＝∞α，ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γで，  

α＝β＝γ，α＜β＜β＋１＝γ，β＝α＜α＋１＝γ，α＜β＝γ． 

(＊２) ｘ＝∞α，ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γで，  

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ， 

γ＝β＜β＋１＝α，γ＜α＝β，γ＜β＜β＋１＝α． 

(＊３) ｘ＝∞α，ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γで， 

０＜α＝β＝γ，γ＝β＜β＋１＝α，０＜γ＜α＝β，γ＜β＜β＋１＝α． 

(＊４) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γで， 

γ＝β，γ＝β＋１． 

(＊５) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γで， 

β＝γ，β＜γ． 

(＊６) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｍ＝∞β，ｎ＝∞γで， 

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ． 

(＊７) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γで，  

α＝β＝γ，α＜β＝γ，α＜γ＜γ＋１＝β，γ＝α＜α＋１＝β． 

(＊８) (＊１)～(＊７)におけるｘをｘ－１に置き換えた場合． 

 例：(＊１)のｘをｘ－１で置き換えれば，「ｘ－１＝∞α，ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γで，  

α＝β＝γ，α＜β＜β＋１＝γ，β＝α＜α＋１＝γ，α＜β＝γ．」となる． 
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証明 (ⅰ) ｘ＝∞αの場合： 

(ア) ｍ＝∞β，ｎ＝∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(∞α
∞β)∞γ 

＝∞α
∞β∞γ．(∵定義6-2) 

    ｘｍｎ＝∞α
∞β∞γ． 

(イ) ｍ＝∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(∞α
∞β)n 

＝∞α
∞β．(∵∞０≦∞α

∞β) 

ｘｍｎ＝∞α
∞βｎ 

＝∞α
∞β． 

(ウ) ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-7参照． 

(エ) ｍ∈ D＋，ｎ＝∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(∞α
ｍ) ∞γ 

＝∞α
∞γ． 

ｘｍｎ＝∞α
ｍ∞γ 

＝∞α
∞γ． 

(オ) ｍ∈ D＋，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(∞α
ｍ)ｎ 

＝∞α
ｎ 

＝∞α． 

ｘｍｎ＝∞α
ｍｎ 

＝∞α．(∵ｍｎ∈ D＋
 または ｍｎ⊂D＋) 

(カ) ｍ∈ D＋，ｎ＝１／∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(∞α
ｍ)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ． 

ｘｍｎ＝∞α
ｍ(１／∞γ) 

＝∞α
１／∞γ． 

(キ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γならば，定理7-8参照． 

(ク) ｍ＝１／∞β，ｎ∈ D＋ならば，  

(ｘｍ)ｎ＝(∞α
１／∞β)ｎ 

           ∞α
ｎ＝∞α (β＋２≦α)， 

        ＝    {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}ｎ 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)， 

                     {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}ｎ 

＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (β＝α)， 

                     {１＋(１／∞β)}ｎ＝１＋(１／∞β) (β＞α)． 

ｘｍｎ＝∞α
(１／∞β)ｎ 

＝∞α
１／∞β (∵(１／∞β)ｎ＝１／∞β) 
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          ∞α (β＋２≦α)， 

       ＝   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)， 

                  {ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (β＝α)， 

                  {１＋(１／∞β)}ｎ＝１＋(１／∞β) (β＞α)． 

(ケ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-9参照． 

(ⅱ)１＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋の場合： 

(ア) ｍ＝∞β，ｎ＝∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(ｘ∞β)∞γ 

＝∞β＋１
∞γ 

       ∞γ＋１ (β＋１≦γ)， 

    ＝   

       ∞β＋１ (β＋１＞γ)． 

ｘｍｎ＝ｘ∞β∞γ 

＝ｘ∞max{β，γ} 

     ∞γ＋１ (β＜γ⇔β＋１≦γ)， 

    ＝   

     ∞β＋１ (β≧γ⇔β＋１＞γ)． 

(イ) ｍ＝∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(ｘ∞β)n 

＝∞β＋１
n  

＝∞β＋１． 

ｘｍｎ＝ｘ∞βn 

＝ｘ∞β 

＝∞β＋１． 

   (ウ) ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝(ｘ∞β)１／∞γ 

＝∞β＋１
１／∞γ 

        ∞β＋１ (γ＋２≦β＋１⇔γ＋１≦β)， 

    {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β＋１}  

＝         (γ＋１＝β＋１⇔γ＝β)， 

        {ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (γ＝β＋１)， 

１＋(１／∞γ) (γ＞β＋１)． 

ｘｍｎ＝ｘ∞β(１／∞γ) 

     ｘ∞β＝∞β＋１ (γ＜β⇔γ＋１≦β)， 

     ＝  ｘΣβ＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞β＋１} (γ＝β)， 

           ｘ１／∞γ＝１＋(１／∞γ) (γ＞β⇔γ≧β＋１)． 

(エ) ｍ∈ D＋，ｎ＝∞γならば，  

(ｘｍ)ｎ＝{(ｒ＋ｂ)ｓ＋ｃ}∞γ 

＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}∞γ  

＝∞γ＋１．(∵ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)∈ D＋
 または ｒ

ｓ＋(ｂ＋ｃ)⊂D＋) 
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ｘｍｎ＝ｘｍ∞γ 

＝ｘ∞γ 

＝∞γ＋１． 

(オ) ｍ∈ D＋，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝{(ｒ＋ｂ)ｓ＋ｃ}ｔ＋ｄ 

＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}ｔ＋ｄ (∵定義6-6の(ⅰ)) 

＝(ｒｓ)ｔ＋{(ｂ＋ｃ)＋ｄ}  

＝ｒｓｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ)．(∵定理4-4，定理2-24) 

ｘｍｎ＝(ｒ＋ｂ)(ｓ＋ｃ )(ｔ＋ｄ ) 

＝(ｒ＋ｂ)ｓｔ＋ (ｃ＋ｄ ) 

＝ｒｓｔ＋{ｂ＋(ｃ＋ｄ)} (∵定義6-6の(ⅰ)) 

＝ｒｓｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ)．(∵定理2-24) 

(カ) ｍ∈ D＋，ｎ＝１／∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝{(ｒ＋ｂ)ｓ＋ｃ}１／∞γ 

         ＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}１／∞γ (∵定義6-6の(ⅰ)) 

            ＝１＋(１／∞γ)． 

ｘｍｎ＝(ｒ＋ｂ)(ｓ＋ｃ )(１／∞γ) 

＝(ｒ＋ｂ)１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

(キ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝{(ｒ＋ｂ)１／∞β}∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝１＋∞γ(１／∞β) 

           １＋∞γ＝∞γ
 (β＜γ)， 

         ＝  １＋Σβ (β＝γ)， 

           １＋(１／∞β) (β＞γ)． 

ｘｍｎ＝(ｒ＋ｂ)(１／∞β)∞γ 

              (ｒ＋ｂ)∞γ＝∞γ＋１ (β＜γ)， 

＝   (ｒ＋ｂ)Σβ＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦∞β＋１} (β＝γ)， 

                 (ｒ＋ｂ)１／∞β＝１＋(１／∞β) (β＞γ)． 

(ク) ｍ＝１／∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝{(ｒ＋ｂ)１／∞β}ｎ 

＝{１＋(１／∞β)}ｎ 

＝１＋ｎ(１／∞β) 

＝１＋(１／∞β)． 

ｘｍｎ＝(ｒ＋ｂ)(１／∞β)ｎ 

＝(ｒ＋ｂ)１／∞β 

＝１＋(１／∞β)． 
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(ケ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γならば，         

(ｘｍ)ｎ＝{(ｒ＋ｂ)１／∞β}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

            １＋(１／∞γ) (β≦γ)， 

          ＝   

           １＋(１／∞β) (β＞γ)． 

ｘｍｎ＝(ｒ＋ｂ)(１／∞β)(１／∞γ) 

               (ｒ＋ｂ)１／∞γ＝１＋(１／∞γ) (β≦γ)， 

         ＝ 

          (ｒ＋ｂ)１／∞β＝１＋(１／∞β) (β＞γ)． 

(ⅲ) ｘ＝１＋(１／∞α)の場合： 

(ア) ｍ＝∞β，ｎ＝∞γならば，定理7-10参照． 

(イ) ｍ＝∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝[{１＋(１／∞α)}∞β]ｎ 

＝{１＋∞β(１／∞α)}ｎ 

           {１＋(１／∞α)}ｎ＝１＋ｎ(１／∞α) ＝１＋(１／∞α) 

＝                                                  (α＞β)， 

           (１＋Σα)ｎ＝１＋Σα (α＝β)， 

          (１＋∞β)ｎ＝∞β
ｎ＝∞β (α＜β)．  

     ｘｍｎ＝{１＋(１／∞α)}∞βｎ 

＝{１＋(１／∞α)}∞β 

＝１＋∞β(１／∞α) 

           １＋(１／∞α) (α＞β)， 

＝  １＋Σα (α＝β)， 

          １＋∞β＝∞β (α＜β)． 

(ウ) ｍ＝∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-11参照．  

(エ) ｍ∈ D＋，ｎ＝∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ ＝[{１＋(１／∞α)}ｍ]∞γ 

       ＝{１＋ｍ(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

     ｘｍｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍ∞γ 

            ＝{１＋(１／∞α)}∞γ． 

(オ) ｍ∈ D＋，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝[{１＋(１／∞α)}ｍ]ｎ 

＝{１＋ｍ(１／∞α)}ｎ 

＝{１＋(１／∞α)}ｎ 

＝１＋ｎ(１／∞α) 

＝１＋(１／∞α)． 

ｘｍｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍｎ 

＝１＋ｍｎ(１／∞α) 
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＝１＋(１／∞α)．(∵ｍｎ∈ D＋
 または ｍｎ⊂D＋) 

(カ) ｍ∈ D＋，ｎ＝１／∞γならば， 

(ｘｍ)ｎ＝[{１＋(１／∞α)}ｍ]１／∞γ 

＝{１＋ｍ(１／∞α)}１／∞γ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

ｘｍｎ＝{１＋(１／∞α)}ｍ(１／∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ． 

(キ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝∞γならば，定理7-12参照． 

(ク) ｍ＝１／∞β，ｎ∈ D＋ならば， 

(ｘｍ)ｎ＝[{１＋(１／∞α)}１／∞β]ｎ  

      {１＋(１／∞α)}ｎ＝１＋ｎ(１／∞α)＝１＋(１／∞α) (β≦α)， 

    ＝   

      {１＋(１／∞β)}ｎ＝１＋ｎ(１／∞β)＝１＋(１／∞β) (β＞α)． 

ｘｍｎ＝{１＋(１／∞α)}(１／∞β)ｎ 

＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

     １＋(１／∞α) (β≦α)， 

   ＝ 

        １＋(１／∞β) (β＞α)． 

(ケ) ｍ＝１／∞β，ｎ＝１／∞γならば，定理7-13参照． 

(ⅳ) ｘ＝１の場合： 

  定義6-8の(ⅳ)より，１ｍ＝１ｎ＝１ｍｎ＝１であるので， 

     (ｘｍ)ｎ＝(１ｍ)ｎ 

＝１ｎ 

＝１． 

ｘｍｎ＝１ｍｎ 

＝１． 

(ⅴ) ０＜ｘ＜１の場合： 

  １＜ｘ－１であるので， 

(ｘｍ)ｎ＝[{(ｘ－１)ｍ}－１]ｎ (∵定義6-8の(ⅴ)) 

    ＝[{(ｘ－１)ｍ}ｎ]－１ (∵定理6-7) 

    ＝{(ｘ－１)ｍｎ}－１ (∵(ⅰ)～(ⅲ)，条件(＊１)～(＊８)) 

    ＝{(ｘｍｎ)－１}－１ (∵定理6-7) 

    ＝ｘｍｎ
■ 

 

15 定理7-15（定理7-31を証明するための予備定理１） 

(∞α∞β)１／∞γ＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝(∞α∞α)１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 
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       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

     右辺＝∞α
１／∞α・∞α

１／∞α 

＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

           ・{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞γ 

       ＝∞β
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ 

＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝(∞α∞α)１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞α

１／∞γ 

＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞β 

       ＝∞β
１／∞β 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

     右辺＝∞α
１／∞β・∞β

１／∞β 

＝{１＋(１／∞β)}・{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞γ 

       ＝∞β
１／∞γ 

          ∞β (γ＋２≦β)， 

       ＝    

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} (γ＋１＝β)． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ 

          {１＋(１／∞γ)}∞β＝∞β (γ＋２≦β)， 

       ＝    

          {１＋(１／∞γ)}・{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} 

                    ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} (γ＋１＝β)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞α 

       ＝∞β
１／∞α 
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          ∞β (α＋２≦β)， 

       ＝    

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} (α＋１＝β)． 

     右辺＝∞α
１／∞α・∞β

１／∞α 

          {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}∞β＝∞β 

＝                                           (α＋２≦β)， 

          {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

                              ・{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β} (α＋１＝β)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝    

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ 

          ∞α{１＋(１／∞γ)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞γ)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞β 

       ＝∞α
１／∞β 

          ∞α (β＋２≦α)， 

       ＝    

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

     右辺＝∞α
１／∞β・∞β

１／∞β 

          ∞α{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}＝∞α (β＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

・{ｘ：１＋(１／∞β)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

     右辺＝∞α
１／∞α・∞β

１／∞α 

        ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１＋(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 
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β＜α＜γならば，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ 

        ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

γ＜α＜βならば，γ＋２≦βより， 

     左辺＝(∞α∞β)１／∞γ 

       ＝∞β
１／∞γ 

       ＝∞β． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ 

          ∞α∞β＝∞β (γ＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}∞β＝∞β (γ＋１＝α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝(∞α∞α)１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞α

１／∞γ 

          ∞α∞α＝∞α (γ＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

γ＜β＜αならば，γ＋２≦αより，  

     左辺＝(∞α∞β)１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝∞α． 

     右辺＝∞α
１／∞γ・∞β

１／∞γ 

          ∞α∞β＝∞α (γ＋２≦β)， 

＝                                                   

          ∞α{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞β}＝∞α (γ＋１＝β)■ 
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16 定理7-16（定理7-31を証明するための予備定理２） 

[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞α)}]１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α{１＋(１／∞α)}１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１＋(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝∞α
１／∞β 

       ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝∞α
１／∞β{１＋(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 
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α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α{１＋(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

          ∞α{１＋(１／∞γ)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞γ)} 

          ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝∞α
１／∞β 

          ∞α (β＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞β{１＋(１／∞β)}１／∞β 

          ∞α{１＋(１／∞β)}＝∞α (β＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞β)} 

          ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

        ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α{１＋(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１＋(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

        ＝１＋(１／∞γ)． 
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右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

          ∞α{１＋(１／∞β)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞β)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

          ∞α{１＋(１／∞α)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞α)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

        ＝∞α (∵γ＋２≦α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝∞α{１＋(１／∞β)} (∵γ＋２≦α) 

＝∞α■ 
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17 定理7-17（定理7-31を証明するための予備定理３） 

[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ． 

ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞α)}]１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α{１－(１／∞α)}１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝∞α
１／∞β 

       ＝１＋(１／∞β)． 

右辺＝∞α
１／∞β{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１＋Πβ． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 
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α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ 

          ∞α{１－(１／∞γ)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１－(１／∞γ)} 

          ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝∞α
１／∞β 

          ∞α (β＋２≦α)， 

＝                                                   

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞β{１－(１／∞β)}１／∞β 

          ∞α{１－(１／∞β)}＝∞α (β＋２≦α)， 

       ＝ 

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１－(１／∞β)} 

          ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

        ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

        ＝１＋(１／∞γ)． 
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右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ 

          ∞α{１－(１／∞β)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１－(１／∞β)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞α)}１／∞γ 

          ∞α{１－(１／∞α)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１－(１／∞α)} 

＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

        ＝∞α．(∵γ＋２≦α) 

右辺＝∞α
１／∞γ{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝∞α{１－(１／∞β)} (∵γ＋２≦α) 

＝∞α■ 
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18 定理7-18（定理7-31を証明するための予備定理４） 

{∞α(１／∞β)}∞γ＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ． 

 ただし，次の場合を除く． 

α＜β＜γ，α＜β＝γ，α＜γ＜γ＋１＝β，γ＝α＜α＋１＝β， 

β＜γ＜γ＋１＝α，γ＝β＜β＋１＝α，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞α)}∞α 

     ＝Σα
∞α 

     ＝Σα＋１． 

   右辺＝∞α
∞α・(１／∞α)∞α 

     ＝∞α＋１(１／∞α＋１) 

     ＝Σα＋１． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞γ 

     ＝(１／∞β)∞γ 

     ＝１／∞γ＋１． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ 

     ＝∞γ＋１(１／∞γ＋１) 

     ＝Σγ＋１． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞α)}∞γ 

     ＝Σα
∞γ 

     ＝Σγ＋１． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞α)∞γ 

     ＝∞γ＋１(１／∞γ＋１) 

     ＝Σγ＋１． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞β 

     ＝(１／∞β)∞β 

     ＝１／∞β＋１． 

   右辺＝∞α
∞β・(１／∞β)∞β 

     ＝∞β＋１(１／∞β＋１) 

     ＝Σβ＋１． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞γ 

     ＝(１／∞β)∞γ 

     ＝１／∞β． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ 

     ＝∞γ＋１(１／∞β) 
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        １／∞β (γ＋１＜β)， 

     ＝   

        Σβ (γ＋１＝β)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞α 

     ＝(１／∞β)∞α 

     ＝１／∞β． 

   右辺＝∞α
∞α・(１／∞β)∞α 

     ＝∞α＋１(１／∞β) 

        １／∞β (α＋１＜β)， 

     ＝   

        Σβ (α＋１＝β)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞γ 

     ＝∞α
∞γ 

     ＝∞α． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ 

     ＝∞α(１／∞γ＋１) 

        ∞α (γ＋１＜α)， 

     ＝   

        Σα (γ＋１＝α)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞β 

     ＝∞α
∞β 

     ＝∞α． 

   右辺＝∞α
∞β・(１／∞β)∞β 

     ＝∞α(１／∞β＋１) 

        ∞α (β＋１＜α)， 

     ＝   

        Σα (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞α 

     ＝∞α
∞α 

     ＝∞α＋１． 

   右辺＝∞α
∞α・(１／∞β)∞α 

     ＝∞α＋１(１／∞α＋１) 

     ＝Σα＋１． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞γ 

     ＝∞α
∞γ 



181 
 

     ＝∞γ＋１． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ 

     ＝∞γ＋１(１／∞γ＋１) 

     ＝Σγ＋１． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞γ 

     ＝(１／∞β)∞γ 

     ＝１／∞β． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ 

     ＝∞α(１／∞β) 

     ＝１／∞β． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞α)}∞γ 

     ＝Σα
∞γ 

     ＝Σα． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞α)∞γ 

     ＝∞α(１／∞α) 

     ＝Σα． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}∞γ 

     ＝∞α
∞γ 

     ＝∞α． 

   右辺＝∞α
∞γ・(１／∞β)∞γ 

     ＝∞α(１／∞β) 

     ＝∞α■ 

 

19 定理7-19（定理7-31を証明するための予備定理５） 

{∞α(１／∞β)}１／∞γ＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ． 

ただし，次の場合を除く． 

α＜β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞α)}１／∞α 

       ＝Σα
１／∞α 

       ＝１＋Π０． 

右辺＝∞α
１／∞α・(１／∞α)１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

             ・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

       ＝１＋Π０． 
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α＜β＜γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝Σα
１／∞γ 

       ＝１＋Πγ． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞α)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞β 

       ＝(１／∞β)１／∞β 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

右辺＝∞α
１／∞β・(１／∞β)１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１＋(１／∞β)}． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

          １／∞β (γ＋２≦β)，  

       ＝ 

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

     {１＋(１／∞γ)}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦β)， 

  ＝   

     {１＋(１／∞γ)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

          ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞α 

       ＝(１／∞β)１／∞α 

          １／∞β (α＋２≦β)，  

       ＝ 

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (α＋１＝β)． 
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右辺＝∞α
１／∞α・(１／∞β)１／∞α 

     {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・(１／∞β) 

＝１／∞β (α＋２≦β)， 

  ＝  {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} 

・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

          ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (α＋１＝β)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

          ∞α (γ＋２≦α)，  

       ＝  

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

     ∞α・{１－(１／∞γ)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

     {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１－(１／∞γ)} 

          ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞β 

       ＝∞α
１／∞β 

          ∞α (β＋２≦α)，  

       ＝ 

          {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

右辺＝∞α
１／∞β・(１／∞β)１／∞β 

     ∞α・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}＝∞α 

                               (β＋２≦α)， 

  ＝  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

           ・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

           ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (β＋１＝α)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞α 

       ＝∞α
１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

右辺＝∞α
１／∞α・(１／∞β)１／∞α 

       ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 
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右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

γ＜α＜βならば，γ＋２≦βより，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１／∞β． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

     ∞α(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦α)， 

  ＝ 

     {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋１＝α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝{∞α(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝Σα
１／∞γ 

       ＝Σα． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞α)１／∞γ 

     ∞α(１／∞α)＝Σα (γ＋２≦α)，  

   

  ＝  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} 

・{ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝Σα (γ＋１＝α)． 

γ＜β＜αならば，γ＋２≦αより，  

     左辺＝{∞α(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝∞α
１／∞γ 

       ＝∞α． 

右辺＝∞α
１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

     ∞α(１／∞β)＝∞α (γ＋２≦β)， 

  ＝ 

     ∞α{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)}＝∞α (γ＋１＝β)■ 

 

20 定理7-20（定理7-31を証明するための予備定理６） 

[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}]∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞α 

       ＝１＋∞α(１／∞α) 

       ＝１＋Σα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞α)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞α)} 
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＝(１＋Σα)・(１＋Σα) 

＝１＋Σα． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋∞γ 

       ＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)} 

＝(１＋∞γ)・(１＋∞γ) 

＝∞γ∞γ 

＝∞γ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋∞γ 

       ＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

＝(１＋∞γ)・(１＋∞γ) 

＝∞γ∞γ 

＝∞γ． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞β 

       ＝１＋∞β(１／∞α) 

       ＝１＋∞β 

       ＝∞β． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞β(１／∞β)} 

＝(１＋∞β)・(１＋Σβ) 

＝∞β(１＋Σβ) 

＝∞β． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋∞γ 
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       ＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)} 

＝(１＋∞γ)・{１＋(１／∞β)}  

＝∞γ{１＋(１／∞β)} 

＝∞γ． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞α 

       ＝１＋∞α(１／∞α) 

       ＝１＋Σα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞β)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞β)} 

＝(１＋Σα)・{１＋(１／∞β)}  

＝１＋Σα． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞β) 

       ＝１＋∞γ 

＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)} 

＝{１＋(１／∞α)}・(１＋∞γ) 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝∞γ． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}∞β 

       ＝１＋∞β(１／∞β) 

       ＝１＋Σβ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１＋(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞β(１／∞β)} 

＝{１＋(１／∞α)}・(１＋Σβ) 

＝１＋Σβ． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞α 

       ＝{１＋(１／∞β)}∞α 

       ＝１＋∞α(１／∞β) 

       ＝１＋∞α 
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       ＝∞α． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１＋(１／∞β)}∞α 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞β)} 

       ＝(１＋Σα)・(１＋∞α) 

              ＝(１＋Σα)∞α 

＝∞α． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞β) 

       ＝１＋∞γ 

       ＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)} 

       ＝(１＋∞γ)・(１＋∞γ) 

              ＝∞γ∞γ 

＝∞γ． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)} 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

              ＝１＋(１／∞α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)} 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

              ＝１＋(１／∞α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞β)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞β) 

       ＝１＋(１／∞β)． 
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     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)} 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

              ＝１＋(１／∞β)■ 

 

21 定理7-21（定理7-31を証明するための予備定理７） 

[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

          ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る．  

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}]１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１＋(１／∞α)}１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

       ＝１＋(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 
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       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１＋(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}１／∞β 

       ＝１＋(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１＋(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞β)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞β)}１／∞α 

       ＝１＋(１／∞α)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１＋(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 
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γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞β)■ 

 

22 定理7-22（定理7-31を証明するための予備定理８） 

[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ． 

 ただし，次の場合を除く． 

α＜β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]∞α 

       ＝(１＋Πα)∞α 

       ＝Σα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１－(１／∞α)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞α)}－１ 

＝(１＋Σα)・(１＋Σα)－１  

＝Σα． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋∞γ 
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       ＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

＝(１＋∞γ)・(１＋∞γ)－１ 

＝∞γ∞γ
－１ 

＝∞γ(１／∞γ) 

＝Σγ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]∞γ 

       ＝(１＋Πα)∞γ 

       ＝Σγ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

＝(１＋∞γ)・(１＋∞γ)－１ 

＝∞γ∞γ
－１ 

＝∞γ(１／∞γ) 

＝Σγ． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞β 

       ＝１＋∞β(１／∞α) 

       ＝１＋∞β 

       ＝∞β． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１－(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞β(１／∞β)}－１ 

＝(１＋∞β)・(１＋Σβ)－１ 

＝∞β(１＋Σβ)－１ 

＝Σβ． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋∞γ 

       ＝∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

＝(１＋∞γ)・{１＋(１／∞β)}－１  

＝∞γ{１－(１／∞β)} 

＝∞γ． 
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α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞α 

       ＝１＋∞α(１／∞α) 

       ＝１＋Σα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１－(１／∞β)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞β)}－１ 

＝(１＋Σα)・{１＋(１／∞β)}－１  

＝(１＋Σα)・{１－(１／∞β)} 

＝１＋Σα． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

＝∞γ
－１ 

＝１／∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・(１＋∞γ)－１ 

＝{１＋(１／∞α)}∞γ
－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞γ) 

＝１／∞γ． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞β 

       ＝{１－(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋Σβ)－１ 

       ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・{１－(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}・{１＋∞β(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１＋Σβ)－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)}  

＝{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞α 

       ＝{１－(１／∞β)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞α)－１ 

       ＝∞α
－１ 
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＝１／∞α． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・{１－(１／∞β)}∞α 

＝{１＋∞α(１／∞α)}・{１＋∞α(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋Σα)・(１＋∞α)－１ 

              ＝(１＋Σα)∞α
－１ 

＝(１＋Σα)・(１／∞α) 

＝Σα． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１ 

       ＝１／∞γ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)・(１＋∞γ)－１ 

              ＝∞γ∞γ
－１ 

＝∞γ(１／∞γ) 

＝Σγ． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}∞γ 

       ＝１＋∞γ(１／∞α) 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}－１ 

              ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

＝１＋(１／∞α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]∞γ 

       ＝(１＋Πα)∞γ 

       ＝１＋Πα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞α)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞α)}－１ 

              ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１＋Πα． 
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γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

              ＝１－(１／∞β)■ 

 

23 定理7-23（定理7-31を証明するための予備定理９） 

[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

          ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ． 

ただし，次の場合を除く． 

α＜β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]１／∞α 

       ＝(１＋Πα)１／∞α 

       ＝１＋Πα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１－(１／∞α)}１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１＋Πα． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝(１＋Πα)１／∞γ 

       ＝１＋Πγ． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 
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α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞β 

       ＝１＋(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１＋Πβ． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞γ)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞α 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞β)． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝１－(１／∞α)． 
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     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１＋Πα． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１＋(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１＋(１／∞α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝(１＋Πα)１／∞γ 

       ＝１＋Πα． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１＋Πα． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞β)■ 

 

24 定理7-24（定理7-31を証明するための予備定理10） 

[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞α)]∞α 

       ＝(１／∞α)∞α 

       ＝１／∞α＋１． 

 



197 
 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・(１／∞α)∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・(１／∞α＋１) 

       ＝(１＋Σα)・(１／∞α＋１) 

       ＝１／∞α＋１． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞γ＋１) 

       ＝(１＋∞γ)・(１／∞γ＋１) 

       ＝∞γ(１／∞γ＋１) 

       ＝１／∞γ＋１． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞α)]∞γ 

       ＝(１／∞α)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞α)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞γ＋１) 

       ＝(１＋∞γ)・(１／∞γ＋１) 

       ＝∞γ(１／∞γ＋１) 

＝１／∞γ＋１． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞β 

       ＝(１／∞β)∞β 

       ＝１／∞β＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・(１／∞β)∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}・(１／∞β＋１) 

       ＝(１＋∞β)・(１／∞β＋１) 

              ＝∞β(１／∞β＋１) 

        ＝１／∞β＋１．  

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝(１＋∞γ)・(１／∞β) 

       ＝∞γ(１／∞β) 

       ＝１／∞β． 



198 
 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞α 

       ＝(１／∞β)∞α 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・(１／∞β)∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝(１＋Σα)・(１／∞β) 

＝１／∞β． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞γ＋１) 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞γ＋１) 

       ＝１／∞γ＋１． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞β 

       ＝(１／∞β)∞β 

       ＝１／∞β＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞β・(１／∞β)∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}・(１／∞β＋１) 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞β＋１) 

       ＝１／∞β＋１．  

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞α 

       ＝(１／∞β)∞α 

       ＝１／∞α＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞α・(１／∞β)∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}・(１／∞α＋１) 

       ＝(１＋Σα)・(１／∞α＋１) 

              ＝１／∞α＋１． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞γ＋１) 

       ＝(１＋∞γ)・(１／∞γ＋１) 

＝∞γ(１／∞γ＋１) 
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       ＝１／∞γ＋１． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝１／∞β． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞α)]∞γ 

       ＝(１／∞α)∞γ 

       ＝１／∞α． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞α)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞α) 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞α) 

       ＝１／∞α． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝１／∞β■ 

 

25 定理7-25（定理7-31を証明するための予備定理11） 

[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ． 

 ただし，次の場合を除く． 

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞α)]１／∞α 

       ＝(１／∞α)１／∞α 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・(１／∞α)１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１＋(１／∞α)}． 
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α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}  

       ＝１＋Πγ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞α)]１／∞γ 

       ＝(１／∞α)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞α)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}  

       ＝１＋Πγ． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞β 

       ＝(１／∞β)１／∞β 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・(１／∞β)１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞β)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１＋(１／∞β)}． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

          １／∞β (γ＋２≦β)， 

       ＝ 

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

          {１＋(１／∞γ)}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦β)， 

       ＝   

          {１＋(１／∞γ)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞α 

       ＝(１／∞β)１／∞α 

          １／∞β (α＋２≦β)， 

       ＝   

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (α＋１＝β)． 
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     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・(１／∞β)１／∞α 

          {１＋(１／∞α)}・(１／∞β)＝１／∞β (α＋２≦β)， 

       ＝   

          {１＋(１／∞α)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

          ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (α＋１＝β)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞β 

       ＝(１／∞β)１／∞β 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞β・(１／∞β)１／∞β 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞α 

       ＝(１／∞β)１／∞α 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞α・(１／∞β)１／∞α 

       ＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１＋Σα． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１／∞β．(∵γ＋２≦β) 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞β) (∵γ＋２≦β) 

       ＝１／∞β． 
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γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞α)]１／∞γ 

       ＝(１／∞α)１／∞γ 

          １／∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

          {ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝α)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞α)１／∞γ 

          {１＋(１／∞α)}・(１／∞α)＝１／∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝   

          {１＋(１／∞α)}・{ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)}． 

＝{ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

          １／∞β (γ＋２≦β)， 

              ＝   

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

     右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

                 {１＋(１／∞α)}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦β)， 

              ＝   

          {１＋(１／∞α)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)■ 

 

26 定理7-26（定理7-31を証明するための予備定理12） 

[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋Σα)－１ 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞α・{１－(１／∞α)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１・{１＋∞α(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋Σα)－１・(１＋Σα)－１ 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

・{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 
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α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１ 

       ＝１／∞γ． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１・(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１・∞γ

－１ 

       ＝(１／∞γ)・(１／∞γ) 

       ＝１／∞γ． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１ 

       ＝１／∞γ． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１・(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１・∞γ

－１ 

＝(１／∞γ)・(１／∞γ) 

       ＝１／∞γ． 

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞β 

       ＝{１－(１／∞α)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋∞β)－１ 

       ＝∞β
－１ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞β・{１－(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}－１・{１＋∞β(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞β)－１・(１＋Σβ)－１ 

       ＝∞β
－１・(１＋Σβ)－１ 

       ＝(１／∞β)・{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝１／∞β． 
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α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１ 

       ＝１／∞γ． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１・{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝∞γ
－１・{１－(１／∞β)}  

       ＝(１／∞γ)・{１－(１／∞β)} 

       ＝１／∞γ． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１ 

       ＝(１＋Σα)－１ 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞α・{１－(１／∞β)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１・{１＋∞α(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋Σα)－１・{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１ 

       ＝１／∞γ． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１＋∞γ)－１ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ
－１ 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞γ) 

       ＝１／∞γ． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞β 

       ＝{１－(１／∞β)}∞β 
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       ＝{１＋∞β(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋Σβ)－１ 

       ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞β・{１－(１／∞β)}∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}－１・{１＋∞β(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１＋Σβ)－１ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞α 

       ＝{１－(１／∞β)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞α)－１ 

       ＝∞α
－１ 

       ＝１／∞α． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞α・{１－(１／∞β)}∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１・{１＋∞α(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋Σα)－１・(１＋∞α)－１ 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}・∞α
－１ 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}・(１／∞α) 

       ＝１／∞α． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}∞γ 

＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１ 

       ＝１／∞γ． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝(１＋∞γ)－１・(１＋∞γ)－１ 

       ＝∞γ
－１・∞γ

－１ 

       ＝(１／∞γ)・(１／∞γ) 

       ＝１／∞γ． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１ 

       ＝１－(１／∞α)． 
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     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１ 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞α)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞α)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・{１＋(１／∞α)}－１ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１－(１／∞α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・{１＋(１／∞β)}－１ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞β)■ 

 

27 定理7-27（定理7-31を証明するための予備定理13） 

[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

          ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞α 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞α・{１－(１／∞α)}１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１－(１／∞α)． 
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α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)．  

α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞β 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞β・{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１－(１／∞β)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞β)． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞α 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞α・{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞α)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 
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     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞β 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞β・{１－(１／∞β)}１／∞β 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞β)．  

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞α 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞α・{１－(１／∞β)}１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１－(１／∞α)． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞α)． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞α)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１－(１／∞α)． 
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γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝１－(１／∞β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

       ＝１－(１／∞β)■ 

 

28 定理7-28（定理7-31を証明するための予備定理14） 

[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-5より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞α)]∞α 

       ＝(１／∞α)∞α 

       ＝１／∞α＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞α・(１／∞α)∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１・(１／∞α＋１) 

       ＝(１＋Σα)－１・(１／∞α＋１) 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}・(１／∞α＋１) 

       ＝１／∞α＋１． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞γ＋１) 

＝(１＋∞γ)－１・(１／∞γ＋１)  

       ＝∞γ
－１(１／∞γ＋１) 

       ＝(１／∞γ)・(１／∞γ＋１) 

       ＝１／∞γ＋１． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞α)]∞γ 

       ＝(１／∞α)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞α)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞γ＋１) 

       ＝(１＋∞γ)－１・(１／∞γ＋１) 

       ＝∞γ
－１(１／∞γ＋１) 

       ＝(１／∞γ)・(１／∞γ＋１) 

＝１／∞γ＋１． 
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α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞β 

       ＝(１／∞β)∞β 

       ＝１／∞β＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞β・(１／∞β)∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}－１・(１／∞β＋１) 

       ＝(１＋∞β)－１・(１／∞β＋１) 

＝∞β
－１(１／∞β＋１) 

       ＝(１／∞β)・(１／∞β＋１) 

＝１／∞β＋１．  

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

       ＝(１＋∞γ)－１・(１／∞β) 

       ＝∞γ
－１(１／∞β) 

       ＝(１／∞γ)・(１／∞β) 

       ＝１／∞β． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞α 

       ＝(１／∞β)∞α 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞α・(１／∞β)∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

       ＝(１＋Σα)－１ ・(１／∞β) 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)} ・(１／∞β) 

＝１／∞β． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞γ＋１) 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１／∞γ＋１) 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞γ＋１) 

       ＝１／∞γ＋１． 
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β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞β 

       ＝(１／∞β)∞β 

       ＝１／∞β＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞β・(１／∞β)∞β 

       ＝{１＋∞β(１／∞α)}－１・(１／∞β＋１) 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１／∞β＋１) 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞β＋１) 

       ＝１／∞β＋１．  

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞α 

       ＝(１／∞β)∞α 

       ＝１／∞α＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞α・(１／∞β)∞α 

       ＝{１＋∞α(１／∞α)}－１・(１／∞α＋１) 

       ＝(１＋Σα)－１・(１／∞α＋１) 

       ＝{ｘ：１／∞α≦ｘ≦１－(１／∞α)}・(１／∞α＋１) 

              ＝１／∞α＋１． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞γ＋１． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞γ＋１) 

       ＝(１＋∞γ)－１・(１／∞γ＋１) 

＝∞γ
－１(１／∞γ＋１) 

＝(１／∞γ)・(１／∞γ＋１) 

       ＝１／∞γ＋１． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝１／∞β． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞α)]∞γ 

       ＝(１／∞α)∞γ 
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       ＝１／∞α． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞α)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞α) 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１／∞α) 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞α) 

       ＝１／∞α． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]∞γ 

       ＝(１／∞β)∞γ 

       ＝１／∞β． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(１／∞β)∞γ 

       ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

       ＝{１＋(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞β) 

       ＝１／∞β■ 

 

29 定理7-29（定理7-31を証明するための予備定理15） 

[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ． 

証明 両辺を，実際に計算すれば，定理6-6より，次の結果を得る． 

α＝β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞α)]１／∞α 

       ＝(１／∞α)１／∞α 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞α・(１／∞α)１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞α)}． 

α＜β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}  

       ＝１－(１／∞γ)． 

α＝β＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞α)]１／∞γ 

       ＝(１／∞α)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞α)１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}  

       ＝１－(１／∞γ)． 
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α＜β＝γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞β 

       ＝(１／∞β)１／∞β 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞β・(１／∞β)１／∞β 

       ＝{１－(１／∞β)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

α＜γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

          １／∞β (γ＋２≦β)， 

       ＝ 

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

          {１－(１／∞γ)}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦β)， 

       ＝ 

          {１－(１／∞γ)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

α＝γ＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞α 

       ＝(１／∞β)１／∞α 

          １／∞β (α＋２≦β)， 

       ＝ 

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (α＋１＝β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞α・(１／∞β)１／∞α 

          {１－(１／∞α)}・(１／∞β)＝１／∞β (α＋２≦β)， 

       ＝ 

          {１－(１／∞α)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)}  

          ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (α＋１＝β)． 

β＜γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

β＝γ＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞β 

       ＝(１／∞β)１／∞β 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 
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     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞β・(１／∞β)１／∞β 

       ＝{１－(１／∞α)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

       ＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)}． 

β＜γ＝αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞α 

       ＝(１／∞β)１／∞α 

       ＝１－(１／∞α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞α・(１／∞β)１／∞α 

       ＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞α)} 

       ＝１－(１／∞α)． 

β＜α＜γならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１－(１／∞γ)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１－(１／∞γ)． 

γ＜α＜βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 

       ＝１／∞β．(∵γ＋２≦β) 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１－(１／∞α)}・(１／∞β) (∵γ＋２≦β) 

       ＝１／∞β． 

γ＜α＝βならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞α)]１／∞γ 

       ＝(１／∞α)１／∞γ 

          １／∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

          {ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝α)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞α)１／∞γ 

          {１－(１／∞α)}・(１／∞α)＝１／∞α (γ＋２≦α)， 

       ＝ 

          {１－(１／∞α)}・{ｘ：１／∞α≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝{ｘ：１／∞α≦ｘ＜(１－(１／∞０))} (γ＋１＝α)． 

γ＜β＜αならば，  

     左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]１／∞γ 

       ＝(１／∞β)１／∞γ 
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          １／∞β (γ＋２≦β)， 

              ＝   

          {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)． 

     右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

                 {１－(１／∞α)}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦β)， 

              ＝   

          {１－(１／∞α)}・{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)■ 

 

30 定理7-30（定理7-31を証明するための予備定理16） 

ｘ，ｙ∈D＋で，０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１とすれば，次の式が成り立つ． 

ｘ－１ｙ－１＝(ｘｙ)－１． 

証明 D＋＝D＋∪Π０
＋である．また，ｘ，ｙ∈D＋ならば，条件０＜ｘ＜１，０＜ｙ＜１

より，次のように表すことができる． 

ｘ＝ｒ＋ｂ，「０≦ｒ≦１，ｂ∈Π０」． 

ｙ＝ｓ＋ｃ，「０≦ｓ≦１，ｃ∈Π０」． 

ただし，次の約束に従う． 

（ア）ｒ＝０ならば，ｂ∈Π０
＋．  （イ）ｒ＝１ならば，ｂ∈Π０

－． 

（ウ）ｓ＝０ならば，ｃ∈Π０
＋．  （エ）ｓ＝１ならば，ｃ∈Π０

－． 

 

(ⅰ)「ｘ＝１／∞α，ｙ＝１／∞β」の場合： 

ｘ－１ｙ－１＝∞α∞β 

＝∞max{α，β } 

＝(１／∞max{α，β })
－１ 

＝{(１／∞α)(１／∞β)}－１ 

             ＝(ｘｙ)－１． 

(ⅱ)「ｘ∈ D＋，ｙ＝１／∞β」の場合： 

ｘ－１ｙ－１＝{(１／ｒ)－ｂ}・∞β 

＝∞β 

＝(１／∞β)－１ 

＝{(ｒ＋ｂ)(１／∞β)}－１ 

＝(ｘｙ)－１． 

(ⅲ)「ｘ＝１／∞α，ｙ∈ D＋」の場合は，(ⅱ)と同様である． 

(ⅳ)「ｘ∈ D＋，ｙ∈ D＋」の場合： 

     ｘ－１ｙ－１＝{(１／ｒ)－ｂ}・{(１／ｓ)－ｃ}  

             ＝{１／(ｒｓ)}－(ｂ＋ｃ) 

＝(ｘｙ)－１
■ 
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31 定理7-31（指数法則の第３式） 

ｘ∈Ｄ＋，ｘ＝ｒ＋ｂ，「ｒ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｂ∈Π０」; 

ｙ∈Ｄ＋，ｙ＝ｓ＋ｃ，「ｓ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｃ∈Π０」; 

ｍ∈Ｄ＋，ｍ＝ｔ＋ｄ，「ｔ∈<Ｒ>＋∪{０}，ｄ∈Π０」 

とすれば，次の式が成り立つ． 

 (ｘｙ)ｍ＝ｘｍｙｍ． 

ただし，次の場合を除く． 

(＊１) ｘ＝∞α，ｙ＝１－(１／∞β)，ｍ＝１／∞γで，  

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

(＊２) ｘ＝∞α，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ＝∞γで，  

γ＋１＝α，γ＋１＞α． 

(＊３) ｘ＝∞α，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ＝１／∞γで，  

γ＝α，γ＞α． 

(＊４) ｘ＝∞α，ｙ＝１／∞β，ｍ＝∞γで， 

α＜β＜γ，α＜β＝γ，α＜γ＜γ＋１＝β，γ＝α＜α＋１＝β， 

β＜γ＜γ＋１＝α，γ＝β＜β＋１＝α，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

(＊５) ｘ＝∞α，ｙ＝１／∞β，ｍ＝１／∞γで， 

α＜β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

(＊６) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝１－(１／∞β)，ｍ＝１／∞γで， 

γ＝β，γ＞β． 

(＊７) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ＝∞γ．  

(＊８) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ∈ D＋で， 

１＜ｒｓ＜∞０ならば，ｂ＋ｃ＋ｄ≠ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ； 

ｒｓ＝１ならば，ｂ＋ｃ≠ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ； 

       ０＜ｒｓ＜１ならば，ｂ＋ｃ－ｄ≠ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ． 

(＊９) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ＝１／∞γ．  

(＊10) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝１／∞β，ｍ＝∞γで， 

β＝γ＋１，β＜γ＋１． 

(＊11) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝１／∞β，ｍ＝１／∞γで， 

γ＝β，γ＞β． 

(＊12) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝１－(１／∞β)，ｍ＝∞γで，  

α＜β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

(＊13) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝１－(１／∞β)，ｍ＝１／∞γで，  

α＜β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 

(＊14) ｘ＝１＋(１／∞α)，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ＝∞γで，  

α＝γ，α＜γ． 

(＊15) ｘ＝１＋(１／∞α)，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)，ｍ＝１／∞γで，  

α＝γ，α＜γ． 

(＊16) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝１／∞β，ｍ＝１／∞γで， 

α＝β＝γ，α＜β＜γ，α＝β＜γ，α＜β＝γ，β＜γ＝α，β＜α＜γ． 
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(＊17) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝∞β，ｍ＝１／∞γで， 

β＝α＝γ，β＜α＜γ，β＝α＜γ，β＜α＝γ，α＜γ＝β，α＜β＜γ． 

(＊18) ｘ＝１－(１／∞α)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋，ｍ＝１／∞γで， 

γ＝α，γ＞α． 

(＊19) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝１＋(１／∞β)，ｍ＝∞γで， 

β＜α＜γ，β＜α＝γ，α＜γ＝β，α＜β＜γ． 

(＊20) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝１＋(１／∞β)，ｍ＝１／∞γで， 

β＜α＜γ，β＜α＝γ，α＜γ＝β，α＜β＜γ． 

(＊21) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝∞β，ｍ＝∞γで， 

γ＋１＝β，γ＋１＞β． 

(＊22) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝∞β，ｍ＝１／∞γで， 

γ＝β，γ＞β． 

(＊23) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋，ｍ＝∞γ．  

(＊24) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋，ｍ∈ D＋で， 

１＜ｒｓ＜∞０ならば，ｂ＋ｃ＋ｄ≠ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ； 

ｒｓ＝１ならば，ｂ＋ｃ≠ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ； 

       ０＜ｒｓ＜１ならば，ｂ＋ｃ－ｄ≠ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ． 

(＊25) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋，ｍ＝１／∞γ．  

(＊26) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝１＋(１／∞β)，ｍ＝∞γで， 

β＝γ，β＜γ． 

(＊27) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝１＋(１／∞β)，ｍ＝１／∞γで， 

β＝γ，β＜γ． 

(＊28) ｘ＝１／∞α，ｙ＝∞β，ｍ＝∞γで， 

β＜α＜γ，β＜α＝γ，β＜γ＜γ＋１＝α，γ＝β＜β＋１＝α， 

α＜γ＜γ＋１＝β，γ＝α＜α＋１＝β，α＜γ＝β，α＜β＜γ． 

(＊29) ｘ＝１／∞α，ｙ＝∞β，ｍ＝１／∞γで， 

β＜α＜γ，β＜α＝γ，α＜γ＝β，α＜β＜γ． 

(＊30) ｘ＝１／∞α，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋，ｍ＝∞γで， 

α＝γ＋１，α＜γ＋１． 

(＊31) ｘ＝１／∞α，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋，ｍ＝１／∞γで， 

γ＝α，γ＞α． 

(＊32) ｘ＝１／∞α，ｙ＝１＋(１／∞β)，ｍ＝１／∞γで， 

β＝α＝γ，β＜α＜γ，β＝α＜γ，β＜α＝γ，α＜γ＝β，α＜β＜γ． 

証明 初めに，ｘ＝１とすれば， 

左辺＝(１ｙ)ｍ＝ｙｍ＝１ｙｍ＝１ｍｙｍ＝右辺 

である．ｙ＝１としても同様である．したがって，ｘとｙの少なくとも片方が１ならば定理

は成り立つので，以下は，「ｘ≠１，ｙ≠１」として証明する． 
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(１) ｘ＝∞α，ｙ＝∞βの場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝(∞α∞β)∞γ 

＝∞α
∞γ∞β

∞γ．(∵定義6-2) 

    右辺＝∞α
∞γ∞β

∞γ． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝(∞α∞β)ｍ 

＝∞max{α，β}
ｍ 

＝∞max{α，β}． 

    右辺＝∞α
ｍ∞β

ｍ 

＝∞α∞β 

＝∞max{α，β}． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-15参照． 

(２) ｘ＝∞α，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝(∞αｙ)∞γ 

＝∞α
∞γ． 

    右辺＝∞α
∞γｙ∞γ 

＝∞α
∞γ∞γ＋１ 

＝∞α
∞γ．(∵∞γ＋１≦∞α

∞γ) 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝(∞αｙ)ｍ 

＝∞α
ｍ 

＝∞α． 

    右辺＝∞α
ｍｙｍ 

＝∞αｙｍ 

＝∞α．(∵ｙｍ ∈ D＋
 または ｙ

ｍ⊂D＋) 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝(∞αｙ)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ 

           ∞α (γ＋２≦α)， 

＝   {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)，                           

   {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (γ＝α)， 

   １＋(１／∞γ) (α＜γ)． 

    右辺＝∞α
１／∞γｙ１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ{１＋(１／∞γ)} 
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                   ∞α{１＋(１／∞γ)}＝∞α (γ＋２≦α)， 

      {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１＋(１／∞γ)} 

＝     ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)，                      

     {ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} ・{１＋(１／∞γ)} 

 ＝{ｘ：１＋(１／∞α)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (γ＝α)， 

    {１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)}＝１＋(１／∞γ) (α＜γ)． 

(３) ｘ＝∞α，ｙ＝１＋(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]∞γ 

＝∞α
∞γ． 

右辺＝∞α
∞γ{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝∞α
∞γ． 

(∵{１＋(１／∞β)}∞γ＝１＋∞γ(１／∞β)＜∞γ＋１≦∞α
∞γ) 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[∞α{１＋(１／∞β)}]ｍ 

＝∞α
ｍ 

＝∞α． 

     右辺＝∞α
ｍ{１＋(１／∞β)}ｍ 

＝∞α{１＋ｍ(１／∞β)} 

＝∞α{１＋(１／∞β)} 

＝∞α． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-16参照． 

(４) ｘ＝∞α，ｙ＝１－(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]∞γ 

＝∞α
∞γ． 

右辺＝∞α
∞γ{１－(１／∞β)}∞γ 

＝∞α
∞γ． 

(∵１／∞γ≦{１－(１／∞β)}∞γ＝{１＋∞γ(１／∞β)}－１＜１) 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[∞α{１－(１／∞β)}]ｍ 

＝∞α
ｍ 

＝∞α． 

右辺＝∞α
ｍ{１－(１／∞β)}ｍ 

＝∞α[{１＋(１／∞β)}ｍ]－１ 

＝∞α{１＋ｍ(１／∞β)}－１ 

＝∞α{１＋(１／∞β)}－１ 

＝∞α{１－(１／∞β)} 

＝∞α． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-17参照． 
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(５) ｘ＝∞α，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝(∞αｙ)∞γ 

＝∞α
∞γ 

   ∞α (γ＋１＜α)， 

＝   

   ∞γ＋１ (γ＋１≧α)． 

    右辺＝∞α
∞γｙ∞γ 

         ∞α・(１／∞γ＋１)＝∞α (γ＋１＜α)， 

      ＝ 

         ∞γ＋１・(１／∞γ＋１)＝Σγ＋１ (γ＋１≧α)． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝(∞αｙ)ｍ 

＝∞α
ｍ 

＝∞α． 

    右辺＝∞α
ｍｙｍ 

＝∞α．(∵１／∞０＜ｙｍ＜１－(１／∞０)) 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝(∞αｙ)１／∞γ 

＝∞α
１／∞γ 

   ∞α (γ＋２≦α)， 

＝  {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)， 

   {ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (γ＝α)， 

   １＋(１／∞γ) (γ＞α)． 

    右辺＝∞α
１／∞γｙ１／∞γ 

   ∞α{１－(１／∞γ)}＝∞α (γ＋２≦α)，  

    {ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α}・{１－(１／∞γ)} 

＝   ＝{ｘ：１＋(１／∞０)＜ｘ≦∞α} (γ＋１＝α)， 

   {ｘ：１＋(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)}・{１－(１／∞γ)} 

＝{ｘ：１－(１／∞γ)≦ｘ≦１＋(１／∞０)} (γ＝α)， 

   {１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}＝１＋Πγ (γ＞α)． 

(６) ｘ＝∞α，ｙ＝１／∞βの場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，定理7-18参照． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝{∞α(１／∞β)}ｍ 

     ∞α
ｍ＝∞α (β＜α)， 

  ＝  Σα
ｍ＝Σα (β＝α)， 

     (１／∞β)ｍ＝１／∞β (β＞α)． 

    右辺＝∞α
ｍ・(１／∞β)ｍ 

＝∞α(１／∞β) 
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   ∞α (β＜α)， 

＝  Σα (β＝α)， 

   １／∞β (β＞α)． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-19参照． 

(７) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝∞βの場合は，(２)と同様である． 

(８) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝(ｘｙ)∞γ 

＝∞γ＋１．(∵１＋(１／∞０)＜ｘｙ，ｘｙ∈ D＋
 または ｘｙ⊂D＋) 

右辺＝ｘ∞γｙ∞γ 

＝∞γ＋１∞γ＋１ 

＝∞γ＋１． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝{(ｒ＋ｂ)・(ｓ＋ｃ)}ｔ＋ｄ 

  ＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}ｔ＋ｄ 

＝(ｒｓ)ｔ＋{(ｂ＋ｃ)＋ｄ} 

＝ｒｔｓｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ)． 

右辺＝(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ・(ｓ＋ｃ)ｔ＋ｄ 

  ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{ｓｔ＋(ｃ＋ｄ)} 

＝ｒｔｓｔ＋{(ｂ＋ｄ)＋(ｃ＋ｄ)} 

＝ｒｔｓｔ＋{ｂ＋ｃ＋(ｄ＋ｄ)} 

＝ｒｔｓｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ)．(∵ｄ∈Π０よりｄ＋ｄ＝ｄ) 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝(ｘｙ)１／∞γ 

  ＝１＋(１／∞γ)． 

(∵１＋(１／∞０)＜ｘｙ，ｘｙ∈ D＋
 または ｘｙ⊂D＋) 

右辺＝ｘ１／∞γ・ｙ１／∞γ 

  ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞γ)} 

＝１＋(１／∞γ)． 

(９) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝１＋(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝[(ｒ＋ｂ)・{１＋(１／∞β)}]∞γ 

＝[ｒ＋{ｂ＋(１／∞β)}] ∞γ 

＝∞γ＋１． 

右辺＝(ｒ＋ｂ)∞γ・{１＋(１／∞β)}∞γ 

＝∞γ＋１{１＋∞γ(１／∞β)} 

   ∞γ＋１(１＋∞γ)＝∞γ＋１∞γ＝∞γ＋１ (β＜γ)， 

＝  ∞γ＋１(１＋Σγ)＝∞γ＋１ (β＝γ)， 

   ∞γ＋１{１＋(１／∞β)}＝∞γ＋１ (β＞γ)． 
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(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[(ｒ＋ｂ)・{１＋(１／∞β)}]ｔ＋ｄ 

＝[ｒ＋{ｂ＋(１／∞β)}]ｔ＋ｄ 

         ＝ｒｔ＋[{ｂ＋(１／∞β)}＋ｄ] 

       ＝ｒｔ＋{ｂ＋(１／∞β)＋ｄ}． 

右辺＝(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ・{１＋(１／∞β)}ｔ＋ｄ 

  ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{１＋ (ｔ＋ｄ)・(１／∞β)} 

＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{１＋(１／∞β)} 

＝ｒｔ＋{(ｂ＋ｄ)＋(１／∞β)} 

       ＝ｒｔ＋{ｂ＋(１／∞β)＋ｄ}． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝[(ｒ＋ｂ)・{１＋(１／∞β)}]１／∞γ 

＝[ｒ＋{ｂ＋(１／∞β)}]１／∞γ 

         ＝１＋(１／∞γ)． 

右辺＝(ｒ＋ｂ)１／∞γ・{１＋(１／∞β)}１／∞γ 

  ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞max{β，γ})} 

＝１＋{(１／∞γ)＋(１／∞max{β，γ})} 

＝１＋(１／∞γ)． 

(10) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝１－(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，  

左辺＝[(ｒ＋ｂ)・{１－(１／∞β)}]∞γ 

＝[ｒ＋{ｂ－(１／∞β)}] ∞γ 

＝∞γ＋１． 

(∵ｒ＋{ｂ－(１／∞β)}はｒ＋ｂ，ｒ＋Πβ，ｒ－(１／∞β)のいずれか) 

右辺＝(ｒ＋ｂ)∞γ・{１－(１／∞β)}∞γ 

＝∞γ＋１{１＋∞γ(１／∞β)}－１ 

    ∞γ＋１(１＋∞γ)－１＝∞γ＋１(１／∞γ)＝∞γ＋１ (β＜γ)， 

＝   ∞γ＋１(１＋Σγ)－１＝∞γ＋１ (β＝γ)， 

(∵１／∞γ≦(１＋Σγ)－１≦１－(１／∞γ)) 

    ∞γ＋１{１－(１／∞β)}＝∞γ＋１ (β＞γ)． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[(ｒ＋ｂ)・{１－(１／∞β)}]ｔ＋ｄ 

＝[ｒ＋{ｂ－(１／∞β)}]ｔ＋ｄ 

         ＝ｒｔ＋[{ｂ－(１／∞β)}＋ｄ] 

       ＝ｒｔ＋{ｂ－(１／∞β)＋ｄ}． 

右辺＝(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ・{１－(１／∞β)}ｔ＋ｄ 

  ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{１＋(ｔ＋ｄ)・(１／∞β)}－１ 

  ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{１＋(１／∞β)}－１ 

＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{１－(１／∞β)} 

＝ｒｔ＋{(ｂ＋ｄ)－(１／∞β)} 
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       ＝ｒｔ＋{ｂ－(１／∞β)＋ｄ}． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝[(ｒ＋ｂ)・{１－(１／∞β)}]１／∞γ 

＝[ｒ＋{ｂ－(１／∞β)}]１／∞γ 

         ＝１＋(１／∞γ)． 

(∵ｒ＋{ｂ－(１／∞β)}はｒ＋ｂ，ｒ＋Πβ，ｒ－(１／∞β)のいずれか) 

右辺＝(ｒ＋ｂ)１／∞γ・{１－(１／∞β)}１／∞γ 

  ＝{１＋(１／∞γ)}・{１＋(１／∞max{β，γ})}
－１ 

  ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞max{β，γ})} 

＝１＋{(１／∞γ)－(１／∞max{β，γ})} 

  １＋{(１／∞γ)－(１／∞β)}＝１＋(１／∞γ) (γ＜β)， 

＝  

１＋{(１／∞γ)－(１／∞γ)}＝１＋Πγ (γ≧β)． 

(11) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０) の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝(ｘｙ)∞γ 

  ＝{(ｒ＋ｂ)・(ｓ＋ｃ)}∞γ (ただし，１＜ｒ＜∞０，０＜ｓ＜１) 

  ＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}∞γ 

   ∞γ＋１ (１＜ｒｓ＜∞０)， 

＝  {１＋(ｂ＋ｃ)}∞γ＝１＋∞γ(ｂ＋ｃ) (ｒｓ＝１)， 

   １／∞γ＋１ (０＜ｒｓ＜１)． 

    右辺＝ｘ∞γｙ∞γ 

      ＝∞γ＋１・(１／∞γ＋１) 

      ＝Σγ＋１． 

ここで，１＋∞γ(ｂ＋ｃ)≠Σγ＋１より，左辺＝右辺となる場合はない． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝{(ｒ＋ｂ)・(ｓ＋ｃ)}ｔ＋ｄ 

＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}ｔ＋ｄ 

   (ｒｓ)ｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ) (１＜ｒｓ＜∞０)， 

   １＋(ｔ＋ｄ)・(ｂ＋ｃ)＝１＋(ｂ＋ｃ) (ｒｓ＝１)， 

＝   [{(ｒｓ)－１－(ｂ＋ｃ)}ｔ＋ｄ]－１ 

＝[{(ｒｓ)－１}ｔ＋{ｄ－(ｂ＋ｃ)}]－１ 

＝[{(ｒｓ)ｔ}－１＋{ｄ－(ｂ＋ｃ)}]－１ (∵ｒ，ｓ，ｔ∈Ｒ＋) 

＝(ｒｓ)ｔ－{ｄ－(ｂ＋ｃ)} 

＝(ｒｓ)ｔ＋(ｂ＋ｃ－ｄ) (０＜ｒｓ＜１)． 

    右辺＝(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ・( ｓ＋ｃ)ｔ＋ｄ 

            ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{(ｓ－１－ｃ)ｔ＋ｄ}－１ 

      ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{(ｓ－１)ｔ－(ｃ－ｄ)}－１ 

      ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{(ｓｔ)－１－(ｃ－ｄ)}－１ 

      ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・{ｓｔ＋(ｃ－ｄ)} 
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＝ｒｔｓｔ＋{(ｂ＋ｄ)＋(ｃ－ｄ)} 

＝(ｒｓ)ｔ＋(ｂ＋ｃ＋ｄ－ｄ)．(∵ｒ，ｓ，ｔ∈Ｒ＋) 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝{(ｒ＋ｂ)・(ｓ＋ｃ)}１／∞γ 

＝{ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)}１／∞γ 

   １＋(１／∞γ) 

(１＋(１／∞γ)≦ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)＜∞０)， 

＝  １＋(ｂ＋ｃ)  

(１－(１／∞γ)＜ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)＜１＋(１／∞γ))，（※） 

   １－(１／∞γ) 

(１／∞０＜ｒｓ＋(ｂ＋ｃ)≦１－(１／∞γ))． 

    右辺＝(ｒ＋ｂ)１／∞γ・(ｓ＋ｃ)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)} 

       ＝１＋Πγ． 

ここで，(※)において，ｂ＋ｃ≠Πγより，左辺≠右辺． 

(12) １＋(１／∞０)＜ｘ∈ D＋，ｙ＝１／∞βの場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝(ｘｙ)∞γ 

  ＝{(ｒ＋ｂ)・(１／∞β)}∞γ 

  ＝(１／∞β)∞γ 

  １／∞γ＋１ (β≦γ＋１)， 

＝   

   １／∞β (β＞γ＋１)．  

    右辺＝(ｒ＋ｂ)∞γ・(１／∞β)∞γ 

         ∞γ＋１(１／∞γ＋１)＝Σγ＋１ (β≦γ＋１)， 

      ＝ 

         ∞γ＋１(１／∞β)＝１／∞β (β＞γ＋１)． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝{(ｒ＋ｂ)・(１／∞β)}ｔ＋ｄ 

＝(１／∞β)ｔ＋ｄ 

＝１／∞β． 

    右辺＝(ｒ＋ｂ)ｔ＋ｄ・(１／∞β)ｔ＋ｄ 

            ＝{ｒｔ＋(ｂ＋ｄ)}・(１／∞β) 

      ＝１／∞β． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば， 

左辺＝{(ｒ＋ｂ)・(１／∞β)}１／∞γ 

＝(１／∞β)１／∞γ 
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   １／∞β (γ＋２≦β)， 

＝  {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)， 

     {ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} (γ＝β)， 

   １－(１／∞γ) (γ＞β)． 

    右辺＝(ｒ＋ｂ)１／∞γ・(１／∞β)１／∞γ 

       ＝{１＋(１／∞γ)}・(１／∞β)１／∞γ 

   {１＋(１／∞γ)}・(１／∞β)＝１／∞β (γ＋２≦β)， 

  {１＋(１／∞γ)}・ {ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} 

＝  ＝{ｘ：１／∞β≦ｘ＜１－(１／∞０)} (γ＋１＝β)， 

     {１＋(１／∞γ)}・{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１－(１／∞β)} 

＝{ｘ：１－(１／∞０)≦ｘ≦１＋(１／∞β)} (γ＝β)， 

   {１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}＝１＋Σγ (γ＞β)．  

(13) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝∞βの場合は，(３)と同様である． 

(14) ｘ＝１＋(１／∞α)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋の場合は，(９)と同様である． 

(15) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝１＋(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，定理7-20参照． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}]ｍ 

＝{１＋(１／∞min{α，β})}
ｍ 

＝１＋ｍ(１／∞min{α，β}) 

＝１＋(１／∞min{α，β})． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}ｍ・{１＋(１／∞β)}ｍ 

＝{１＋ｍ(１／∞α)}・{１＋ｍ(１／∞β)}  

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)} 

＝１＋(１／∞min{α，β})． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-21参照．  

(16) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝１－(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，定理7-22参照． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]ｍ 

     {１＋(１／∞α)}ｍ＝１＋ｍ(１／∞α)＝１＋(１／∞α) (α＜β)， 

  ＝  (１＋Πα)ｍ＝１＋Πα (α＝β)， 

     {１－(１／∞β)}ｍ＝１－(１／∞β) (α＞β)． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}ｍ・{１－(１／∞β)}ｍ 

＝{１＋ｍ(１／∞α)}・{１＋ｍ(１／∞β)}－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１＋(１／∞β)}－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

   １＋(１／∞α) (α＜β)， 

＝  １＋Πα (α＝β)， 

   １－(１／∞β) (α＞β)． 
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(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-23参照． 

(17) ｘ＝１＋(１／∞α)，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

    左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(ｓ＋ｃ)]∞γ 

      ＝[ｓ＋{(１／∞α)＋ｃ}]∞γ 

      ＝１－(１／∞γ)． 

(∵１／∞０＜[ｓ＋{(１／∞α)＋ｃ}]＜１－(１／∞０)) 

右辺＝{１＋(１／∞α)}∞γ・(ｓ＋ｃ)∞γ 

      ＝{１＋∞γ(１／∞α)}・{１－(１／∞γ)} 

         (１＋∞γ){１－(１／∞γ)}＝∞γ{１－(１／∞γ)}＝∞γ (α＜γ)， 

      ＝  (１＋Σγ)・{１－(１／∞γ)} 

＝{ｘ：１－(１／∞γ)≦ｘ≦∞γ} (α＝γ)， 

          {１＋(１／∞α)} ・{１－(１／∞γ)}＝１－(１／∞γ) (α＞γ)． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(ｓ＋ｃ)]ｔ＋ｄ 

  ＝[ｓ＋{(１／∞α)＋ｃ}]ｔ＋ｄ 

  ＝[{ｓ－１－((１／∞α)＋ｃ)}ｔ＋ｄ]－１  

(∵１／∞０＜[ｓ＋{(１／∞α)＋ｃ}]＜１－(１／∞０)) 

  ＝[(ｓ－１)ｔ－{(１／∞α)＋ｃ－ｄ}]－１ 

  ＝[(ｓｔ)－１－{(１／∞α)＋ｃ－ｄ}]－１ (∵ｓ，ｔ∈Ｒ＋) 

＝ｓｔ＋{(１／∞α)＋ｃ－ｄ}． 

右辺＝{１＋(１／∞α)}ｔ＋ｄ・(ｓ＋ｃ)ｔ＋ｄ 

＝[１＋{(ｔ＋ｄ)・(１／∞α)}]・{(ｓ－１－ｃ)ｔ＋ｄ}－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・{(ｓ－１)ｔ－(ｃ－ｄ)}－１ 

＝{１＋(１／∞α)}・{(ｓｔ)－１－(ｃ－ｄ)}－１ (∵ｓ，ｔ∈Ｒ＋) 

＝{１＋(１／∞α)}・{ｓｔ＋(ｃ－ｄ)} 

＝ｓｔ＋{(１／∞α)＋ｃ－ｄ}． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，  

左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(ｓ＋ｃ)]１／∞γ 

      ＝[ｓ＋{(１／∞α)＋ｃ}]１／∞γ 

      ＝１－(１／∞γ)． 

(∵１／∞０＜ｓ＋{(１／∞α)＋ｃ}＜１－(１／∞０)) 

右辺＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・(ｓ＋ｃ)１／∞γ 

      ＝{１＋(１／∞α)}１／∞γ・{１－(１／∞γ)} 

         {１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}＝１＋Πγ (α＜γ)， 

      ＝  {１＋(１／∞γ)}・{１－(１／∞γ)}＝１＋Πγ (α＝γ)， 

          {１＋(１／∞α)}・{１－(１／∞γ)}＝１－(１／∞γ) (α＞γ)． 

(18) ｘ＝１＋(１／∞α)，ｙ＝１／∞βの場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，定理7-24参照． 
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(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[{１＋(１／∞α)}・(１／∞β)]ｍ 

  ＝(１／∞β)ｍ 

  ＝１／∞β．    

右辺＝{１＋(１／∞α)}ｍ・(１／∞β)ｍ 

＝{１＋ｍ(１／∞α)}・(１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}・(１／∞β) 

＝１／∞β． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-25参照． 

(19) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝∞βの場合は，(４)と同様である． 

(20) ｘ＝１－(１／∞α)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋の場合は，(10)と同様である． 

(21) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝１＋(１／∞β)の場合は，(16)と同様である． 

(22) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝１－(１／∞β)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，定理7-26参照． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)}]ｍ 

＝{１－(１／∞min{α，β})}
ｍ 

＝{１＋ｍ(１／∞min{α，β})}
－１ 

＝{１＋(１／∞min{α，β})}
－１ 

＝１－(１／∞min{α，β})． 

右辺＝{１－(１／∞α)}ｍ・{１－(１／∞β)}ｍ 

  ＝{１＋ｍ(１／∞α)}－１・{１＋ｍ(１／∞β)}－１ 

＝{１＋(１／∞α)}－１・{１＋(１／∞β)}－１  

＝{１－(１／∞α)}・{１－(１／∞β)} 

＝１－(１／∞min{α，β})． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-27参照． 

(23) ｘ＝１－(１／∞α)，１／∞０＜ｙ＜１－(１／∞０)の場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば， 

左辺＝[{１－(１／∞α)}・(ｓ＋ｃ)]∞γ 

＝[ｓ－{(１／∞α)－ｃ}]∞γ 

＝１／∞γ＋１．(∵１／∞０＜ｓ－{(１／∞α)－ｃ}＜１－(１／∞０)) 

右辺＝{１－(１／∞α)}∞γ・(ｓ＋ｃ)∞γ 

  ＝{１＋∞γ(１／∞α)}－１・(１／∞γ＋１) 

  ＝１／∞γ＋１． 

 (∵１／∞γ≦{１＋∞γ(１／∞α)}－１≦１－(１／∞max{α，γ})) 

(イ) ｍ∈ D＋ならば，  

左辺＝[{１－(１／∞α)}・(ｓ＋ｃ)]ｔ＋ｄ 

＝[ｓ－{(１／∞α)－ｃ}]ｔ＋ｄ 

＝[{ｓ－１＋((１／∞α)－ｃ))}ｔ＋ｄ]－１ 

              (∵１／∞０＜ｓ－{(１／∞α)－ｃ}＜１－(１／∞０)) 
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＝[(ｓ－１)ｔ＋{(１／∞α)－ｃ＋ｄ}]－１             

＝[(ｓｔ)－１＋{(１／∞α)－ｃ＋ｄ}]－１ (∵ｓ，ｔ∈Ｒ＋) 

＝ｓｔ－{(１／∞α)－ｃ＋ｄ}． 

右辺＝{１－(１／∞α)}ｔ＋ｄ・(ｓ＋ｃ)ｔ＋ｄ 

  ＝[{１＋(１／∞α)}ｔ＋ｄ]－１・{(ｓ－１－ｃ)ｔ＋ｄ}－１ 

＝{１＋(ｔ＋ｄ)・(１／∞α)}－１・{(ｓ－１)ｔ－(ｃ－ｄ)}－１  

＝{１＋(１／∞α)}－１・{(ｓｔ)－１－(ｃ－ｄ)}－１  

＝{１－(１／∞α)}・{ｓｔ＋(ｃ－ｄ)} 

＝ｓｔ－{(１／∞α)－(ｃ－ｄ)} 

＝ｓｔ－{(１／∞α)－ｃ＋ｄ}．  

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，  

左辺＝[{１－(１／∞α)}・(ｓ＋ｃ)]１／∞γ 

＝[ｓ－{(１／∞α)－ｃ}]１／∞γ 

＝１－(１／∞γ)． 

(∵１／∞０＜ｓ－{(１／∞α)－ｃ}＜１－(１／∞０)) 

右辺＝{１－(１／∞α)}１／∞γ・(ｓ＋ｃ)１／∞γ 

  ＝{１－(１／∞max{α，γ})}・{１－(１／∞γ)} 

  ＝１－(１／∞γ)． 

(24) ｘ＝１－(１／∞α)，ｙ＝１／∞βの場合： 

(ア) ｍ＝∞γならば，定理7-28参照． 

(イ) ｍ∈ D＋ならば， 

左辺＝[{１－(１／∞α)}・(１／∞β)]ｍ 

＝(１／∞β)ｍ 

＝１／∞β． 

右辺＝{１－(１／∞α)}ｍ・(１／∞β)ｍ 

  ＝{１＋ｍ(１／∞α)}－１・(１／∞β) 

＝{１＋(１／∞α)}－１・(１／∞β)  

＝{１－(１／∞α)}・(１／∞β) 

＝１／∞β． 

(ウ) ｍ＝１／∞γならば，定理7-29参照．  

(25) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝∞βの場合は，(５)と同様である． 

(26) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋  

の場合は，(11)と同様である． 

(27) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝１＋(１／∞β)の場合は，(17)と同様である． 

(28) １／∞０＜ｘ＜１－(１／∞０)，ｙ＝１－(１／∞β)の場合は，(23)と同様である． 

(29) ｘ＝１／∞α，ｙ＝∞βの場合は，(６)と同様である． 

(30) ｘ＝１／∞α，１＋(１／∞０)＜ｙ∈ D＋の場合は，(12)と同様である． 

(31) ｘ＝１／∞α，ｙ＝１＋(１／∞β)の場合は，(18)と同様である． 

(32) ｘ＝１／∞α，ｙ＝１－(１／∞β)の場合は，(24)と同様である． 
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(33) ０＜ｘ＜１－(１／∞０)，０＜ｙ＜１－(１／∞０)の場合： 

   上述の中で，ｘ，ｙがともに１＋(１／∞０)より大の場合だけを見れば，定理は成り

立っている．また，１＋(１／∞０)＜ｘ－１，１＋(１／∞０)＜ｙ－１であるので， 

{(ｘ－１)(ｙ－１)}ｍ＝(ｘ－１)ｍ・(ｙ－１)ｍ 

  が成り立つ．したがって， 

左辺＝[{(ｘｙ)－１}ｍ]－１ (∵０＜ｘｙ＜１) 

      ＝[{(ｘ－１)(ｙ－１)}ｍ]－１ (∵定理7-30) 

      ＝{(ｘ－１)ｍ(ｙ－１)ｍ}－１ 

           ＝[{(ｘ－１)ｍ}－１]・[{(ｙ－１)ｍ}－１] (∵定理7-5) 

      ＝ｘｍｙｍ 

      ＝右辺■  

 

補足：定理 7-6，定理 7-14，定理 7-31 は，指数法則が成り立つための必要十分条件を示

している．すなわち，定理 7-14，定理 7-31 で除かれた場合以外においては，指数法則が

成り立つ．しかし，このままでは繁雑で，わかりにくいので，最後に，簡便な十分条件の

定理を示すことにする． 

 

 定理 7-32 

ｘ∈Ｄ＋，ｙ∈Ｄ＋，ｍ∈Ｄ＋，ｎ∈Ｄ＋のとき，次の式(ⅰ)～(ⅴ)が成り立つ． 

(ⅰ) ｘｍｘｎ＝ｘｍ＋ｎ． 

(ⅱ) １＋(１／∞０)＜ｘ，１／∞０＜ｍ，１／∞０＜ｎならば，(ｘｍ)ｎ＝ｘｍｎ． 

(ⅲ) ０＜ｘ＜１－(１／∞０)，１／∞０＜ｍ，１／∞０＜ｎならば，(ｘｍ)ｎ＝ｘｍｎ． 

(ⅳ) １＋(１／∞０)＜ｘ，１＋(１／∞０)＜ｙならば，(ｘｙ)ｍ＝ｘｍｙｍ． 

(ⅴ) ０＜ｘ＜１－(１／∞０)，０＜ｙ＜１－(１／∞０)ならば，(ｘｙ)ｍ＝ｘｍｙｍ． 

 

定理 7-32 は，次の定理を含んでいる． 

 

定理 7-33 

ｘ∈Ｄ＋，ｙ∈Ｄ＋，ｍ∈Ｄ＋，ｎ∈Ｄ＋のとき， 

１＋(１／∞０)＜ｘ，１＋(１／∞０)＜ｙ，１／∞０＜ｍ，１／∞０＜ｎ 

ならば，次の指数法則が成り立つ．  

 (ⅰ) ｘｍｘｎ＝ｘｍ＋ｎ， (ⅱ) (ｘｍ)ｎ＝ｘｍｎ， (ⅲ) (ｘｙ)ｍ＝ｘｍｙｍ． 

 

定理 7-34 

ｘ∈Ｄ＋，ｙ∈Ｄ＋，ｍ∈Ｄ＋，ｎ∈Ｄ＋のとき， 

０＜ｘ＜１－(１／∞０)，０＜ｙ＜１－(１／∞０)，１／∞０＜ｍ，１／∞０＜ｎ 

ならば，次の指数法則が成り立つ． 

 (ⅰ) ｘｍｘｎ＝ｘｍ＋ｎ， (ⅱ) (ｘｍ)ｎ＝ｘｍｎ， (ⅲ)(ｘｙ)ｍ＝ｘｍｙｍ． 
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第８章 実数点 

 

この章では，実数点の大きさを表す無限小を特定することで，実数点の存在を示す． 

 

１ 有限実核の基本性質 

定理4-4より，有限実核の基に，その有限実核が対応する写像 ζ: Ｒ → Ｒ は，大小関係，

加法，乗法についての同型写像である．すなわち，ａ，ｂ∈Ｒとすれば，次の式が成り立つ． 

 

(ⅰ) 大小関係 

ａ＜ｂ ⇔ ζ(ａ)＜ζ(ｂ)． 

ａ＝ｂ ⇔ ζ(ａ)＝ζ(ｂ)． 

ａ＞ｂ ⇔ ζ(ａ)＞ζ(ｂ)． 

(ⅱ) 加法 

ζ(ａ)＋ζ(ｂ)＝ζ(ａ＋ｂ)． 

(ⅲ) 乗法 

ζ(ａ)・ζ(ｂ)＝ζ(ａ・ｂ)． 

  

２  有限実核による数直線の矛盾  

上記の基本性質は，有限実核上にも，従来の実数上における点集合論と同じ理論が存在

することを示している．しかし，従来の実数直線の座標ａの位置にζ(ａ)を配置して得ら

れる数直線（この数直線を「有限実核直線」という）を考えれば，矛盾が生じる．実際，  

ζ(ａ)＝ａ＋Π０＝{ｘ：ａ－(１/∞０)≦ｘ≦ａ＋(１/∞０)}． 

{ａ＋(１/∞０)}－{ａ－(１/∞０)}＝１/∞０ ・・・（＊）  

であるので，「有限実核直線」における点ζ(ａ)は，長さが１/∞０の線分である．  

ここで，無限小１/∞０が，長さが１の線分を連続濃度に等分割した長さに等しいと考え

れば，可符番個に等分割した長さは，１/∞０よりも大なる無限小でなくてはならないが，

そのような無限小は存在しない．  

そして，無限小１/∞０が，長さが１の線分を可符番個に等分割した長さに等しいと考え

れば，連続濃度に等分割した長さは，１/∞０よりも小なる無限小でなくてはならない．こ

のことは，(＊)に矛盾する．したがって，ζ(ａ)を実数点とすることはできない．  

 

３ 定義8-1（基本不定数） 

(ⅰ) ａ∈Ｒのとき，不定数ａ＝ａ＋Π１を基本不定数という．  

(ⅱ) 基本不定数すべての集合をＲで表す． 

 

 補足：基本不定数ａは，有限実核ζ(ａ)から，ａ＋(１/∞０)，ａ－(１/∞０)の２つの数 

を除いた不定数である． 
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４ 定理8-1（基本不定数の基本性質） 

ａ，ｂ∈Ｒとすれば，次の式が成り立つ． 

(ⅰ) 大小関係 

ａ＜ｂ ⇔ ａ＋Π１＜ｂ＋Π１． 

ａ＝ｂ ⇔ ａ＋Π１＝ｂ＋Π１． 

ａ＞ｂ ⇔ ａ＋Π１＞ｂ＋Π１． 

(ⅱ) 加法 

(ａ＋Π１)＋(ｂ＋Π１)＝(ａ＋ｂ)＋Π１． 

(ⅲ) 乗法 

(ａ＋Π１)・(ｂ＋Π１)＝(ａ・ｂ)＋Π１． 

証明 (ⅰ)は明らか．(ⅱ)と(ⅲ)は左辺を実際に計算すれば右辺が得られる■ 

 

５  実数点  

定理8-1より，写像 ｆ : ａ → ａ  は，ＲからＲへの，大小関係，加法，乗法についての

同型写像であるので，Ｒ上にも，Ｒ上と同じ点集合論が存在する．そして，  

ａ＝ａ＋Π１＝{ｘ：ａ－(１/∞１)≦ｘ≦ａ＋(１/∞１)}． 

{ａ＋(１/∞１)}－{ａ－(１/∞１)}＝１/∞１．  

であるので，従来の実数直線の座標ａの位置にａを配置して得られる数直線（この数直線

を「基本直線」という）を考えれば，２ と同じ問題は生じない．  

実際，１/∞１を，長さが１の線分を連続濃度に等分割した長さに等しいとすれば，可符

番個に等分割した長さは，１/∞０と考えることができる．  

そして，１/∞１を，長さが１の線分を可符番個に等分割した長さに等しいとすれば，  

１/∞０は，可符番個よりも小なる無限個に等分割した長さになるが，そのような無限は存

在しない．以上により，基本不定数ａが実数点であり，その長さは１/∞１である．  

 

６ 超実数点 

 拡大実数は従来の実数の拡張であり，超実数も従来の実数の拡張である．そして，両者

は全く異なる数のように見えるが，以下のように考えれば，両者を融合することができる．  

 すなわち，Ｒを導く過程で用いるＲの代わりにＲ＊(超実数すべての集合)を用いれば，

次の２つの理由で，Ｒ＊＝{ａ：ａ∈Ｒ＊}を得ることができる． 

 

(ⅰ) 超実数は，ｘｎ ∈Ｒの無限列{ｘｎ}によって作り出される．(参考文献[６]) 

そして，定義 1-3 の(ⅲ)に従えば，「ｘｎ ∈Ｒ＋ならば，１/∞α＜{ｘｎ}」である． 

これは，{ｘｎ}が，いかなる正の無限小超実数としても，１/∞αは，それよりも更に小

さい無限小であることを示している．したがって，超実数ａと無限小拡大実数１/∞αの， 

和ａ＋(１/∞α)， 差ａ－(１/∞α)  

は超実数でも，拡大実数でもないので，新たに， 

順序対(ａ，ｂ)，ａ∈Ｒ＊，ｂ∈Π０ 

を考えて，超実数を拡張すれば，「拡大超実数」，及び，その不定数である「超実核」ζ(ａ)

を導くことができる．  
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(ⅱ) Ｒ＊はＲと同じ連続濃度の集合であるので，実数点の場合と同様に，Ｒ＊による数直

線（これを「超実数直線」という）を考えれば，超実数直線上の１点は，長さが１/∞１の 

「超実数点」であると考えることができる． 

 

ここで，ａ∈Ｒ＊，ａ ∈Ｒ＊として，写像 ｆ : ａ → ａ を考えれば，ｆは，Ｒ＊からＲ＊

への，大小関係，加法，乗法についての同型写像になるので，Ｒ＊上における超準解析と

同じ理論が，Ｒ＊上にも存在する．  

 

補足：「 １ 有限実核の基本性質」は，次のように拡張して考えることができる． 

実核の基すべての集合Ｒ∪{－∞０，∞０}を[Ｒ]， 

実核すべての集合Ｒ∪{ζ(－∞０)，ζ(∞０)}を[Ｒ]  

で表せば， 

実核の基に，その実核が対応する写像 ｆ：[Ｒ] → [Ｒ] 

は，定理4-1と同じ例外を除けば，大小関係，加法，乗法についての同型写像になる．証明

も，定理4-4より，定理4-1と同様である．  

 

補足：ζ(∞０)＝∞，ζ(－∞０)＝－∞とすれば，次の式が成り立つ．これらの式は， 

測度論において，特別に約束して用いることが多い式であるが，拡大実数論においては，

自然に導かれる式である． 

 

(ⅰ) －∞＝(－１)∞． 

(ⅱ) －∞＜ａ＜∞． 

(ⅲ) ∞＋ａ＝∞， (－∞)＋ａ＝－∞． 

(ⅳ) ∞－ａ＝∞， (－∞)－ａ＝－∞． 

(ⅴ) ∞＋∞＝∞， (－∞)＋(－∞ )＝－∞． 

(ⅵ) ａ＞０ならば，∞ａ＝∞， (－∞ )ａ＝－∞． 

(ⅶ) ａ＜０ならば，∞ａ＝－∞， (－∞ )ａ＝∞． 

(ⅷ) ∞∞＝∞， (－∞ )(－∞ )＝∞． 

(ⅸ) ∞ (－∞)＝－∞． 

(ⅹ) ∞０＝０， (－∞ )０＝０． 

しかし，  

         (ア) ∞＋(－∞)＝∪Θα．  

(イ) ∞０＝(∪(－Σα))∪{０}∪(∪Σα) (α≧１) 

である．(ア)，(イ)は，拡大実数すべての領域Ｄに等しい． 
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お  わ  り  に  
 

私は，この小冊子の冒頭で，カージナル数を仮定して「拡大実数」を創れば，次の２つの

ことができるのではないかと述べた． 

(ⅰ)「可能的無限」と「実無限」を統一すること． 

(ⅱ) 数直線上の１点の大きさを表す無限小を特定すること． 

そして，(ⅰ)の意味は，「可能的無限」の概念を用いて導かれる数学（例えば，標準的な

微分積分）と同じ内容の理論を，「拡大実数」を用いて導くことである，と述べた．しかし，

このままでは説明不足であるので，(ⅰ)について補足する． 

 

通常の数学で，無限を用いる理論は，次の２つに分類することができる． 

   理論Ⅰ：「可能的無限」の概念を用いる理論． 

(すなわち，εδ論法を用いる理論で，無限を数としてとらえることができない理論) 

   理論Ⅱ：「実無限」の概念を用いる理論． 

(すなわち，一般集合論を用いる理論で，無限を数としてとらえることができる理論) 

 したがって，「可能的無限」と「実無限」を統一するということは，次の３つの方法のい

ずれか１つを意味するものと考えることができる． 

(ア) 理論Ⅰに含まれる数学と同じ内容の理論を，理論Ⅱを仮定して導く． 

(イ) 理論Ⅱに含まれる数学と同じ内容の理論を，理論Ⅰを仮定して導く． 

(ウ) 第Ⅲの理論を仮定して，理論Ⅰと理論Ⅱに含まれる数学と同じ内容の理論を導く． 

 

 上記(ⅰ)の意味は，(ア)による方法のことである．そして， 

〈１〉第８章の「 ５ 超実数点」より，Ｒ＊上には，Ｒ＊上と同じ超準解析が存在する． 

〈２〉Ｒ＊上の無限小を用いた極限，連続性，一様連続性の定義は，Ｒ上のεδ論法を用い

た極限，連続性，一様連続性の定義と同値である．(参考文献[７] P.79) 

したがって，「可能的無限」の概念を用いた理論(理論Ⅰ)は，すべて，「実無限」の概 

念を用いた理論(理論Ⅱ)に書き換えることができるので，(ア)は完成したと考えてよい． 

 

なお，従来の実数を含み，無限大や無限小も含む数としては， 

(ａ) 実数の集合に記号∞を付加した便宜的な数，(参考文献[５]P.44) 

(ｂ) 超実数 

が知られているが， 

(ａ)は，εδ論法を用いずに微分積分を導くことはできないし，数直線上の１点の大きさ 

を表す無限小を特定することもできない． 

(ｂ)は，εδ論法を用いずに微分積分を導くことができるし，無限を数としてとらえるこ 

ともできるので，「可能的無限」と「実無限」を統一している．しかし，数直線上の１点の

大きさを表す無限小を特定することはできない． 

したがって，(ａ)も(ｂ)も今回の目的には適さない． 
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巻末資料 
 

 この資料は，本編を書き進める過程で気付いた疑問についての解答例である． 

ただし，この資料において，単に，整数，有理数，実数といえば，それは，それぞれ，従

来の整数，従来の有理数，従来の実数を表すものとする．本編の用語を用いれば，それぞれ，

有限整数，有限有理数，有限実数のことである． 

 

【疑問Ａ】拡大実数は「自然数」から順に拡張することで得られるが，拡大実数は実数の拡

張であるので，実数を仮定して，その上に拡大実数を導く方法もあるのではないか，

また，その方が容易なのではないか？  

 

【疑問Ｂ】本編の第８章において，Ｒ上に存在する微分積分はＲ上にも存在することが分

かった．しかし，同時に，次の不自然も認めなくてはならない． 

Ｒ上での測度論においては，零集合の測度は０であるので，Ｒ上での測度論に

おいては，零集合の測度は０となる．ここで， 

０＝Π１＝{ｘ：－(１／∞１)≦ｘ≦１／∞１} 

であるので，このままでは，測度を表すのに，負の数を用いることになり，不自

然である．この不自然を回避する方法はないのか？ 

 

【疑問Ｃ】本編の第８章において，実数点を定める際に，実核ζ(ａ)から， 

ａ＋(１/∞０)，ａ－(１/∞０) 

の２つの数を除いた基本不定数ａを用いた．では，除かれた２つの数は何を表す数

なのか？ 

 

 

 

目 次 

 

疑問Ａの解答例            ・・・Ｐ２３５ 

疑問Ｂの解答例            ・・・Ｐ２５３ 

疑問Ｃの解答例            ・・・Ｐ２５５ 

            第１節 用語と記号の定義   ・・・Ｐ２５５ 

第２節 選択加群       ・・・Ｐ２５６ 

第３節 『測度』       ・・・Ｐ２６４ 

第４節 μ測度の加法性    ・・・Ｐ２７３ 
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疑問Ａの解答例 

 

次の２つの命題を公理として，拡大実数を構成する．  
 

【公理１】実数すべての集合Ｒが存在する．  
【公理２】順序数すべての領域Ｗが存在する．  

 
 ただし，使用する用語や記号の意味は，必ずしも本編と一致していないので注意を要す  
る．また，導かれる定理は，当然のことであるが，本編と同じであるので，ここでは，加  
法と乗法についての，交換法則と結合法則を示すにとどめる．  
 

（１）【公理２】から得られる領域 

Ｗ＝{０，１，２，・・・，ω，・・・}に， 

Ｗ(１ )＝{０(１ )，１(１ )，２(１ )，・・・，ω(１ )，・・・}． 

Ｗ(２ )＝{０(２ )，１(２ )，２(２ )，・・・，ω(２ )，・・・}． 

Ｗ(３ )＝{０(３ )，１(３ )，２(３ )，・・・，ω(３ )，・・・}． 

Ｗ(４ )＝{０(４ )，１(４ )，２(４ )，・・・，ω(４ )，・・・} 

のように添え数を付けることで，Ｗと同等で互いに素な領域： 

Ｗ(１ )， Ｗ(２ )， Ｗ(３ )， Ｗ(４ ) 

を得ることができる． 

 

（２）定義A-1 

Ｗ(１ )の元に大小関係を導入する．α∈Ｗに対して，α(１ )∈Ｗ(１ )が対応する１対１写像を

ｆ＋で表す．すなわち， 

ｆ＋：α→α(１ ) 

とする．ここで，α，β∈Ｗにおいて， 

（ⅰ）α＜β ならば，ｆ＋(α)＞ｆ＋(β)，すなわち，α(１ )＞β(１ )． 

（ⅱ）α＝β ならば，ｆ＋(α)＝ｆ＋(β)，すなわち，α(１ )＝β(１ )． 

（ⅲ）α＞β ならば，ｆ＋(α)＜ｆ＋(β)，すなわち，α(１ )＜β(１ ) 

とする． 

 

補足：Ｗが全順序な領域であるので， 

・・・＜ｆ＋(ω)＜・・・＜ｆ＋(２)＜ｆ＋(１)＜ｆ＋(０) 

となり，Ｗ(１ )も全順序な領域である． 

 

（３）定義A-2 

Ｗ(２ )の元に大小関係を導入する．α∈Ｗに対して，α(２ )∈Ｗ(２ )が対応する１対１写像を

ｆ－で表す．すなわち， 

ｆ－：α→α(２ ) 

とする．ここで，α，β∈Ｗにおいて， 
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（ⅰ）α＜β ならば，ｆ－(α)＜ｆ－(β)，すなわち，α(２ )＜β(２ )． 

（ⅱ）α＝β ならば，ｆ－(α)＝ｆ－(β)，すなわち，α(２ )＝β(２ )． 

（ⅲ）α＞β ならば，ｆ－(α)＞ｆ－(β)，すなわち，α(２ )＞β(２ ) 

とする． 

 

補足：Ｗが全順序な領域であるので， 

ｆ－(０)＜ｆ－(１)＜ｆ－(２)＜・・・＜ｆ－(ω)＜・・・ 

となり，Ｗ(２ )も全順序な領域である． 

 

（４）定義A-3 

Ｗ(３ )の元に大小関係を導入する．α∈Ｗに対して，α(３ )∈Ｗ(３ )が対応する１対１写像を

ｇ＋で表す．すなわち， 

ｇ＋：α→α(３ ) 

とする．ここで，α，β∈Ｗにおいて， 

（ⅰ）α＜β ならば，ｇ＋(α)＜ｇ＋(β)，すなわち，α(３ )＜β(３ )． 

（ⅱ）α＝β ならば，ｇ＋(α)＝ｇ＋(β)，すなわち，α(３ )＝β(３ )． 

（ⅲ）α＞β ならば，ｇ＋(α)＞ｇ＋(β)，すなわち，α(３ )＞β(３ ) 

とする． 

 

補足：Ｗが全順序な領域であるので， 

ｇ＋(０)＜ｇ＋(１)＜ｇ＋(２)＜・・・＜ｇ＋(ω)＜・・・ 

となり，Ｗ(３ )も全順序な領域である． 

 

（５）定義A-4 

Ｗ(４ )の元に大小関係を導入する．α∈Ｗに対して，α(４ )∈Ｗ(４ )が対応する１対１写像を

ｇ－で表す．すなわち， 

ｇ－：α→α(４ ) 

とする．ここで，α，β∈Ｗにおいて， 

（ⅰ）α＜β ならば，ｇ－(α)＞ｇ－(β)，すなわち，α(４ )＞β(４ )． 

（ⅱ）α＝β ならば，ｇ－(α)＝ｇ－(β)，すなわち，α(４ )＝β(４ )． 

（ⅲ）α＞β ならば，ｇ－(α)＜ｇ－(β)，すなわち，α(４ )＜β(４ ) 

とする． 

 

補足：Ｗが全順序な領域であるので， 

・・・＜ｇ－(ω)＜・・・＜ｇ－(２)＜ｇ－(１)＜ｇ－(０) 

となり，Ｗ(４ )も全順序な領域である． 
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（６）定義A-5 

０∈Ｒとして，領域Π＝Ｗ(２ )∪{０}∪Ｗ(１ )の元に大小関係を導入する．ａ，ｂ∈Πとす

るとき， 

（ⅰ）ａ，ｂ∈Ｗ(１ )で，Ｗ(１ )においてａ＜ｂならば，Πにおいてもａ＜ｂ．  

ａ，ｂ∈Ｗ(１ )で，Ｗ(１ )においてａ＝ｂならば，Πにおいてもａ＝ｂ． 

ａ，ｂ∈Ｗ(１ )で，Ｗ(１ )においてａ＞ｂならば，Πにおいてもａ＞ｂ． 

（ⅱ）ａ，ｂ∈Ｗ(２ )で，Ｗ(２ )においてａ＜ｂならば，Πにおいてもａ＜ｂ． 

ａ，ｂ∈Ｗ(２ )で，Ｗ(２ )においてａ＝ｂならば，Πにおいてもａ＝ｂ． 

ａ，ｂ∈Ｗ(２ )で，Ｗ(２ )においてａ＞ｂならば，Πにおいてもａ＞ｂ． 

（ⅲ）ａ∈Ｗ(１ )，ｂ∈Ｗ(２ )ならば，ｂ＜ａ． 

（ⅳ）ａ＝０，ｂ∈Ｗ(１ )ならば，ａ＜ｂ． 

     ａ＝０，ｂ∈Ｗ(２ )ならば，ｂ＜ａ． 

     ａ＝０，ｂ＝０ならば，ａ＝ｂ 

とする． 

 

補足：Ｗ(２ )，{０}，Ｗ(１ )が，それぞれ，全順序な領域であるので，α＜βとすれば， 

ｆ－(０)＜ｆ－(１)＜ｆ－(２)＜・・・＜ｆ－(α)＜・・・＜ｆ－(β)＜・・・＜０ 

＜・・・＜ｆ＋(β)＜・・・＜ｆ＋(α)＜・・・＜ｆ＋(２)＜ｆ＋(１)＜ｆ＋(０) 

となり，Πも全順序な領域である． 

 

（７）定義A-6 

ａ∈Πの符号は，ａ∈Ｗ(１ )ならば正，ａ∈Ｗ(２ )ならば負，ａ＝０ならば零とする． 

 

（８）定義A-7 

ａ∈Πのとき，記号－ａの意味を，次のように定める． 

（ⅰ）ａ＝ｆ＋(α)ならば，－ａ＝ｆ－(α)． 

（ⅱ）ａ＝ｆ－(α)ならば，－ａ＝ｆ＋(α)． 

（ⅲ）ａ＝０ならば，－ａ＝０． 

 

（９）定義A-8 

領域{ｔ：ｆ－(α)≦ｔ≦ｆ＋(α)，ｔ∈Π}を，Παで表す． 

 

補足：Π０＝Π． 

 

（10）定義A-9 

ａ∈Π，ａ≠０ならば，「ａ＝ｆ＋(α) または ａ＝ｆ－(α)」となる順序数αが一意に存

在する．このαを，ａのレベルといい，ℓ(ａ)で表す．ℓ(ａ)＝αであることをａαで表すこ

ともある． 
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（11）定義A-10 

ａ∈Πの絶対値｜ａ｜を，次のように定める． 

（ⅰ）ａ＝０ならば，｜ａ｜＝０． 

（ⅱ）ℓ(ａ)＝αならば，｜ａ｜＝ｆ＋(α)． 

 

（12）定義A-11 

ａ，ｂ∈Πのとき，絶対値の小さくない方を，Ａmax{ａ，ｂ}で表す．すなわち， 

（ⅰ）「ａ≠０，ｂ＝０」または「ℓ(ａ)≦ℓ(ｂ)」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ａ． 

（ⅱ）「ａ＝０，ｂ≠０」または「ℓ(ａ)≧ℓ(ｂ)」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝ｂ． 

（ⅲ）「ａ＝０，ｂ＝０」ならば，Ａmax{ａ，ｂ}＝０ 

とする． 

 

（13）定義A-12 

ａ，ｂ∈Πにおいて，次の加法を定義する． 

                  Ａmax{ａ，ｂ} (ａ≠－ｂ)， 

ａ＋ｂ＝  Πα      (ａ＝－ｂ，ℓ(ａ)＝α)， 

                  ０       (ａ＝ｂ＝０)． 

 

（14）定義A-13（演算及び大小関係に関する規則） 

Ｄが全順序な領域で，Ｄの空でない部分領域すべての族をＵ(Ｄ)で表すとき， 

（ⅰ）演算 

ａ，ｂ∈Ｄにおいて，演算＊が，ａ＊ｂ∈Ｕ(Ｄ)となるように定義されているならば， 

Ａ，Ｂ∈Ｕ(Ｄ)に対して，Ａ＊Ｂ＝∪ａ ∈ Ａ，ｂ ∈ Ｂ(ａ＊ｂ) 

とする． 

（ⅱ）大小関係 

Ａ，Ｂ∈Ｕ(Ｄ)において， 

∀ａ∈Ａ，∀ｂ∈Ｂ，ａ＜ｂならば，Ａ＜Ｂ． 

∀ａ∈Ａ，∀ｂ∈Ｂ，ａ≦ｂならば，Ａ≦Ｂ 

とする． 

ただし，(ⅰ)，(ⅱ)において，ａ∈Ｄとするとき，Ｄの部分領域{ａ}とａを区別しな 

いものとする． 

 

（15）定義A-14 

定義A-13のＵ(Ｄ)において，領域Ｄに属する元を定数，領域Ｕ(Ｄ)－Ｄに属する元を不

定数という． 

 

補足：拡大実数の演算は，定義A-12のように，その結果が不定数になる場合があるので，

その扱い方を事前に定めておかなくてはならない．定義A-13と定義A-14は，そのために必

要な定義である． 
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（16）定理A-1 

Πにおける加法については，次の公式が成り立つ．  

 （ⅰ）交換法則が成り立つ． 

               ｆ＋(α) (ｆ－(α)＜ｂ≦ｆ＋(α))， 

   （ⅱ）ｆ＋(α)＋ｂ＝  Πα        (ｂ＝ｆ－(α))， 

               ｂ    (ｂ＜ｆ－(α) または ｆ＋(α)＜ｂ)． 

               ｆ－(α)  (ｆ－(α)≦ｂ＜ｆ＋(α))， 

   （ⅲ）ｆ－(α)＋ｂ＝  Πα        ( ｂ＝ｆ＋(α))， 

               ｂ    (ｂ＜ｆ－(α) または ｆ＋(α)＜ｂ)． 

             Πα (ｂ∈Πα)， 

   （ⅳ）Πα＋ｂ＝                

             ｂ  (ｂ∈ /Πα)． 

（ⅴ）Πα＋Πβ＝Πmin{α，β }． 

証明 定義A-12，定義A-13による■ 

 

（17）定理A-2 

Πにおける加法については，結合法則が成り立つ．すなわち，ａ，ｂ，ｃ∈Πとすれば，

次の式が成り立つ． 

（ⅰ）(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（ⅱ）(Πα＋ｂ)＋ｃ＝Πα＋(ｂ＋ｃ)． 

（ⅲ）(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ａ＋(Πβ＋ｃ)． 

（ⅳ）(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ａ＋(ｂ＋Πγ)． 

（ⅴ）(Πα＋Πβ)＋ｃ＝Πα＋(Πβ＋ｃ)． 

（ⅵ）(ａ＋Πβ)＋Πγ＝ａ＋(Πβ＋Πγ)． 

（ⅶ）(Πα＋ｂ)＋Πγ＝Πα＋(ｂ＋Πγ)． 

（ⅷ）(Πα＋Πβ)＋Πγ＝Πα＋(Πβ＋Πγ)． 

 証明（ⅰ）ａ，ｂ，ｃのうちの，少なくとも１つが０ならば，明らかに成り立つので， 

ａ≠０，ｂ≠０，ｃ≠０とする． 

（ア）ａ，ｂ，ｃがすべて同符号ならば，次のいずれかである． 

① ａ＝ｆ＋(α)，ｂ＝ｆ＋(β)，ｃ＝ｆ＋(γ)． 

② ａ＝ｆ－(α)，ｂ＝ｆ－(β)，ｃ＝ｆ－(γ)． 

そして，いずれの場合も， 

(ａ＋ｂ)＋ｃ＝Ａmax{ａ，ｂ，ｃ}＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

を得る． 

（イ）その他のときは，ℓ(ａ)＝α，ℓ(ｂ)＝β，ℓ(ｃ)＝γとして，次の場合に分ける． 

① α＝β＝γの場合． 

② α＜β，γの場合． 

③ β＜α，γの場合． 

④ γ＜α，βの場合． 

⑤ α＝β＜γの場合． 
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⑥ α＝γ＜βの場合． 

⑦ β＝γ＜αの場合． 

 定理A-1より， 

①の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝Πα＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

②の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

③の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

④の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

⑤の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

⑥の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

⑦の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（ⅱ）ｂ∈Πα，ｃ∈Παならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝Πα＝Πα＋(ｂ＋ｃ)． 

ｂ∈ /Πα，ｃ∈Παならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＝Πα＋(ｂ＋ｃ)． 

ｂ∈Πα，ｃ∈ /Παならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝ｃ＝Πα＋(ｂ＋ｃ)． 

ｂ∈ /Πα，ｃ∈ /Παならば，(Πα＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＋ｃ＝Πα＋(ｂ＋ｃ)． 

（ⅲ）ａ∈Πβ，ｃ∈Πβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝Πβ＝ａ＋(Πβ＋ｃ) 

ａ∈ /Πβ，ｃ∈Πβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ａ＝ａ＋(Πβ＋ｃ)． 

ａ∈Πβ，ｃ∈ /Πβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ｃ＝ａ＋(Πβ＋ｃ)． 

ａ∈ /Πβ，ｃ∈ /Πβならば，(ａ＋Πβ)＋ｃ＝ａ＋ｃ＝ａ＋(Πβ＋ｃ)． 

（ⅳ）ａ∈Πγ，ｂ∈Πγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝Πγ＝ａ＋(ｂ＋Πγ)． 

ａ∈ /Πγ，ｂ∈Πγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ａ＝ａ＋(ｂ＋Πγ)． 

ａ∈Πγ，ｂ∈ /Πγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ｂ＝ａ＋(ｂ＋Πγ)． 

ａ∈ /Πγ，ｂ∈ /Πγならば，(ａ＋ｂ)＋Πγ＝ａ＋ｂ＝ａ＋(ｂ＋Πγ)． 

（ⅴ）ｃ∈Πmin{α，β }ならば，(Πα＋Πβ)＋ｃ＝Πmin{α，β }＝Πα＋(Πβ＋ｃ)． 

ｃ∈ /Πmin{α，β }ならば，(Πα＋Πβ)＋ｃ＝ｃ＝Πα＋(Πβ＋ｃ)． 

（ⅵ）ａ∈Πmin{β，γ }ならば，(ａ＋Πβ)＋Πγ＝Πmin{β，γ }＝ａ＋(Πβ＋Πγ)． 

ａ∈ /Πmin{β，γ }ならば，(ａ＋Πβ)＋Πγ＝ａ＝ａ＋(Πβ＋Πγ)． 

（ⅶ）ｂ∈Πmin{α，γ }ならば，(Πα＋ｂ)＋Πγ＝Πmin{α，γ }＝Πα＋(ｂ＋Πγ)． 

ｂ∈ /Πmin{α，γ }ならば，(Πα＋ｂ)＋Πγ＝ｂ＝Πα＋(ｂ＋Πγ)． 

（ⅷ）(Πα＋Πβ)＋Πγ＝Πmin{α，β，γ }＝Πα＋(Πβ＋Πγ)■ 

 

（18）定義A-15 

領域Ｐ＝Ｗ(４ )∪Ｒ∪Ｗ(３ )の元に，大小関係を導入する． 

ａ，ｂ∈Ｐとするとき， 

（ⅰ）ａ，ｂ∈Ｗ(３ )で，Ｗ(３ )においてａ＜ｂならば，Ｐにおいてもａ＜ｂ．  

ａ，ｂ∈Ｗ(３ )で，Ｗ(３ )においてａ＝ｂならば，Ｐにおいてもａ＝ｂ． 

ａ，ｂ∈Ｗ(３ )で，Ｗ(３ )においてａ＞ｂならば，Ｐにおいてもａ＞ｂ． 

（ⅱ）ａ，ｂ∈Ｗ(４ )で，Ｗ(４ )においてａ＜ｂならば，Ｐにおいてもａ＜ｂ．  

ａ，ｂ∈Ｗ(４ )で，Ｗ(４ )においてａ＝ｂならば，Ｐにおいてもａ＝ｂ． 

ａ，ｂ∈Ｗ(４ )で，Ｗ(４ )においてａ＞ｂならば，Ｐにおいてもａ＞ｂ． 
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（ⅲ）ａ，ｂ∈Ｒで，Ｒにおいてａ＜ｂならば，Ｐにおいてもａ＜ｂ．  

ａ，ｂ∈Ｒで，Ｒにおいてａ＝ｂならば，Ｐにおいてもａ＝ｂ． 

ａ，ｂ∈Ｒで，Ｒにおいてａ＞ｂならば，Ｐにおいてもａ＞ｂ． 

（ⅳ）ａ∈Ｗ(３ )，ｂ∈Ｒならば，ｂ＜ａ． 

（ⅴ）ａ∈Ｗ(４ )，ｂ∈Ｒならば，ａ＜ｂ． 

（ⅵ）ａ∈Ｗ(３ )，ｂ∈Ｗ(４ )ならば，ｂ＜ａ． 

 

補足：Ｗ(４ )，Ｒ，Ｗ(３ )が，それぞれ，全順序な領域であるので，α＜βとすれば， 

・・・＜ｇ－(β)＜・・・＜ｇ－(α)＜・・・＜ｇ－(２)＜ｇ－(１)＜ｇ－(０)＜Ｒ 

＜ｇ＋(０)＜ｇ＋(１)＜ｇ＋(２)＜・・・＜ｇ＋(α)＜・・・＜ｇ＋(β)＜・・・ 

となり，Ｐも全順序な領域である． 

 

（19）定義A-16 

ａ∈Ｐのとき，記号－ａの意味を，次のように定める．   

（ⅰ）ａ∈Ｒならば，－ａはａの反数． 

（ⅱ）ａ＝ｇ＋(α)ならば，－ａ＝ｇ－(α)． 

（ⅲ）ａ＝ｇ－(α)ならば，－ａ＝ｇ＋(α)． 

 

（20）定義A-17 

集合{ｔ：ｇ－(α)≦ｔ≦ｇ＋(α)，ｔ∈Ｐ}をＨαで表す． 

 

補足：∪α ∈ ＷＨα＝Ｐ．  

 

（21）定義A-18 

ａ∈Ｐ，ａ∈ /Ｒならば，「ａ＝ｇ＋(α) または ａ＝ｇ－(α)」となる順序数αが一意に存

在する．このαをａのレベルといい，ℓ(ａ)で表す． ℓ(ａ)＝αであることを，ａαで表すこ

ともある． 

 

（22）定義A-19 

ａ∈Ｐの絶対値｜ａ｜を，次のように定める． 

（ⅰ）ａ∈Ｒならば，｜ａ｜は従来通りの絶対値． 

（ⅱ）ℓ(ａ)＝αならば，｜ａ｜＝ｇ＋(α)． 

 

（23）定義A-20 

ａ，ｂ∈Ｐのとき，絶対値の小さくない方を，Ａmax{ａ，ｂ}で表す．  

 

 例：α＜βならば，Ａmax{ｇ
＋(α)，ｇ＋(β)}＝ｇ＋(β)． 
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（24）定義A-21 

ａ，ｂ∈Ｐにおいて，次の加法を定義する． 

         ａ＋ｂ     (ａ，ｂ∈Ｒ)， 

   ａ＋ｂ＝  Ａmax{ａ，ｂ}  (ａ∈ /Ｒまたはｂ∈ /Ｒで，ａ≠－ｂ)， 

         Ｈα       (ａ∈ /Ｒまたはｂ∈ /Ｒで，ａ＝－ｂ，ａα)．  

 

（25）定理A-3 

Ｐにおける加法については，次の公式が成り立つ．  

     （ⅰ）交換法則が成り立つ．  

                 ｇ＋(α) (ｇ－(α)＜ｂ≦ｇ＋(α))， 

     （ⅱ）ｇ＋(α)＋ｂ＝  Ｈα        (ｂ＝ｇ－(α))， 

                 ｂ     (ｂ＜ｇ－(α) または ｇ＋(α)＜ｂ)． 

                 ｇ－(α)  (ｇ－(α)≦ｂ＜ｇ＋(α))， 

     （ⅲ）ｇ－(α)＋ｂ＝  Ｈα        (ｂ＝ｇ＋(α))， 

                 ｂ     (ｂ＜ｇ－(α) または ｇ＋(α)＜ｂ)． 

               Ｈα (ｂ∈Ｈα)， 

     （ⅳ）Ｈα＋ｂ＝                

               ｂ  (ｂ∈ /Ｈα)． 

（ⅴ）Ｈα＋Ｈβ＝Ｈmax{α，β }． 

証明 定義A-21，定義A-13による■ 

 

（26）定理A-4 

Ｐにおける加法については，結合法則が成り立つ．すなわち，ａ，ｂ，ｃ∈Ｐとすれば，

次の式が成り立つ． 

（ⅰ）(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（ⅱ）(Ｈα＋ｂ)＋ｃ＝Ｈα＋(ｂ＋ｃ)． 

（ⅲ）(ａ＋Ｈβ)＋ｃ＝ａ＋(Ｈβ＋ｃ)． 

（ⅳ）(ａ＋ｂ)＋Ｈγ＝ａ＋(ｂ＋Ｈγ)． 

（ⅴ）(Ｈα＋Ｈβ)＋ｃ＝Ｈα＋(Ｈβ＋ｃ)． 

（ⅵ）(ａ＋Ｈβ)＋Ｈγ＝ａ＋(Ｈβ＋Ｈγ)． 

（ⅶ）(Ｈα＋ｂ)＋Ｈγ＝Ｈα＋(ｂ＋Ｈγ)． 

（ⅷ）(Ｈα＋Ｈβ)＋Ｈγ＝Ｈα＋(Ｈβ＋Ｈγ)． 

証明 定理A-3を用いる． 

（ⅰ）次の場合に分ける． 

（ア）ａ∈Ｒ，ｂ∈Ｒ，ｃ∈Ｒの場合． 

（イ）ａ∈Ｒ，ｂ∈Ｒ，ｃ∈ /Ｒの場合． 

（ウ）ａ∈Ｒ，ｂ∈ /Ｒ，ｃ∈Ｒの場合． 

（エ）ａ∈ /Ｒ，ｂ∈Ｒ，ｃ∈Ｒの場合． 

（オ）ａ∈Ｒ，ｂ∈ /Ｒ，ｃ∈ /Ｒの場合． 

（カ）ａ∈ /Ｒ，ｂ∈Ｒ，ｃ∈ /Ｒの場合． 
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（キ）ａ∈ /Ｒ，ｂ∈ /Ｒ，ｃ∈Ｒの場合． 

（ク）ａ∈ /Ｒ，ｂ∈ /Ｒ，ｃ∈ /Ｒの場合． 

（ア）の場合は，Ｒが実数の集合であるので明らか． 

（イ）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（ウ）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（エ）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（オ）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ｂ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（カ）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（キ）の場合は，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋ｂ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)． 

（ク）の場合は，ℓ(ａ)＝α，ℓ(ｂ)＝β，ℓ(ｃ)＝γとして，次の場合に分ける． 

① α＝β＝γの場合． 

② α＜β＝γの場合． 

③ β＜α＝γの場合． 

④ γ＜α＝βの場合． 

⑤ β，γ＜αの場合． 

⑥ α，γ＜βの場合． 

⑦ α，β＜γの場合． 

①の場合は，ａ，ｂ，ｃが，すべて同符号のときは両辺ともにａに等しく，その他のと

きは両辺ともにＨαに等しい． 

②の場合は，ｂ，ｃが同符号のときは両辺ともにｂに等しく，その他のときは両辺とも

にＨβに等しい． 

③の場合は，ａ，ｃが同符号のときは両辺ともにｃに等しく，その他のときは両辺とも

にＨγに等しい． 

④の場合は，ａ，ｂが同符号のときは両辺ともにａに等しく，その他のときは両辺とも

にＨαに等しい． 

⑤の場合は，両辺ともにａに等しい． 

⑥の場合は，両辺ともにｂに等しい． 

⑦の場合は，両辺ともにｃに等しい． 

（ⅱ）ｂ∈Ｈα，ｃ∈Ｈαならば，両辺ともにＨαに等しい． 

ｂ∈ /Ｈα，ｃ∈Ｈαならば，両辺ともにｂに等しい． 

ｂ∈Ｈα，ｃ∈ /Ｈαならば，両辺ともにｃに等しい． 

ｂ∈ /Ｈα，ｃ∈ /Ｈαならば，両辺ともにｂ＋ｃに等しい． 

（ⅲ）ａ∈Ｈβ，ｃ∈Ｈβならば，両辺ともにＨβに等しい． 

ａ∈ /Ｈα，ｃ∈Ｈαならば，両辺ともにａに等しい． 

ａ∈Ｈα，ｃ∈ /Ｈαならば，両辺ともにｃに等しい． 

ａ∈ /Ｈα，ｃ∈ /Ｈαならば，両辺ともにａ＋ｃに等しい． 

（ⅳ）ａ∈Ｈγ，ｂ∈Ｈγならば，両辺ともにＨγに等しい． 

ａ∈ /Ｈα，ｂ∈Ｈαならば，両辺ともにａに等しい． 

ａ∈Ｈα，ｂ∈ /Ｈαならば，両辺ともにｂに等しい． 

ａ∈ /Ｈα，ｂ∈ /Ｈαならば，両辺ともにａ＋ｂに等しい． 
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（ⅴ）ｃ∈Ｈmax{α，β }ならば，両辺ともにＨmax{α，β }に等しい． 

ｃ∈ /Ｈmax{α，β }ならば，両辺ともにｃに等しい． 

（ⅵ）ａ∈Ｈmax{β，γ }ならば，両辺ともにＨmax{β，γ }に等しい． 

ａ∈ /Ｈmax{β，γ }ならば，両辺ともにａに等しい． 

（ⅶ）ｂ∈Ｈmax{α，γ }ならば，両辺ともにＨmax{α，γ }に等しい． 

ｂ∈ /Ｈmax{α，γ }ならば，両辺ともにｂに等しい． 

（ⅷ）両辺ともにＨmax{α，β，γ }に等しい■ 

 

（27）定義A-22（拡大実数） 

「ａ∈Ｐ，ｂ∈Π」とするとき，条件： 

「ａ∈Ｒ，ｂ∈Π」または「ａ∈Ｐ，ａ∈ /Ｒ，ｂ＝０」 

を満たす順序対(ａ，ｂ)の領域： 

｛(ａ，ｂ)：ａ∈Ｒ，ｂ∈Π｝∪｛(ａ，ｂ)：ａ∈Ｐ，ａ∈ /Ｒ，ｂ＝０｝ 

をＤで表し，Ｄの元を拡大実数という． 

 

（28）定義A-23 

領域Ｄの元に大小関係を導入する．ｘ＝(ａ，ｂ)∈Ｄ，ｙ＝(ｃ，ｄ)∈Ｄとして， 

（ⅰ）「ａ＝ｃ，ｂ＝ｄ」のとき，ｘ＝ｙ． 

（ⅱ）「ａ＜ｃ または『ａ＝ｃ，ｂ＜ｄ』」のとき，ｘ＜ｙ  

とする． 

 

補足：領域Ｐ，Πが，それぞれ，全順序な領域であるので，Ｄも全順序な領域である． 

 

（29）定義A-24 

ｘ＝(ａ，ｂ)∈Ｄならば，－ｘ＝(－ａ，－ｂ)とする． 

 

（30）定義A-25 

（ⅰ）ｘ∈Ｄが，(０，０)＜ｘならば正の数，ｘ＜(０，０)ならば負の数とする． 

（ⅱ）Ｄにおける，正の数すべての領域をＤ＋で表し，負の数すべての領域をＤ－で表す． 

 

（31）定義A-26 

領域{ｔ：(ｇ－(α)，０)≦ｔ≦(ｇ＋(α)，０)，ｔ∈Ｄ}をΘαで表す． 

 

補足：∪α ∈ ＷΘα＝Ｄ． 

 

（32）定義A-27 

ｘ∈Ｄの絶対値｜ｘ｜を，次のように定める． 

                ｘ  ((０，０)≦ｘ)， 

           ｜ｘ｜＝  

                －ｘ (ｘ＜(０，０))． 



245 
 

（33）定義A-28 

ｘ∈Ｄを，次のように分類する． 

（ⅰ）０＜｜ｘ｜≦(０，ｆ＋(０))のとき，無限小という． 

（ⅱ）「(０，ｆ＋(０))＜｜ｘ｜＜(ｇ＋(０)，０)」または ｘ＝(０，０) 

  のとき，有限という． 

（ⅲ）(ｇ＋(０)，０)≦｜ｘ｜のとき，無限大という． 

       （ⅳ）無限小と有限を合わせて，有界という． 

 

（34）定義A-29 

ｘ＝(ａ，ｂ)∈Ｄ，ｙ＝(ｃ，ｄ)∈Ｄにおいて，次の加法を定義する． 

          {(ａ＋ｃ，ｔ)：ｔ∈ｂ＋ｄ} (ａ∈Ｒ，ｃ∈Ｒ)， 

    ｘ＋ｙ＝  Ａmax{ｘ，ｙ}  (ａ∈ /Ｒまたはｃ∈ /Ｒで，ｘ≠－ｙ)，  

          Θα          (ａ∈ /Ｒまたはｃ∈ /Ｒで，ｘ＝－ｙ，ａα)． 

 

例：ｘ＝(１，ｆ＋(０))，ｙ＝(２，ｆ－(１))とすれば， 

ｘ＋ｙ＝(１＋２，ｆ＋(０)＋ｆ－(１))＝(３，ｆ＋(０))． 

 例：ｘ＝(１，ｆ＋(０))，ｙ＝(２，ｆ－(０))とすれば， 

ｘ＋ｙ＝(１＋２，ｆ＋(０)＋ｆ－(０))＝(３，Π０)＝{(３，ｔ)：ｔ∈Π０}．  

 例：ｘ＝(ｇ＋(０)，０)，ｙ＝(１，ｆ＋(０))とすれば，ｘ＋ｙ＝Ａmax{ｘ，ｙ}＝ｘ． 

 例：ｘ＝(ｇ＋(１)，０)，ｙ＝(ｇ－(１)，０)とすれば，ｘ＋ｙ＝Θ１． 

 

（35）約束 

表記を簡潔にするために，Ｄの元を表す記号を，次のように簡略化して，必要に応じて

用いる． 

（ⅰ）(ａ，０)，(０，ｂ)は，それぞれ，ａ，ｂと同一視する．  

（ⅱ）ｇ＋(α)，ｇ－(α)を，それぞれ，∞α，－∞αで表す．  

（ⅲ）ｆ＋(α)，ｆ－(α)を，それぞれ，１／∞α，－１／∞αで表す．  

  

例：（ⅰ）(０，０)を，０で表す．  

（ⅱ）(ｇ＋(α)，０)を，∞αで表す．  

（ⅲ）(０，ｆ－(α))を，－１／∞αで表す．  

  

（36）定理A-5 

Ｄの元(ａ，ｂ)は，簡略記号を用いれば，ａ＋ｂで表すことができる． 

 証明 ａ∈Ｒならば，(ａ，ｂ)＝(ａ，０)＋(０，ｂ)＝ａ＋ｂ． 

    ａ∈ /Ｒならば，ｂ＝０．したがって， 

        (ａ，ｂ)＝(ａ，０)＝ａ＝Ａmax{ａ，０}＝ａ＋０＝ａ＋ｂ■  
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（37）定理A-6 

Ｄにおける加法については，次の公式が成り立つ． 

（ⅰ）交換法則が成り立つ． 

（ⅱ）有界すべての領域をD＝{(ａ，ｂ)：ａ∈Ｒ，ｂ∈Π}で表せば， 

（ⅱ－ア）ｘ∈Dならば，D＋ｘ＝D．    

（ⅱ－イ）D＋D＝D． 

                ∞α (－∞α＜ｙ≦∞α)， 

（ⅲ）∞α＋ｙ＝   Θα  (ｙ＝－∞α)， 

                ｙ (ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙ)． 

                       －∞α (－∞α≦ｙ＜∞α)， 

（ⅳ）－∞α＋ｙ＝   Θα   (ｙ＝∞α)， 

                 ｙ  (ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙ)． 

                Θα (ｙ∈Θα)， 

      （ⅴ）Θα＋ｙ＝                

                ｙ  (ｙ∈ /Θα)． 

      （ⅵ）Θα＋Θβ＝Θmax{α，β }． 

証明（ⅰ）は明らか． 

（ⅱ）（ⅱ－ア）は，ｘ＝(ｃ，ｄ)とすれば，ｃ∈Ｒ，ｄ∈Πであり，Ｒ＋ｃ＝Ｒ，Π＋ｄ

＝Πであるので成り立つ．(ⅱ－イ)は(ⅱ－ア)による． 

（ⅲ）－∞α＜ｙ≦∞αならば，∞α≠－ｙであるので，∞α＋ｙ＝Ａmax{∞α，ｙ}＝∞α． 

ｙ＝－∞αならば，∞α＝－ｙであるので，∞α＋ｙ＝Θα． 

ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙならば，∞α≠－ｙであるので， 

∞α＋ｙ＝Ａmax{∞α，ｙ}＝ｙ． 

（ⅳ）－∞α≦ｙ＜∞αならば，－∞α≠－ｙであるので， 

－∞α＋ｙ＝Ａmax{－∞α，ｙ}＝－∞α． 

ｙ＝∞αならば，－∞α＝－ｙであるので，－∞α＋ｙ＝Θα． 

ｙ＜－∞α または ∞α＜ｙならば，－∞α≠－ｙであるので， 

－∞α＋ｙ＝Ａmax{－∞α，ｙ}＝ｙ．  

（ⅴ）は，(ⅲ)と(ⅳ)による． 

（ⅵ）は，(ⅴ)による■ 

 

（38）定理A-7 

Ｄにおける加法については，結合法則が成り立つ．すなわち，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｄとすれば，

次の式が成り立つ． 

（ⅰ）(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（ⅱ）(Θα＋ｙ)＋ｚ＝Θα＋(ｙ＋ｚ)． 

（ⅲ）(ｘ＋Θβ)＋ｚ＝ｘ＋(Θβ＋ｚ)． 

（ⅳ）(ｘ＋ｙ)＋Θγ＝ｘ＋(ｙ＋Θγ)． 

（ⅴ）(Θα＋Θβ)＋ｚ＝Θα＋(Θβ＋ｚ)． 

（ⅵ）(ｘ＋Θβ)＋Θγ＝ｘ＋(Θβ＋Θγ)． 
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（ⅶ）(Θα＋ｙ)＋Θγ＝Θα＋(ｙ＋Θγ)． 

（ⅷ）(Θα＋Θβ)＋Θγ＝Θα＋(Θβ＋Θγ)． 

 証明（ⅰ）ｘ＝(ａ，ｂ)，ｙ＝(ｃ，ｄ)，ｚ＝(ｅ，ｆ)として，次の場合に分ける． 

（ア）ｘ∈D，ｙ∈D，ｚ∈Dの場合． 

（イ）ｘ∈D，ｙ∈D，ｚ∈ /Dの場合． 

（ウ）ｘ∈D，ｙ∈ /D，ｚ∈Dの場合． 

（エ）ｘ∈ /D，ｙ∈D，ｚ∈Dの場合． 

（オ）ｘ∈D，ｙ∈ /D，ｚ∈ /Dの場合． 

（カ）ｘ∈ /D，ｙ∈D，ｚ∈ /Dの場合． 

（キ）ｘ∈ /D，ｙ∈ /D，ｚ∈Dの場合． 

（ク）ｘ∈ /D，ｙ∈ /D，ｚ∈ /Dの場合． 

（ア）の場合は，ａ，ｃ，ｅはＲの元より加法の結合法則が成り立ち，ｂ，ｄ，ｆはΠの

元であるので，定理A-2より，加法の結合法則が成り立つ．したがって， 

(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝{(ａ＋ｃ，ｔ)：ｔ∈ｂ＋ｄ}＋(ｅ，ｆ) 

              ＝{((ａ＋ｃ)＋ｅ，ｔ)：ｔ∈(ｂ＋ｄ)＋ｆ} 

              ＝{(ａ＋(ｃ＋ｅ)，ｔ)：ｔ∈ｂ＋(ｄ＋ｆ)} 

              ＝(ａ，ｂ)＋{(ｃ＋ｅ，ｔ)：ｔ∈ｄ＋ｆ} 

              ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（イ）の場合は，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（ウ）の場合は，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｙ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（エ）の場合は，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（オ）の場合は，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｙ＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（カ）の場合は，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（キ）の場合は，(ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋ｙ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)． 

（ク）の場合は，ℓ(ｘ)＝α，ℓ(ｙ)＝β，ℓ(ｚ)＝γとして，次の場合に分ける． 

① α＝β＝γの場合． 

② α＜β＝γの場合． 

③ β＜α＝γの場合． 

④ γ＜α＝βの場合． 

⑤ β，γ＜αの場合． 

⑥ α，γ＜βの場合． 

⑦ α，β＜γの場合． 

①の場合は，ｘ，ｙ，ｚが，すべて同符号のときは両辺ともにｘに等しく，その他のと

きは両辺ともにΘαに等しい． 

②の場合は，ｙ，ｚが同符号のときは両辺ともにｙに等しく，その他のときは両辺とも

にΘβに等しい． 

③の場合は，ｘ，ｚが同符号のときは両辺ともにｚに等しく，その他のときは両辺とも

にΘγに等しい． 

④の場合は，ｘ，ｙが同符号のときは両辺ともにｘに等しく，その他のときは両辺とも

にΘαに等しい． 
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⑤の場合は，両辺ともにｘに等しい． 

⑥の場合は，両辺ともにｙに等しい． 

⑦の場合は，両辺ともにｚに等しい。． 

（ⅱ）ｙ∈Θα，ｚ∈Θαならば，両辺ともにΘαに等しい． 

ｙ∈ /Θα，ｚ∈Θαならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｙ∈Θα，ｚ∈ /Θαならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｙ∈ /Θα，ｚ∈ /Θαならば，両辺ともにｙ＋ｚに等しい． 

（ⅲ）ｘ∈Θβ，ｚ∈Θβならば，両辺ともにΘβに等しい． 

ｘ∈ /Θα，ｚ∈Θαならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘ∈Θα，ｚ∈ /Θαならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｘ∈ /Θα，ｚ∈ /Θαならば，両辺ともにｘ＋ｚに等しい． 

（ⅳ）ｘ∈Θγ，ｙ∈Θγならば，両辺ともにΘγに等しい． 

ｘ∈ /Θα，ｙ∈Θαならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘ∈Θα，ｙ∈ /Θαならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｘ∈ /Θα，ｙ∈ /Θαならば，両辺ともにｘ＋ｙに等しい． 

（ⅴ）ｚ∈Θmax{α，β }ならば，両辺ともにΘmax{α，β }に等しい． 

ｚ∈ /Θmax{α，β }ならば，両辺ともにｚに等しい． 

（ⅵ）ｘ∈Θmax{β，γ }ならば，両辺ともにΘmax{β，γ }に等しい． 

ｘ∈ /Θmax{β，γ }ならば，両辺ともにｘに等しい． 

（ⅶ）ｙ∈Θmax{α，γ }ならば，両辺ともにΘmax{α，γ }に等しい． 

ｙ∈ /Θmax{α，γ }ならば，両辺ともにｙに等しい． 

（ⅷ）両辺ともにΘmax{α，β，γ }に等しい■ 

 

（39）定義A-30 

ｘ，ｙ∈Ｄにおいて，ｘとｙのレベルがともに存在するときは，そのレベルの小さくない

方を，また，片方だけレベルが存在するときは，そのレベルが存在する方を，ℓmax{ｘ，ｙ}

で表す．なお，レベルがともに存在しないときのℓmax{ｘ，ｙ}は定義しないものとする． 

 

（40）定義A-31 

ｘ∈Ｄ，ｘ≠０に対して，記号ｘ－１の意味を，次のように定める． 

ｘ＝∞α    ならば，ｘ－１＝１／∞α． 

ｘ＝－∞α   ならば，ｘ－１＝－１／∞α． 

ｘ＝１／∞α  ならば，ｘ－１＝∞α． 

ｘ＝－１／∞α ならば，ｘ－１＝－∞α． 

       ｘ＝(ａ，ｂ)，ａ∈Ｒ，ａ≠０ならば，ｘ－１＝(ａ－１，－ｂ)． 

 

（41）定義A-32 

（ⅰ）領域{ｔ：１／∞α≦ｔ≦∞α}を，Σαで表す． 

（ⅱ）領域{ｔ：－∞α≦ｔ≦－１／∞α}を，－Σαで表す． 
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補足：          Ｒ＋＝{ｘ：０＜ｘ，ｘ∈Ｒ}． 

         Ｒ－＝{ｘ：ｘ＜０，ｘ∈Ｒ}． 

D＋＝{(ａ，ｂ)：ａ∈Ｒ＋，ｂ∈Π}． 

D－＝{(ａ，ｂ)：ａ∈Ｒ－，ｂ∈Π} 

とすれば，次の式が成り立つ． 

Σα＝{１／∞μ：０≦μ≦α}∪D＋∪{∞μ：０≦μ≦α}． 

－Σα＝{－∞μ：０≦μ≦α}∪D－∪{－１／∞μ：０≦μ≦α}． 

 

（42）定義A-33 

Ｄにおいて，次の乗法を定義する． 

ｘ＝(ａ，ｂ)＞(０，０)，ｙ＝(ｃ，ｄ)＞(０，０)とすれば， 

         {(ａｃ，ｔ)：ｔ∈ｂ＋ｄ} (ａ∈Ｒ＋，ｃ∈Ｒ＋)， 

（ⅰ）ｘｙ＝  ℓmax{ｘ，ｙ} (ℓ(ｘ)またはℓ(ｙ)が存在し，ｘ≠ｙ－１)，  

         Σα       (ℓ(ｘ)またはℓ(ｙ)が存在し，ｘ＝ｙ－１，ｘα)． 

（ⅱ） (－ｘ)(－ｙ)＝ｘｙ， (－ｘ)ｙ＝ｘ(－ｙ)＝－(ｘｙ)． 

（ⅲ） ∀ｚ∈Ｄ，ｚ(０，０)＝(０，０)ｚ＝(０，０)． 

 

 例：ｘ＝(１，ｆ＋(０))，ｙ＝(２，ｆ－(１))とすれば， 

ｘｙ＝(１・２，ｆ＋(０)＋ｆ－(１))＝(２，ｆ＋(０))． 

 例：ｘ＝(１，ｆ＋(０))，ｙ＝(２，ｆ－(０))とすれば， 

ｘｙ＝(１・２，ｆ＋(０)＋ｆ－(０))＝(２，Π０)＝{(２，ｔ)：ｔ∈Π０}． 

 例：ｘ＝(ｇ＋(０)，０)，ｙ＝(１，ｆ＋(０))とすれば， 

ｘｙ＝ℓmax{ｘ，ｙ}＝ｘ． 

 例：ｘ＝(ｇ＋(１)，０)，ｙ＝(０，ｆ＋(１))とすれば， 

ｘｙ＝Σ１． 

 

（43）定理A-8 

Ｄにおける乗法については，ｙ＞(０，０)とするとき，次の公式が成り立つ． 

（ⅰ）交換法則が成り立つ． 

              (ｇ＋(α)，０) ((０，ｆ＋(α))＜ｙ≦(ｇ＋(α)，０))， 

（ⅱ）(ｇ＋(α)，０)ｙ＝   Σα     (ｙ＝(０，ｆ＋(α))， 

              ｙ  （ｙ＜(０，ｆ＋(α)) または (ｇ＋(α)，０)＜ｙ）． 

              (０，ｆ＋(α)) ((０，ｆ＋(α))≦ｙ＜(ｇ＋(α)，０))，  

（ⅲ）(０，ｆ＋(α))ｙ＝  Σα  (ｙ＝(ｇ＋(α)，０))， 

              ｙ  (ｙ＜(０，ｆ＋(α)) または (ｇ＋(α)，０)＜ｙ)．  

         Σα (ｙ∈Σα)， 

（ⅳ）Σαｙ＝                      

         ｙ   (ｙ∈ /Σα)． 

（ⅴ）ΣαΣβ＝Σmax{α，β }． 

証明 定義A-33，定義A-13による■ 
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（44）定理A-9 

Ｄ＋における乗法については，結合法則が成り立つ．すなわち，ｘ，ｙ，ｚ∈Ｄ＋とすれ

ば，次の式が成り立つ． 

（ⅰ）(ｘｙ)ｚ＝ｘ(ｙｚ)． 

（ⅱ）(Σαｙ)ｚ＝Σα(ｙｚ)． 

（ⅲ）(ｘΣβ)ｚ＝ｘ(Σβｚ)． 

（ⅳ）(ｘｙ)Σγ＝ｘ(ｙΣγ)． 

（ⅴ）(ΣαΣβ)ｚ＝Σα(Σβｚ)． 

（ⅵ）(ｘΣβ)Σγ＝ｘ(ΣβΣγ)． 

（ⅶ）(Σαｙ)Σγ＝Σα(ｙΣγ)． 

（ⅷ）(ΣαΣβ)Σγ＝Σα(ΣβΣγ)． 

 証明（ⅰ）ｘ＝(ａ，ｂ)， ｙ＝(ｃ，ｄ)， ｚ＝(ｅ，ｆ)として，次の場合に分ける． 

（ア）ａ∈Ｒ＋，ｃ∈Ｒ＋，ｅ∈Ｒ＋の場合． 

（イ）ａ∈Ｒ＋，ｃ∈Ｒ＋，ｅ∈ /Ｒ＋の場合． 

（ウ）ａ∈Ｒ＋，ｃ∈ /Ｒ＋，ｅ∈Ｒ＋の場合． 

（エ）ａ∈ /Ｒ＋，ｃ∈Ｒ＋，ｅ∈Ｒ＋の場合． 

（オ）ａ∈Ｒ＋，ｃ∈ /Ｒ＋，ｅ∈ /Ｒ＋の場合． 

（カ）ａ∈ /Ｒ＋，ｃ∈Ｒ＋，ｅ∈ /Ｒ＋の場合． 

（キ）ａ∈ /Ｒ＋，ｃ∈ /Ｒ＋，ｅ∈Ｒ＋の場合． 

（ク）ａ∈ /Ｒ＋，ｃ∈ /Ｒ＋，ｅ∈ /Ｒ＋の場合． 

（ア）の場合は，ａ，ｃ，ｅはＲ＋の元より乗法の結合法則が成り立ち，ｂ，ｄ，ｆはΠ

の元であるので，定理A-2より，加法の結合法則が成り立つ．したがって， 

(ｘｙ)ｚ＝{(ａｃ，ｔ)：ｔ∈ｂ＋ｄ}(ｅ，ｆ) 

            ＝{((ａｃ)ｅ，ｔ)：ｔ∈(ｂ＋ｄ)＋ｆ} 

            ＝{(ａ(ｃｅ)，ｔ)：ｔ∈ｂ＋(ｄ＋ｆ)} 

            ＝(ａ，ｂ){(ｃｅ，ｔ)：ｔ∈ｄ＋ｆ} 

            ＝ｘ(ｙｚ)． 

（イ）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｚ＝ｘ(ｙｚ)． 

（ウ）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｙ＝ｘ(ｙｚ)． 

（エ）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｘ＝ｘ(ｙｚ)． 

（オ）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｙｚ＝ｘ(ｙｚ)． 

（カ）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｘｚ＝ｘ(ｙｚ)． 

（キ）の場合は，(ｘｙ)ｚ＝ｘｙ＝ｘ(ｙｚ)． 

（ク）の場合は，ℓ(ｘ)＝α，ℓ(ｙ)＝β，ℓ(ｚ)＝γとして，次の場合に分ける． 

① α＝β＝γの場合． 

② α＜β＝γの場合． 

③ β＜α＝γの場合． 

④ γ＜α＝βの場合． 

⑤ β，γ＜αの場合． 

⑥ α，γ＜βの場合． 
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⑦ α，β＜γの場合． 

①の場合は，ｘ＝ｙ＝ｚ＝(ｇ＋(α)，０) または ｘ＝ｙ＝ｚ＝(０，ｆ＋(α))のときは

両辺ともにｘに等しく，その他のときは両辺ともにΣαに等しい． 

②の場合は，ｙ＝ｚ＝(ｇ＋(β)，０) または ｙ＝ｚ＝(０，ｆ＋(β))のときは両辺とも

にｙに等しく，その他のときは両辺ともにΣβに等しい． 

③の場合は，ｘ＝ｚ＝(ｇ＋(γ)，０) または ｘ＝ｚ＝(０，ｆ＋(γ))のときは両辺とも

にｚに等しく，その他のときは両辺ともにΣγに等しい． 

④の場合は，ｘ＝ｙ＝(ｇ＋(α)，０) または ｘ＝ｙ＝(０，ｆ＋(α))のときは両辺とも

にｘに等しく，その他のときは両辺ともにΣαに等しい． 

⑤の場合は，両辺ともにｘに等しい． 

⑥の場合は，両辺ともにｙに等しい． 

⑦の場合は，両辺ともにｚに等しい． 

（ⅱ）ｙ∈Σα，ｚ∈Σαならば，両辺ともにΣαに等しい． 

ｙ∈ /Σα，ｚ∈Σαならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｙ∈Σα，ｚ∈ /Σαならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｙ∈ /Σα，ｚ∈ /Σαならば，両辺ともにｙｚに等しい． 

（ⅲ）ｘ∈Σβ，ｚ∈Σβならば，両辺ともにΣβに等しい． 

ｘ∈ /Σα，ｚ∈Σαならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘ∈Σα，ｚ∈ /Σαならば，両辺ともにｚに等しい． 

ｘ∈ /Σα，ｚ∈ /Σαならば，両辺ともにｘｚに等しい． 

（ⅳ）ｘ∈Σγ，ｙ∈Σγならば，両辺ともにΣγに等しい． 

ｘ∈ /Σα，ｙ∈Σαならば，両辺ともにｘに等しい． 

ｘ∈Σα，ｙ∈ /Σαならば，両辺ともにｙに等しい． 

ｘ∈ /Σα，ｙ∈ /Σαならば，両辺ともにｘｙに等しい． 

（ⅴ）ｚ∈Σmax{α，β }ならば，両辺ともにΣmax{α，β }に等しい． 

ｚ∈ /Σmax{α，β }ならば，両辺ともにｚに等しい． 

（ⅵ）ｘ∈Σmax{β，γ }ならば，両辺ともにΣmax{β，γ }に等しい． 

ｘ∈ /Σmax{β，γ }ならば，両辺ともにｘに等しい． 

（ⅶ）ｙ∈Σmax{α，γ }ならば，両辺ともにΣmax{α，γ }に等しい． 

ｙ∈ /Σmax{α，γ }ならば，両辺ともにｙに等しい． 

（ⅷ）両辺ともにΣmax{α，β，γ }に等しい■ 
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 補足：分配法則については，本編の第５章11 ～ 15と同じことがいえる． 

ただし，本編は，次のように簡略化された記号で記述されているので，混乱しないように 

注意が必要である．   

ｇ＋(α) →  ∞α 

ｇ－(α) → －∞α 

ｆ＋(α) →  １／∞α 

ｆ－(α) → －１／∞α 

         また， 

(ｇ＋(α)，０) →  ∞α 

(ｇ－(α)，０) → －∞α 

(０，ｆ＋(α)) →  １／∞α 

(０，ｆ－(α)) → －１／∞α 

     

補足：累乗については，初めに，次の(ⅰ)，(ⅱ)を考える． 

(ⅰ) 集合Ａのカージナル数は， 

Ａとの間に全単射が存在する順序数のなかで最小のもの 

と定義する．ただし，無限大カージナル数を表す記号は  ．αを用いるא 

 

例：可符番集合のカージナル数を表す記号は，可符番順序数の最小値ωではなく， ０をא 

用いる．  

 

(ⅱ)【公理２】より得られるカージナル数を用いて，次の自然写像κを導入する．ただし，

カージナル数ｎは０≦ｎ＜  ．０で，整数ｎは０≦ｎ＜ｇ＋(０)とするא 

                 ｎ → ｎ， 

             κ：  

 ．α → ｇ＋(α)א                  

 

この(ⅰ)，(ⅱ)を用いれば，累乗について，本編の第６章と同じことがいえる．実際， 

(ⅱ)の自然写像κは，前述の簡略記号を用いれば，定義6-1の自然写像κと同じであるの 

で，それに続く記述も同じでよい．指数法則も第７章と同じである． 
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疑問Ｂの解答例  
 

 次の「共通値」を用いれば，疑問Ｂの不自然が回避されることを示す．  

 

（１）定義B-1（共通値） 

 ０，１／∞1，ａ(ａ∈Ｒ＋)，∞の４種類の数を基本値といい，基本値μには，次のような 

集合Ｊ(μ)が対応しているものとする．このＪ(μ)を基本区間という． 

μ＝０ ⇔ Ｊ(μ)＝φ． 

μ＝１／∞１ ⇔ Ｊ (μ)＝{０}． 

μ＝ａ ⇔ Ｊ(μ)＝{ｒ：０≦ｒ≦ａ，ｒ∈Ｒ}． 

μ＝∞ ⇔ Ｊ(μ)＝{ｒ：０≦ｒ，ｒ∈Ｒ}． 

このとき，基本値を項とする単調減少数列{μｎ}において，∩Ｊ(μｎ)は，常に基本区

間になるので，この∩Ｊ(μｎ)に対応する基本値を，com{μｎ}で表し，単調減少数列 

{μｎ}の共通値という． 

 

例：単調減少数列を{１／ｎ}とすれば，∩Ｊ(１／ｎ)＝{０ }であるので， 

com{１／ｎ}＝１／∞１． 

例：単調減少数列を{(ｎ＋１)／ｎ}とすれば， 

∩Ｊ((ｎ＋１ )／ｎ)＝{ｒ：０≦ｒ≦１，ｒ∈Ｒ} 

であるので，com{(ｎ＋１ )／ｎ}＝１． 

  

（２）定理B-1 

 単調減少数列{ｘｎ}，ｘｎ ∈Ｒ＋において，次の式が成り立つ． 

（ⅰ）inf{ｘｎ}＝ａ ⇔ com{ｘｎ}＝ａ(ａ∈Ｒ＋)． 

（ⅱ）inf{ｘｎ}＝０ ⇔ com{ｘｎ}＝１／∞1．  

証明（ⅰ）（ア）inf{ｘｎ}＝ａ ⇒ com{ｘｎ }＝ａ(ａ∈Ｒ＋)の証明： 

 com{ｘｎ }＝ｂ(ｂ∈Ｒ＋)とする．ここで，ａ＜ｂならば，ａ≦ｘｎ＜ｂとなるｘｎは存在 

しない．そして，ｂ＜ａならば，ｘｎ＜ａとなるｘｎが存在する． 

したがって，ａ＜ｂならば，ａ≦ｘｎ＜ｂとなるｘｎは存在しない．そして，ｂ＜ａな 

らば，ｘｎ＜ａとなるｘｎが存在するので，いずれの場合も，仮定inf{ｘｎ}＝ａに反する． 

（イ）com{ｘｎ}＝ａ  ⇒ inf{ｘｎ}＝ａ(ａ∈Ｒ＋)の証明： 

  inf{ｘｎ}＝ｂ(ｂ∈Ｒ＋)とする．ここで， 

ａ＜ｂならば，∀ｘｎ，ａ＜ｂ≦ｘｎであるので， 

∀ｘｎ，{ｒ：０≦ｒ≦ａ，ｒ∈Ｒ}は，{ｒ：０≦ｒ≦ｘｎ，ｒ∈Ｒ}の真部分集合 

であり， 

{ｒ：０≦ｒ≦ａ，ｒ∈Ｒ}は，∩{ｒ：０≦ｒ≦ｘｎ，ｒ∈Ｒ}の真部分集合． 

ｂ＜ａならば，ｂ＜ｘｎ＜ａとなるｘｎが存在するので， 

∃ｘｎ，{ｒ：０≦ｒ≦ｘｎ，ｒ∈Ｒ}は，{ｒ：０≦ｒ≦ａ，ｒ∈Ｒ}の真部分集合 

であり， 

∩{ｒ：０≦ｒ≦ｘｎ，ｒ∈Ｒ}は，{ｒ：０≦ｒ≦ａ，ｒ∈Ｒ}の真部分集合． 



254 
 

したがって，ａ＜ｂならば， 

               ∀ｘｎ，ａ＜ｂ≦ｘｎ 

であるので， 

∀ｘｎ，Ｊ(ａ)は，Ｊ(ｘｎ)の真部分集合 

であり， 

Ｊ(ａ)は，∩Ｊ(ｘｎ)の真部分集合． 

 ｂ＜ａならば， 

            ｂ＜ｘｎ＜ａとなるｘｎが存在する 

ので， 

∃ｘｎ，Ｊ(ｘｎ)は，Ｊ(ａ)の真部分集合 

であり， 

∩Ｊ(ｘｎ)は，Ｊ (ａ)の真部分集合． 

ゆえに，ａ＜ｂ，ｂ＜ａのいずれの場合も，仮定com{ｘｎ}＝ａに反する． 

（ⅱ）（ア）inf{ｘｎ}＝０ ⇒ com{ｘｎ}＝１／∞1の証明： 

 ｘｎ＞０であるので，仮定より，∀ε＞０とすれば，０＜ｘｎ＜εとなるｘｎが存在する． 

 したがって，∀ε＞０とすれば，０＜ｘｎ＜εとなるｘｎが存在するので， 

∩Ｊ(ｘｎ)＝{０} 

であり，com{ｘｎ}＝１／∞1を得る． 

（イ）com{ｘｎ}＝１／∞1 ⇒ inf{ｘｎ}＝０の証明： 

  仮定より， 

Ｊ(ｘｎ)＝{ｒ：０≦ｒ≦ｘｎ，ｒ∈Ｒ}，∩Ｊ(ｘｎ)＝{０} 

であるので，∀ε＞０とすれば，０＜ｘｎ＜εとなるｘｎが存在する． 

 したがって，∀ε＞０とすれば，０＜ｘｎ＜εとなるｘｎが存在するので，inf{ｘｎ}＝０ 

を得る■ 

 

（３）定理B-2 

 単調減少数列{ｘｎ}，ｘｎ ∈Ｒ＋において，次の式が成り立つ． 

（ⅰ）limｘｎ＝ａ ⇔ com{ｘｎ}＝ａ(ａ∈Ｒ＋)． 

（ⅱ）limｘｎ＝０ ⇔ com{ｘｎ}＝１／∞1．  

証明 {ｘｎ}，ｘｎ ∈Ｒ＋が単調減少数列より，inf{ｘｎ}＝limｘｎであるので明らか■ 

 

（４）結論 

 Ｓのルベーグ外測度ｍ＊(Ｓ)は， 

∪ＩｎをＳの被覆とすれば，ｍ＊(Ｓ)＝inf{ｖ：ｖ＝Σｍ(Ｉｎ )} 

と定義されるので，Ｓ≠φならば，定理B-1，定理B-2より， 

ｍ＊(Ｓ)＝com{ｖ：ｖ＝Σｍ(Ｉｎ)} 

を得る．ここで，Ｓが空でない零集合ならば， 

com{ｖ：ｖ＝Σｍ(Ｉｎ)}＝１／∞1 

であるので，共通値を用いれば，疑問Ｂの不自然は解消される． 
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疑問Ｃの解答例  
 

この疑問に対する１つの答えとして，ａ＋(１/∞０)，ａ－(１/∞０)なる拡大実数は，あ

る種のルベーグ非可測集合の『測度』を表すと考えられる． 

 実際，長さ１の開区間{ｘ：０＜ｘ＜１，ｘ∈Ｒ}を可符番個に等分割した集合⊿の『測度』

を１/∞０として，長さがａである区間をＩとすれば，次のように考えても不自然ではない． 

（ⅰ）ａ＋(１/∞０)は，和集合Ｉ∪⊿の『測度』を表す．ただし，Ｉ∩⊿＝φ． 

（ⅱ）ａ－(１/∞０)は，差集合Ｉ－⊿の『測度』を表す．ただし，⊿⊂Ｉ． 

以下，このような『測度』を明確に定義する方法について述べる． 

 

第１節 用語と記号の定義  

  

（１）特定の集合を表す記号 

（ⅰ）実数すべての集合をＲで表す．  

（ⅱ）有理数すべての集合をＱで表す．  

（ⅲ）整数すべての集合をＺで表す． 

（ⅳ）順序数の集合{ｉ：０≦ｉ＜α，ｉは極限数ではない}をＷ[０，α)で表す． 

   

例：Ｗ[０，ω＋２)＝{０，１，２，・・・，ω＋１}．(∵ωは極限数より，含まれない) 

 

（２）集合の合同 

Ｓ，Ｓ′をＲの部分集合，ｒ∈Ｒとする．Ｓをｒだけ平行移動した集合{ｓ＋ｒ：ｓ∈Ｓ}を 

Ｓ<ｒ>で表すとき，Ｓ<ｒ>＝Ｓ′となるｒが存在するならば，ＳとＳ′は合同であるといい，

Ｓ≡Ｓ′で表す．  

 

（３）Ｒの部分集合Ｘ，Ｙの集合演算 

【加法】Ｘ＋Ｙは，Ｘ∩Ｙ＝φのときの和集合で， 

ΣＸｎは，Ｘｎ∩Ｘｍ＝φ(ｎ≠ｍ)のときの和集合とする．  

【減法】Ｙ－Ｘは，Ｘ⊂Ｙのときの差集合とする．  

【乗法】Ｘ×Ｙ＝Σａ ∈ ＹＸ<ａ>とする． 

 

例：Ｘ＝[０，1/3)，Ｙ＝{０, 1/3, 2/3}とすれば， 

Ｘ×Ｙ＝Ｘ<０>＋Ｘ<1/3>＋Ｘ<2/3>＝[０，1/3)＋[1/3，2/3)＋[2/3，１)＝[０，１)． 

 

（４）選択公理 

次の２つの表現を用いる． 

（ⅰ）互いに交わらない空でない集合の族{Ａｉ}ｉ ∈ Ｉにおいて，  

集合{ａｉ：ａｉ∈Ａｉ，ｉ∈Ｉ} 

が存在する．この集合を，族{Ａｉ}ｉ ∈ Ｉの選択集合，ａｉをＡｉの代表元という． 

（ⅱ）整列可能定理． 
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第２節 選択加群  
 

（５）Ｒの類別 

 ｒ１，ｒ２∈Ｒとする．ｒ１－ｒ２∈Ｑのときｒ１～ｒ２で表せば，関係～は同値関係であるの

で，Ｒを類別することができ，この類別について次の事実を得る． 

（ⅰ）各類は，Ｑ＋λで表される集合である．ただし，λは０または無理数． 

（ⅱ）この類別をＲ／Ｑで表せば，選択公理(ⅰ)より，Ｒ／Ｑの選択集合Φが存在する． 

（ⅲ）選択公理(ⅱ)より，Φは整列可能であるので，Φ＝{ｘα：０≦α＜ε}とすること 

ができる．ここで，Φは連続濃度の集合であるので，εは可符番順序数の直後の順序数とし 

てよい．なお，便宜上，ｘ０は，類Ｑの代表元とし，それは０とする．  

 

（６）定義C-1 

 選択集合Φ＝{ｘα：０≦α＜ε}を利用し，集合の列{Ｇα}と数列{λα}を，超限帰納法を

用いて，次の【ⅰ】と【ⅱ】で定義する．ただし，Ｇ０＝{０}，λ０＝０とする． 

【ⅰ】ｘ１＝λ１として，Ｇ１＝{ｑλ１：ｑ∈Ｑ}とする． 

   ここで，Φに属する元のうち，ｇ∈Ｇ１が属する類から選ばれた元は，ｇで置き換え，

もとの番号と同じ番号を与える．その他の元は，そのままとして得られる集合をΦ(１)

で表す．当然，Ｇ１⊂Φ(１)である．  

【ⅱ】順序数α(≧２)が， 

（ア）極限数でなければ，Φ(α－１)からＧα－１を除いた集合で，最も若い番号の代

表元をλαとして，Ｇα＝{ｇ＋ｑλα：ｇ∈Ｇα－１，ｑ∈Ｑ}とする． 

（イ）極限数ならば，Ｇα＝∪０≦β＜αＧβとする． 

ここで，Φに属する元のうち，ｇ∈Ｇαが属する類から選ばれた元は，ｇで置き換え，

もとの番号と同じ番号を与える．その他の元は，そのままとして得られる集合をΦ(α )

で表す．当然，Ｇα⊂Φ(α)である．  

  

補足：{Ｇα}は，{０}＝Ｇ０⊂Ｇ１⊂Ｇ２⊂・・・⊂Ｇω⊂・・・となる集合の列である． 

 

（７）定理C-1（Ｇαの性質１） 

集合Ｇαは，次のように表すことができる． 

順序数αが， 

（ア）極限数でなければ， 

          Ｇα＝{ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎ － １λｉｎ -１＋ｑｎλα： 

              q１,q２,・・・,qｎ ∈Ｑ； i１,i２,・・・,iｎ － １ ∈Ｗ[０，α)；ｎは有限}． 

（イ）極限数ならば， 

          Ｇα＝{ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎλｉｎ  ：                   

        q１,q２,・・・,qｎ ∈Ｑ； i１,i２,・・・,iｎ ∈Ｗ[０，α)；ｎは有限}． 

 証明 α＝０の場合は，(ア)でα＝０とおく．このとき，Ｇ０＝{ｑλ０：ｑ∈Ｑ}となるが， 

λ０＝０であるので，Ｇ０＝{０}となり，定理は成り立つ．したがって，α≧１の場合を証 

明すればよい．超限帰納法を用いる． 
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【ⅰ】α＝１の場合は，(ア)でα＝１とおく．ここで，Ｗ[０，１)＝{０}より， 

Ｇ１＝{ｑ１λ０＋ｑ２λ１：ｑ１，ｑ２ ∈Ｑ} 

となるが，λ０＝０であるので， 

Ｇ１＝{ｑλ１：ｑ∈Ｑ} 

となり，定理は成り立つ． 

【ⅱ】Ｇβ(β＜α)の場合を仮定して，Ｇαの場合も成り立つことを証明する． 

（ア）αが極限数でないとする．このときは，α－１が存在し，仮定より， 

 Ｇα－１＝{ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎ － １λｉｎ -１＋ｑｎλα－１： 

              q１,q２,・・・,qｎ ∈Ｑ； i１,i２,・・・,iｎ － １ ∈Ｗ[０，α－１)；ｎは有限｝ 

と表すことができる．ここで，ｇ∈Ｇα－１，ｑｎ＋１∈Ｑとすれば， 

ｇ＋ｑｎ＋１λα＝(ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎ － １λｉｎ -１＋ｑｎλα－１)＋ｑｎ＋１λα 

であるので，ｍ＝ｎ＋１とすれば， 

Ｇα ＝{ｇ＋ｑｍλα：ｇ∈Ｇα－１，ｑｍ ∈Ｑ} 

＝{ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｍ － １λｉｍ -１＋ｑｍλα： 

             q１,q２,・・・,qｍ ∈Ｑ； i１,i２,・・・,iｍ － １ ∈Ｗ[０，α)；ｍは有限}． 

（イ）αが極限数とする．仮定より，β＜αならば， 

Ｇβ＝{ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎλｉｎ  ：                   

      q１,q２,・・・,qｎ ∈Ｑ； i１,i２,・・・,iｎ ∈Ｗ[０，β)；ｎは有限} 

であるので， 

Ｇα＝∪０≦β＜αＧβ 

   ＝{ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎλｉｎ  ：                   

        q１,q２,・・・,qｎ ∈Ｑ； i１,i２,・・・,iｎ ∈Ｗ[０，α)；ｎは有限}． 

 したがって，(ア)と(イ)より，αが極限数か否かによらず，Ｇαの場合も成り立つ■ 

 

補足：集合Ｇαの元ｇは，αが極限数か否かによらず， 

ｇ＝ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎλｉｎ  

と表すことができる．ただし，ｎは有限で， 

q１,q２,・・・,qｎ ∈Ｑ； 

αが極限数でなければ，i１,i２,・・・,iｎ － １ ∈Ｗ[０，α)，iｎ＝α； 

αが極限数ならば，i１,i２,・・・,iｎ ∈Ｗ[０，α) 

である．実際，定理C-1の(ア)において，λαをλｉｎと考えればよい． 

 

（８）定理C-2（Ｇαの性質２） 

Ｇαの元は，それぞれ，異なる類に属する． 

 証明 Ｇαの作り方，すなわち，定義C-1より，明らかであるが，ここでは，定理C-1の補

足を用いて証明する． 

ｇ１，ｇ２∈Ｇαとすれば，定理C-1の補足より，次のように表すことができる． 

ｇ１＝ｑ１ １λｉ１＋ｑ１ ２λｉ２＋・・・＋ｑ１ ｎλｉｎ． 

ｇ２＝ｑ２ １λｊ１＋ｑ２ ２λｊ２＋・・・＋ｑ２ ｍλｊｍ． 
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ゆえに，共通の， 

λｋ１  ，λｋ２  ，・・・，λｋｐ （ｋ１＜ｋ２＜・・・＜ｋｐ，ｐは有限） 

を用いて，次のように表すことができる． 

ｇ１＝ｒ１ １λｋ１＋ｒ１ ２λｋ２＋・・・＋ｒ１ ｐλｋｐ． 

ｇ２＝ｒ２ １λｋ１＋ｒ２ ２λｋ２＋・・・＋ｒ２ ｐλｋｐ． 

当然， 

ｒ１ １，ｒ１ ２，・・・，ｒ１ ｐ ∈Ｑ． 

ｒ２ １，ｒ２ ２，・・・，ｒ２ ｐ ∈Ｑ 

である． 

ここで，背理法を用いる．ｇ１－ｇ２＝ｑ∈Ｑと仮定する．有限数列： 

{ａｎ}，ａｎ＝ｒ１ ｎ－ｒ２ ｎ 

を考えて，ａｎ≠０となるｎの最大値をＮとすれば， 

λｋＮ＝(ｑ－ａ１λｋ１－ａ２λｋ２－・・・－ａＮ－１λｋＮ － １)／ａＮ 

であるが，ｑ，ａ１，ａ２，・・・，ａＮ－１，ａＮは全て有理数であるので，これは，λｋＮ

の選び方(定義C-1)に反する． 

したがって，ｇ１－ｇ２∈ /Ｑであるので，ｇ１，ｇ２は異なる類に属する■ 

  

（９）定理C-3（Ｇαの性質３） 

Ｇαは加群で，Ｒの正規部分群である．したがって，ＲはＧαで類別することができる． 

証明 ｇ１，ｇ２，ｇ３∈Ｇαとすれば，定理C-1の補足より，次のように表すことができる． 

ｇ１＝ｒ１ １λｋ１＋ｒ１ ２λｋ２＋・・・＋ｒ１ ｐλｋｐ． 

ｇ２＝ｒ２ １λｋ１＋ｒ２ ２λｋ２＋・・・＋ｒ２ ｐλｋｐ． 

ｇ３＝ｒ３ １λｋ１＋ｒ３ ２λｋ２＋・・・＋ｒ３ ｐλｋｐ． 

ゆえに，次の(ⅰ)と(ⅱ)は容易に示すことができる． 

（ⅰ）ｇ１＋ｇ２＝ｇ２＋ｇ１∈Ｇα． 

（ⅱ）(ｇ１＋ｇ２)＋ｇ３＝ｇ１＋(ｇ２＋ｇ３)． 

また，次の(ⅲ)と(ⅳ)は明らかである． 

（ⅲ）０＝０λｋ１＋０λｋ２＋・・・＋０λｋｐ ∈Ｇα． 

（ⅳ）ｇ１＝ｒ１ １λｋ１＋ｒ１ ２λｋ２＋・・・＋ｒ１ ｐλｋｐ ∈Ｇαとすれば， 

－ｇ１＝－ｒ１ １λｋ１－ｒ１ ２λｋ２－・・・－ｒ１ ｐλｋｐ ∈Ｇα． 

したがって，Ｇαは加群で，Ｒの正規部分群である■ 

 

補足：定理C-3より，∪α ∈ Ｗ[０，ε)Ｇαを改めてΦで表せば，Φは加群で，Ｒの正規部分

群で，Ｒ／Ｑの選択集合である．このΦを，以後，選択加群と称する． 

 

（10）選択加群Φの基本性質  

（ⅰ）Φ＝Φ<０>．  

（ⅱ）ｑ１，ｑ２ ∈Ｑならば，Φ<ｑ１>≡Φ<ｑ２>．  

（ⅲ）Σｑ ∈ ＱΦ<ｑ>＝Ｒ，すなわち，Φ×Ｑ＝Ｒ．  
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（11）定理C-4（定理C-6の補助定理１）  

Ｒの２つの閉区間を，Ｉ＝[ａ，ｂ]，Ｊ＝[ｃ，ｄ]とするとき， 

ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Φ，ｂ－ａ＝ｄ－ｃ ならば (Φ∩Ｉ)≡(Φ∩Ｊ) 

が成り立つ． 

証明 ｘ∈(Φ∩Ｉ)とすれば，ａ≦ｘ≦ｂである． 

Φは加群であり，ａ，ｃ，ｘ∈Φであるので，ｃ＋(ｘ－ａ)∈Φ．  

また，ｂ－ａ＝ｄ－ｃより，ｃ≦ｃ＋(ｘ－ａ)≦ｄである．  

ゆえに，ｘ＋(ｃ－ａ)＝ｃ＋(ｘ－ａ)∈(Φ∩Ｊ)であるので， 

(Φ∩Ｉ)<ｃ－ａ>⊂(Φ∩Ｊ) ・・・① 

 逆に，ｙ∈(Φ∩Ｊ)とすれば，ｃ≦ｙ≦ｄである． 

Φは加群であり，ａ，ｃ，ｙ∈Φであるので，ａ＋(ｙ－ｃ)∈Φ．    

また，ｂ－ａ＝ｄ－ｃより，ａ≦ａ＋(ｙ－ｃ)≦ｂである．              

ゆえに，ｙ＋(ａ－ｃ)＝ａ＋(ｙ－ｃ)∈(Φ∩Ｉ)であるので， 

(Φ∩Ｊ)<ａ－ｃ>⊂(Φ∩Ｉ) ・・・② 

したがって，①，②より，(Φ∩Ｉ)<ｃ－ａ>＝(Φ∩Ｊ)を得る■  

 

（12）定理C-5（定理C-6の補助定理２）  

   Ｒの任意の開区間(ａ，ｂ)には，少なくとも１つ，Φの元が存在する．  

証明 ｘ∈Φとすれば，定理C-1の補足より， 

ｘ＝ｑ１λｉ１＋ｑ２λｉ２＋・・・＋ｑｎλｉｎ    

と表すことができる． 

ここで，ａ＜ｘ＜ｂならば，直ちに定理は成り立ち，ｘ≦ａ または ｂ≦ｘならば， 

ｑ∈Ｑを適当に選ぶことで， 

ａ＜ｑｘ＜ｂ，ｑｘ∈Φ   

とすることができる■  

 

（13）定理C-6 

  Ｒの２つの開区間を，Ｉ＝(ａ，ｂ)，Ｊ＝(ｃ，ｄ)とするとき， 

ｂ－ａ＝ｄ－ｃ ならば (Φ∩Ｉ)≡(Φ∩Ｊ) 

が成り立つ． 

証明 Ａ(ａ)，Ｂ(ｂ)とする．線分ＡＢの中点をＭとして，次の分点に記号をつける． 

ＡＭの中点をＡ１，ＡＡ１の中点をＡ２，ＡＡ２の中点をＡ３，・・・，ＡＡｎの中点をＡｎ＋１，・・・ 

ＭＢの中点をＢ１，Ｂ１Ｂの中点をＢ２，Ｂ２Ｂの中点をＢ３，・・・，ＢｎＢの中点をＢｎ＋１，・・・ 

とする． 

このとき，定理C-5より，開区間(Ａｎ＋１，Ａｎ)にはΦの元が存在するので，その元を， 

αｎ∈(Ａｎ＋１，Ａｎ) 

とする．同様に，開区間(Ｂｎ Ｂｎ＋１)にもΦの元が存在するので，その元を， 

βｎ∈(Ｂｎ，Ｂｎ＋１) 

とする．当然，αｎ＜βｎである． 
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次に，Ｃ(ｃ)，Ｄ(ｄ)とする．線分ＣＤの中点をＮとして，次の分点に記号をつける． 

ＣＮの中点をＣ１，ＣＣ１の中点をＣ２，ＣＣ２の中点をＣ３，・・・，ＣＣｎの中点をＣｎ＋１，・・・ 

ＮＤの中点をＤ１，Ｄ１Ｄの中点をＤ２，Ｄ２Ｄの中点をＤ３，・・・，ＤｎＤの中点をＤｎ＋１，・・・ 

とする． 

このときも，定理C-5より，開区間(Ｃｎ＋１，Ｃｎ)にはΦの元が存在するので，その元を， 

γｎ∈(Ｃｎ＋１，Ｃｎ) 

とし，Ｋｎ(γｎ)とすれば，次の２つの事実を得る． 

（ア）δｎ＝γｎ＋(βｎ－αｎ)とすれば，δｎ∈Φである． 

実際，Φは加群であるので，αｎ，βｎ，γｎ∈Φより，δｎ∈Φを得る． 

（イ）δｎは，開区間(Ｄｎ－１，Ｄ)に属する． 

 実際， 

ＡｎＢｎ＝ＣｎＤｎ，Ａｎ＋１Ａｎ＝ＢｎＢｎ＋１＝Ｃｎ＋１Ｃｎ＝ＤｎＤｎ＋１ 

であるので， 

βｎ－αｎ＝ＡｎＢｎ＋θ１Ａｎ＋１Ａｎ＋θ２ＢｎＢｎ＋１ (０＜θ１＜１，０＜θ２＜１) 

       ＝ＣｎＤｎ＋θ１ＤｎＤｎ＋１＋θ２ＤｎＤｎ＋１ 

       ＝ＣｎＤｎ＋(θ１＋θ２)ＤｎＤｎ＋１．  

  ＣＫｎ＝ＣＣｎ－θ３Ｃｎ＋１Ｃｎ＝ＣＣｎ－θ３ＤｎＤｎ＋１ (０＜θ３＜１)． 

ゆえに， 

ＣＫｎ＋(βｎ－αｎ)＝{ＣＣｎ－θ３ＤｎＤｎ＋１}＋{ＣｎＤｎ＋(θ１＋θ２)ＤｎＤｎ＋１}  

           ＝ＣＣｎ＋ＣｎＤｎ＋(θ１＋θ２－θ３)ＤｎＤｎ＋１ 

           ＝ＣＤｎ＋(θ１＋θ２－θ３)ＤｎＤｎ＋１． 

ここで， 

－１＜θ１＋θ２－θ３＜２ 

であるので， 

ＣＤｎ－ＤｎＤｎ＋１＜ＣＫｎ＋(βｎ－αｎ)＜ＣＤｎ＋２ＤｎＤｎ＋１ 

であり， 

ＣＤｎ－１＜ＣＤｎ－ＤｎＤｎ＋１， 

ＣＤｎ＋２ＤｎＤｎ＋１＝ＣＤ 

であるので， 

ＣＤｎ－１＜ＣＫｎ＋(βｎ－αｎ)＜ＣＤ 

を得る．これは，δｎが開区間(Ｄｎ－１，Ｄ)に属することを意味する． 

 以上により，閉区間Ｉｎ＝[αｎ，βｎ]，Ｊｎ＝[γｎ，δｎ]を考えれば， 

αｎ，βｎ，γｎ，δｎ∈Φ，βｎ－αｎ＝δｎ－γｎ 

となるので，定理C-4より，(Φ∩Ｉｎ)≡(Φ∩Ｊｎ)である． 

また，∪Ｉｎ＝Ｉ，∪Ｊｎ＝Ｊであるので，(Φ∩Ｉ)≡(Φ∩Ｊ)を得る■ 
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（14）定義C-2（等分割集合）  

  Ｒの部分集合Ｓにおいて，  

Ｓ＝Σａ ∈ ＡＸ<ａ> 

が成り立つとき，この分割を等分割といい，Ｘ<ａ>をＳの等分割集合という．  

 特に，Ａが有限集合ならば有限等分割集合，Ａが可符番集合ならば可符番等分割集合， 

Ａが連続濃度の集合ならば連続等分割集合という．   

 

  例：Ｉ＝(ａ，ｂ)として， 

        Ｂ＝Σｎ ∈ ＺＪｎ， Ｊｎ＝{ｑ：３ｎ≦ｑ＜３ｎ＋１，ｑ∈Ｑ}， 

        Ｂ１＝Ｂ<１>， 

        Ｂ２＝Ｂ<２>， 

             Ｙ＝Σｑ ∈ Ｂ(Φ<ｑ>∩Ｉ)， 

              Ｙ１＝Σｑ ∈ Ｂ１(Φ<ｑ>∩Ｉ)，  

              Ｙ２＝Σｑ ∈ Ｂ２(Φ<ｑ>∩Ｉ) 

とすれば，  

Ｉ＝Ｙ＋Ｙ１＋Ｙ２，Ｙ≡Ｙ１≡Ｙ２ 

であるので，Ｙ，Ｙ１，Ｙ２は，区間Ｉの３等分割集合である．  

  

（15）選択平面 

 横軸の座標をｘ∈Ｒ，縦軸の座標をｙ∈Ｑとする平面を，ＲＱ平面といい，ＲＱ平面の部分

集合： 

{(ｐ＋ｑ，ｑ)：ｐ∈Φ，ｑ∈Ｑ} 

を選択平面といい，πで表す． 

πは選択加群Φを有理数ｑだけｘ軸方向に平行移動した集合を，更に，ｙ軸方向へｑだけ

平行移動した集合の和集合であり，実数ｐ＋ｑをＲＱ平面における点(ｐ＋ｑ，ｑ)の位置に

配置した集合である．したがって，πは実際には平面ではなく，穴だらけであるが，平面の

ようにひろがっているという意味で，選択平面と称する． 

           

          ｙ軸(Ｑ) 

            ｑ        （ｐ＋ｑ，ｑ）        Φ<ｑ> 

                                       

                                 ｐ                        ｘ軸(Ｒ) 

 図１  
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（16）定理C-7 

 選択平面において，０＜ｘ＜ｂ，－∞＜ｙ＜∞で表される範囲(図２の網掛け部分)に属す

る実数すべての集合は，開区間(０ ｂ)に等しい． 

 

                             ｙ軸(Ｑ) 

                

                            

                             ｘ軸(Ｒ) 

                ０      ｂ       

                                   図２                                   

   

証明 Σｑ ∈ ＱΦ<ｑ>＝Ｒであるので，Ｉ＝(０ ｂ)とすれば， 

(Σｑ ∈ ＱΦ<ｑ>)∩Ｉ＝Ｒ∩Ｉ 

である．したがって， 

Σｑ ∈ Ｑ(Φ<ｑ>∩Ｉ)＝Ｒ∩Ｉ＝Ｉ  

を得る■ 

 
（17）定理C-8 

 区間Ｉ＝(０，ｂ)とすれば，Φ∩Ｉは，Ｉの可符番等分割集合である． 

 証明 図２における網掛け部分とΦ<ｑ>の共通部分Φ<ｑ>∩Ｉは， 

{ｘ：－ｑ＜ｘ＜－ｑ＋ｂ，ｘ∈Φ} 

を，ｘ軸方向にｑ，ｙ軸方向にｑだけ平行移動した集合である．ここで，定理C-6より， 

{ｘ：－ｑ＜ｘ＜－ｑ＋ｂ，ｘ∈Φ}≡{ｘ：０＜ｘ＜ｂ，ｘ∈Φ}＝Φ∩Ｉ 

であるので， 

ｑ，ｒ∈Ｑならば，(Φ<ｑ>∩Ｉ)≡Φ∩Ｉ≡(Φ<ｒ>∩Ｉ)  

である．したがって，定理C-7より，Φ∩Ｉは，Ｉの可符番等分割集合である■ 

 

（18）定義C-3（階加集合） 

（ⅰ）ｓ番目の素数をp[s]で表し，ｓを素数p[s]の素数番号という． 

例：素数番号１の素数p[1]＝２， 素数番号５の素数 p[5]＝１１． 

（ⅱ）既約分数ｂ/ａ(ａは正の整数)の，分母ａの素因数の素数番号の最大値を，P(b/a)で

表す． 

例：63の素因数分解は，3２・7であり，素因数3，7は，それぞれ，3＝p[2]，7＝p[4] 

    であるので，素数番号の最大値は４である．したがって，P(1/63)＝４． 

（ⅲ）集合{0，1/p[s]ｎ，2/p[s]ｎ，・・・，(p[s]ｎ-1)/p[s]ｎ}を[1/p[s]ｎ]で表す． 

例： [1/p[1]ｎ]＝[1/2ｎ]＝{0，1/2ｎ ，2/2ｎ，・・・，(2ｎ-1)/2ｎ}． 

ｍ≦ｎならば，明らかに，[1/p[s]ｍ]⊂[1/p[s]ｎ]である． 

（ⅳ）和集合∪[1/p[s]ｎ]＝[1/p[s]]∪[1/p[s]２]∪[1/p[s]３]∪・・・∪[1/p[s]ｎ]∪・・・ 

をＥ[ｓ]で表す． 
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例：Ｅ[１]＝{0，1/2 }∪{0，1/4，2/4，3/4}∪{0，1/8，2/8，3/8，4/8，5/8，6/8， 

7/8}∪・・・∪{0，1/2ｎ，2/2ｎ  ，3/2ｎ ，・・・，(2ｎ-1)/2ｎ}∪・・・         

すなわち，Ｅ[１]は，分母がp[1]＝２の累乗で表すことができる非負の真分数す

べての集合である． 

（ⅴ）整数すべての集合Ｚを用いて，    

Ｚ＋Ｅ[ｓ]＝{ｎ＋ｑ：ｎ∈Ｚ，ｑ∈Ｅ[ｓ]} 

をＧ[ｓ]で表す．Ｇ[ｓ]は加群である． 

（ⅵ）Ｇ[ｓ]！＝Ｇ[１]＋Ｇ[２]＋・・・＋Ｇ[ｓ] 

       ＝{ｑｉ１＋ｑｉ２＋・・・＋ｑｉｎ：ｑｉ１ ∈Ｇ[ i１]，ｑｉ2∈Ｇ[ i2 ]， 

           ・・・，ｑｉｎ ∈Ｇ[ iｎ  ]；１≦ｉ１＜ｉ２＜・・・＜ｉｎ≦ｓ} 

とするとき，Ｇ[ｓ]！を階加集合という． 

（ⅶ）Ｇ[ｓ]！の，ｓ＝ωの場合を，Ｇ[ω]！＝∪Ｇ[ｓ]！と約束する． 

 

補足：階加集合Ｇ[ｓ]！(ｓ＜ω)は， 

Ｇ[ｓ]！＝{ｂ/ａ：P(b/a)≦ｓ} 

と表すこともできる． 

 

補足：階加集合Ｇ[ｓ]！は加群であり，ｓ＜ωならば，Ｇ[ｓ]！はＧ[ω]！(＝Ｑ)の可符

番等分割集合である． 
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第３節  『測度』  
 

（19）定義C-4（甲集合） 

（ⅰ）有限開区間Ｉ＝(ａ，ｂ)とΦ<ｑ>の共通部分Φ<ｑ>∩Ｉを，原始甲集合といい， 

Φ<ｑ：ａ→ｂ>で表す．このとき，開区間ＩをΦ<ｑ：ａ→ｂ>の区間，ａをこの区間の 

始点，ｂを終点という． 

 （ⅱ）ｈ，ｋ∈Ｑとする．階加集合Ｇ[ｓ]！と集合Ｊ＝{ｑ：ｈ≦ｑ＜ｋ，ｑ∈Ｑ}の共通部分 

Ｇ[ｓ]！∩Ｊを，Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！で表すとき，原始甲集合の和集合： 

Σｑ ∈ Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

  を単純甲集合という． 

（ⅲ）原始甲集合と単純甲集合を合わせて，単に甲集合という． 

 

（20）定理C-9（甲集合の基本性質）  

（ⅰ）甲集合Σｑ ∈ Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！Φ<ｑ：ａ→ｂ>は，開区間(ａ，ｂ)の可符番等分割集合で 

ある． 

（ⅱ）甲集合は，ルベーグ非可測集合である． 

（ⅲ）甲集合の有限個の和集合は，ある甲集合の部分集合である． 

（ⅳ）甲集合の可符番個の和集合で，次の集合になるものが，それぞれ，存在する． 

  （ア）甲集合． 

   （イ）開区間Ｉ＝(ａ，ｂ)の有限等分割集合のいくつかの和集合． 

証明（ⅰ）ｓ＜ωならば，Ｇ[ｓ]！は，Ｑの可符番等分割集合であり，Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！

は，Ｇ[ｓ]！の可符番等分割集合であるので，Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！は，Ｑの可符番等分割集合

である． 

ｓ＝ωならば，Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！＝{ｑ：ｈ≦ｑ＜ｋ，ｑ∈Ｑ}より、Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！は，

Ｑの可符番等分割集合である． 

したがって，いずれの場合も，Σｑ ∈ Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！Φ<ｑ：ａ→ｂ>は，開区間(ａ，ｂ)の

可符番等分割集合である． 

（ⅱ）甲集合がルベーグ可測集合であるとすれば，(ⅰ)より，そのルベーグ測度を０として 

も，０でないとしても，開区間(ａ，ｂ)のルベーグ測度が，０＜ｂ－ａ＜∞であることに矛 

盾する． 

（ⅲ）ｎ(有限)個の甲集合を， 

Σｑ ∈ Ｇ[ｓ１：ｈ１⇒ｋ１]！Φ<ｑ：ａ１→ｂ１>， 

Σｑ ∈ Ｇ[ｓ２：ｈ２⇒ｋ２]！Φ<ｑ：ａ２→ｂ２>， 

・・・ 

Σｑ ∈ Ｇ[ｓｎ：ｈｎ⇒ｋｎ]！Φ<ｑ：ａｎ→ｂｎ> 

として， 

max{ｓｉ：ｉ＝1,2,・・・,n}＝ｓ， 

min{ｈｉ：ｉ＝1,2,・・・,n}＝ｈ， 

max{ｋｉ：ｉ＝1,2,・・・,n}＝ｋ， 

min{ａｉ：ｉ＝1,2,・・・,n}＝ａ， 
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max{ｂｉ：ｉ＝1,2,・・・,n}＝ｂ 

とすれば， 

∪１≦ｉ≦ｎΣｑ ∈ Ｇ[ｓｉ：ｈｉ⇒ｋｉ]！Φ<ｑ：ａｉ→ｂｉ>  

⊂Σｑ ∈ Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

となる． 

（ⅳ）（ア）Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！は，可符番集合であるので，甲集合： 

Σｑ ∈ Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

 は，甲集合Φ<ｑ：ａ→ｂ>の可符番個ｑ∈Ｇ[ｓ：ｈ⇒ｋ]！の和集合である． 

（イ）Ｑ＝Ｇ[ω]！であるので，ｐを２以上の整数とし， 

Ｈ＝{０，１，２，・・・，ｐ－１} 

とすれば， 

Σｒ ∈ ＨΣｎ ∈ ＺΣｑ ∈ Ｇ[ω：ｐｎ＋ｒ⇒ｐｎ＋ｒ＋１]！Φ<ｑ：ａ→ｂ>＝Ｉ 

である．したがって， 

Σｎ ∈ ＺΣｑ ∈ Ｇ[ω：ｐｎ＋ｒ⇒ｐｎ＋ｒ＋１]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

は，Ｉのｐ等分割集合である． 

 ここで，Ｈ１＝{０，１，２，・・・，ｐ１－１}，０＜ｐ１≦ｐとして， 

Σｒ ∈ Ｈ１Σｎ ∈ ＺΣｑ ∈ Ｇ[ω：ｐｎ＋ｒ⇒ｐｎ＋ｒ＋１]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

を考えれば，この集合は，Ｉのｐ等分割集合のｐ１個の和集合であり，甲集合： 

Σｑ ∈ Ｇ[ω：ｐｎ＋ｒ⇒ｐｎ＋ｒ＋１]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

の可符番個の和集合である■ 

 

（21）定義C-5（原始甲集合の水平移動） 

ｃ∈Ｒとして，原始甲集合Φ<ｑ：ａ→ｂ>を，原始甲集合Φ<ｑ：ａ＋ｃ→ｂ＋ｃ>に移す

ことを，原始甲集合の水平移動という． 

 

補足：定理C-6より，Φ<ｑ：ａ→ｂ>≡Φ<ｑ：ａ＋ｃ→ｂ＋ｃ>である． 

 

例：開区間Ｉ＝(０，１)，甲１＝Φ<ｑ：０→１>，甲２＝Φ<ｑ：１→２>とすれば，甲１ 

と甲２は合同であるので，集合(Ｉ－甲１)＋甲２は，甲２を水平移動すれば，開区間Ｉと同じ

集合にすることができる． 

 

例：ＲＱ平面における，２つの単射ｘ＝ｆ(ｙ)，ｘ＝ｆ(ｙ)＋１で挟まれた領域（境界 

線は含まない）をＡとすれば，Ａ∩Φ<ｑ>は，ｑの値によらず，長さが１の区間の原始甲集

合である．したがって，Ａ∩Φ<ｑ>を，それぞれ，区間の始点が０になるように水平移動す

れば，Σｑ ∈ ＱΦ<ｑ：０→１>を構成することができる． 
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（22）定義C-6（原始甲集合の整列） 

{Φ<ｑｎ：ａｎ→ｂｎ>}を，原始甲集合の，高々可符番個の集合とする． 

ある定点ｃを定めて，各々の原始甲集合を，始点がｃにそろうように水平移動する． 

すなわち，すべてのｎについて，Φ<ｑｎ：ａｎ→ｂｎ>を，Φ<ｑｎ：ｃ→ｂｎ－ａｎ＋ｃ>

のように，始点をそろえることを，原始甲集合の整列という． 

 

     ｙ軸(Ｑ)  

                 整列のために水平移動  

     Φ<ｑｎ>                               

                  

                                    

            ｃ     ｂｎ－ａｎ＋ｃ  ａｎ       ｂｎ ｘ軸(Ｒ)      

 

図３  

（23）定義C-7（δ集合） 

Δが高々可符番個の原始甲集合の和集合で，甲＊⊂Δ⊂甲＊となる甲集合甲＊，甲＊が存在

するとき，Δをδ集合という． 

 

（24）定理C-10（δ集合の基本性質） 

（ⅰ）δ集合の有限個の和集合はδ集合である． 

（ⅱ）δ集合は，ルベーグ非可測集合である． 

証明（ⅰ）ｎ(有限)個のδ集合を， 

甲＊１⊂Δ１⊂甲＊
１，甲＊２⊂Δ２⊂甲＊

２，・・・，甲＊ｎ⊂Δｎ⊂甲＊
ｎ 

とすれば， 

甲＊１⊂(Δ１∪Δ２∪・・・∪Δｎ)⊂(甲＊
１∪甲＊

２∪・・・∪甲＊
ｎ) 

であるが，定理C-9の(ⅲ)より，甲＊
１∪甲＊

２∪・・・∪甲＊
ｎを含む甲集合が存在する■ 

 

（ⅱ）Δをδ集合とすれば， 

甲＊＝Σｑ ∈ Ｇ[ｓ１：ｈ１⇒ｋ１]！Φ<ｑ：ａ１→ｂ１>， 

甲＊＝Σｑ ∈ Ｇ[ｓ２：ｈ２⇒ｋ２]！Φ<ｑ：ａ２→ｂ２>， 

甲＊⊂Δ⊂甲＊ 

となる甲＊，甲＊が存在するので，Δをルベーグ可測集合とすれば次の不合理が生じる． 

（ア）Δのルベーグ測度σ(Δ)＝０とすれば， 

 甲＊は，開区間Ｉ１＝(ａ１，ｂ１)の可符番等分割集合であるので，ある可符番集合Ａ１が

存在して，甲＊×Ａ１＝Ｉ１が成り立つ． 

また，甲＊⊂Δであるので，甲＊×Ａ１⊂(∪ｑ ∈ Ａ１Δ<ｑ>)であり， 

Ｉ１⊂(∪ｑ ∈ Ａ１Δ<ｑ>) 

が成り立つ．したがって， 

ｂ１－ａ１＝σ(Ｉ１)≦σ(∪ｑ ∈ Ａ１Δ<ｑ>)≦Σｑ ∈ Ａ１(σ(Δ<ｑ>))＝０ 

となるが，これは不合理である． 
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（イ）σ(Δ)＝ｃ＞０とすれば， 

 甲＊は，開区間Ｉ２＝(ａ２，ｂ２)の可符番等分割集合であるので，ある可符番集合Ａ２が

存在して，甲＊×Ａ２＝Ｉ２が成り立つ． 

また，Δ⊂甲＊であるので，Σｑ ∈ Ａ２Δ<ｑ>⊂甲＊×Ａ２であり， 

Σｑ ∈ Ａ２Δ<ｑ>⊂Ｉ２ 

が成り立つ．したがって， 

σ(Σｑ ∈ Ａ２Δ<ｑ>)＝Σｑ ∈ Ａ２σ(Δ<ｑ>)≦σ(Ｉ２)＝ｂ２－ａ２ 

となるが，Σｑ ∈ Ａ２σ(Δ<ｑ>)＝∞であるので，これは不合理である■ 

 

（25）定義C-8（μ測度） 

 Ｒの部分集合で，次のように非負数μ(Ｓ)が定義されている集合Ｓを基礎集合といい，  

μ(Ｓ)をＳのμ測度という． 

（ⅰ）Ｓが空集合ならば，μ(Ｓ)＝０． 

（ⅱ）Ｓが空集合でないルベーグ零集合ならば，μ(Ｓ)＝１／∞１． 

（ⅲ）Ｓのルベーグ測度がａ(∈Ｒ＋)ならば，μ(Ｓ)＝ａ．  

（ⅳ）Ｓのルベーグ測度が∞ならば，μ(Ｓ)＝∞． 

（ⅴ）Ｓがδ集合ならば，μ(Ｓ)＝１／∞０． 

（ⅵ）Ｌが空集合でない零集合で，Δがδ集合とするとき， 

Ｓ＝Ｌ＋Δならば，μ(Ｓ)＝１／∞０． 

（ⅶ）Ｌがルベーグ測度がａ(∈Ｒ＋)となる集合で，Δがδ集合とするとき， 

Ｓ＝Ｌ＋Δならば，μ(Ｓ)＝ａ＋(１／∞０)． 

Ｓ＝Ｌ－Δならば，μ(Ｓ)＝ａ－(１／∞０)． 

 

補足：δ集合Δが，零集合に含まれることはない．実際，Δを零集合の部分集合とすれば，

Δは零集合であり，その部分集合である甲＊ (定義C-7参照)も零集合となる． 

これは，甲＊がルベーグ非可測集合であることに矛盾する．したがって，定義C-8の(ⅵ)

におけるＳ＝Ｌ－Δの場合は存在しない． 

 

（26）定義C-9（不安定な集合） 

Ｌをルベーグ可測集合，Δ１，Δ２をδ集合とするとき， 

(Ｌ－Δ１)＋Δ２ 

の形で表される集合を不安定な集合という． 

 

（27）定義C-10（集合の基礎化） 

（ⅰ）不安定な集合Ｓ＝(Ｌ－Δ１)＋Δ２において，Δ２に含まれる原始甲集合を適当に水

平移動して，Δ１の穴を埋め，Ｓを基礎集合に変形することを集合の基礎化という． 

（ⅱ）集合Ｓより，基礎化ｆにて得られる基礎集合を，Ｓｆで表す． 

 

（28）定義C-11（μ測度の拡張） 

Ｓｆが存在する不安定な集合Ｓに対しても，μ測度を定義し，μ(Ｓ)＝μ(Ｓｆ)とする． 
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例：区間Ｉ＝(０，１)，Ｓ＝Σｑ ∈ ＱΦ<ｑ：０→１>とすれば，Ｓ＝Ｉである．ここで，

Ｓのルベーグ測度は１であるので，定義C-8の(ⅲ)より，μ(Ｓ)＝１． 

 

例：Ｉ＝Σｑ ∈ ＱΦ<ｑ：ａ→ｂ>から原始甲集合Φ<ｑ１：ａ→ｂ>を１つ除いた集合をＴと

する．Ｉはルべーグ可測集合で，Ｉ⊃Φ<ｑ１：ａ→ｂ>であるので，定義C-8の(ⅶ)より， 

μ(Ｔ)＝μ(Ｉ)－(１／∞０)＝(ｂ－ａ)－(１／∞０)＝(ｂ－ａ)－(１／∞０)． 

 

例：選択平面において有界な単一閉曲線で囲まれた図形の内部に属する実数の集合をＦ

とすれば，Ｆはδ集合であり，μ(Ｆ)＝１／∞０である．（図４参照） 

実際，Ｆ∩Φ<ｑ>＝Δｑとして，Δｑ≠φであるｑすべての集合をＢとして，infＢ＝ｈ， 

supＢ＝ｋとすれば， 

Ｂ＝Ｇ[ω：ｈ⇒ｋ]！－{ｈ} （∵Ｆは図形の内部） 

である．ここで，Ｆは有界な集合であるので， 

∀ｑ，Δｑ⊂Ｉ＝(ａ，ｂ) 

となる開区間Ｉが存在する． 

また，Δｈ＝φであり，Δｑは有限個の原始甲集合の和集合であるので， 

甲＊はΔｑに含まれる１つの原始甲集合， 

甲＊＝Σｑ ∈ Ｇ[ω：ｈ⇒ｋ]！Φ<ｑ：ａ→ｂ> 

とすれば， 

甲＊⊂Ｆ＝Σｑ ∈ Ｇ[ω：ｈ⇒ｋ]！Δｑ⊂甲＊ 

であり，Ｆは可符番個の原始甲集合の和集合である． 

したがって，Ｆはδ集合であるので，定義C-8の(ⅴ)より，μ(Ｆ)＝１／∞０を得る． 

 

            ｙ軸(Ｑ) 

              

               ｋ 

                   Δｑ 

               ｑ           Φ<ｑ> 

                         Ｆ 

 

               ｈ                図４ 

                           ｘ軸(Ｒ) 

 

 

例：           Ｉは区間(０，１)， 

甲１は原始甲集合Φ<０：０ →１>， 

甲２は原始甲集合Φ<０：１ →２> 

とすれば，Ｓ＝(Ｉ－甲１)＋甲２は不安定な集合であるが，Ｓｆは区間(０，１)であり， 

μ(Ｓｆ)＝１であるので，μ(Ｓ)＝１である． 
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例：Δ１＝Φ<０：０→１>＋Φ<０：１→３>， 

Δ２＝Φ<０：４→５>＋Φ<０：５→６>＋Φ<０：６→８>， 

Ｓ＝(Ｌ－Δ１)＋Δ２ 

として，例えば， 

（ⅰ）Φ<０：４→５>を水平移動して，Φ<０：０→１>の穴を埋める． 

（ⅱ）Φ<０：５→６>を水平移動して，Φ<０：１→３>の穴の一部分であるΦ<０：１→２> 

を埋める． 

（ⅲ）Φ<０：６→８>の一部分であるΦ<０：６→７>を水平移動して，Φ<０：１→３>の穴 

の残りであるΦ<０：２→３>を埋める． 

 この方法で基礎化すれば， 

Ｓｆ＝(Ｌ－(Φ<０>∩{２}))＋Φ<０：７→８>＋(Φ<０>∩{７}) 

であるが，(Φ<０>∩{２})＝φ，(Φ<０>∩{７})＝φであるので， 

Ｓｆ＝Ｌ＋Φ<０：７→８>． 

 

例：Δ１＝ Φ<０：ａ１→ｂ１>＋ Φ<０：ａ２→ｂ２> (ただし，ａ１＜ｂ１＜ａ２＜ｂ２)， 

Δ２＝ Φ<０：ｃ１→ｄ１>＋ Φ<０：ｃ２→ｄ２> (ただし，ｃ１＜ｄ１＜ｃ２＜ｄ２)， 

Ｓ＝(Ｌ－Δ１)＋Δ２， 

  (ｂ１－ａ１)＜(ｄ１－ｃ１)， 

(ｄ１－ｃ１)－(ｂ１－ａ１)＜(ｂ２－ａ２)， 

(ｂ２－ａ２)－{(ｄ１－ｃ１)－(ｂ１－ａ１)}＜(ｄ２－ｃ２) 

として，例えば， 

（ⅰ）(ｓ－ｃ１)＝(ｂ１－ａ１)となるｓを考えて，Φ<０：ｃ１→ｓ>を水平移動し， 

Φ<０：ａ１→ｂ１>の穴を埋める． 

（ⅱ）(ｔ－ａ２)＝(ｄ１－ｓ)となるｔを考えて，Φ<０：ｓ→ｄ１>を水平移動し， 

Φ<０：ａ２→ｂ２>の穴の一部分であるΦ<０：ａ２→ｔ>を埋める． 

（ⅲ）(ｕ－ｃ２)＝(ｂ２－ｔ)となるｕを考えて，Φ<０：ｃ２→ｕ>を水平移動し， 

Φ<０：ｔ→ｂ２>の穴を埋める． 

 この方法で基礎化すれば， 

Ｓｆ＝[Ｌ－(Φ<０>∩{ｔ})]＋((Φ<０>∩{ｓ})＋(Φ<０>∩{ｕ}))＋Φ<０：ｕ→ｄ２> 

である．ここで， 

Ｏ１＝(Φ<０>∩{ｔ})， 

Ｏ２＝(Φ<０>∩{ｓ})＋(Φ<０>∩{ｕ}) 

とおけば， 

Ｓｆ＝(Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２)＋Φ<０：ｕ→ｄ２> 

と表すことができる．そして， 

Ｏ１，Ｏ２は，ｔ，ｓ，ｕが，それぞれ，Φ<０>の元であるか否かにより異なるが，いず

れの場合も，Ｏ１，Ｏ２は，高々有限集合であるので，零集合である． 

したがって，Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２はルベーグ可測集合で，σ(Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２)＝σ(Ｌ)である． 
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（29）定義C-12（測値） 

ａ∈Ｒ＋とすれば，μ測度は， 

０，１／∞１，ａ，∞，１／∞０，ａ＋(１／∞０)，ａ－(１／∞０) 

のいずれかの値に等しい．これらの値を測値といい，∞以外の測値を有界測値という．  

 

（30）定理C-11（μ測度の一意性） 

μ(Ｓｆ)の値は，基礎化の方法ｆによらず，常に一定である． 

証明  Δ１＝Σｑ ∈ Ｂ１(Φ<ｑ：ａ１ｑ→ｂ１ｑ>＋ Φ<ｑ：ａ２ｑ→ｂ２ｑ>＋・・・)， 

Δ２＝Σｑ ∈ Ｂ２(Φ<ｑ：ｃ１ｑ→ｄ１ｑ>＋ Φ<ｑ：ｃ２ｑ→ｄ２ｑ>＋・・・)， 

     Ｓ＝(Ｌ－Δ１)＋Δ２         

とすれば，基礎化が可能なのは，次の２つの場合だけである． 

（ⅰ）Ｂ１⊂Ｂ２，∀ｑ∈Ｂ１，Σ(ｂｉｑ－ａｉｑ)≦Σ(ｄｉｑ－ｃｉｑ)． 

（ⅱ）Ｂ１⊃Ｂ２，∀ｑ∈Ｂ２，Σ(ｂｉｑ－ａｉｑ)≧Σ(ｄｉｑ－ｃｉｑ)． 

 

（ⅰ）の場合は，Δ１の穴を埋めるために，Δ２の部分集合(原始甲集合の和集合)を水平移

動するが，あるδ集合をΔとすれば，基礎化の方法によらず， 

Ｓｆ＝(Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２)＋Δ，  

Ｏ１，Ｏ２は高々可符番集合 

と表すことができる． 

ここで，σ(Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２)＝σ(Ｌ)であるので，μ(Ｓｆ)の値は一定である． 

（ⅱ）の場合は，Δ１の穴の方が大きいので，Δ２をすべて水平移動するが，あるδ集合を

Δとすれば，基礎化の方法によらず， 

Ｓｆ＝(Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２)－Δ，  

Ｏ１，Ｏ２は高々可符番集合 

と表すことができる． 

ここで，σ(Ｌ－Ｏ１＋Ｏ２)＝σ(Ｌ)であるので，μ(Ｓｆ)の値は一定である■ 

 

（31）定義C-13（確定集合） 

Ａψが，ψによらず，ただ１つの正の元からなる集合のとき，Ａを確定集合という． 

 

 例：Ａ＝{ａ＋，ｂ－，ｃ＋}とすれば，Ａψは，{ａ＋}と{ｃ＋}のいずれかであるので，Ａは

確定集合である． 

 

（32）μ測度の求め方 

Ｌｎをルベーグ可測集合，Δｎを「δ集合または空集合」として， 

Ｓｎ＝Ｌｎ∪Δｎ 

とする．ここで，Ｌｎは正の正規集合として， 

Δｎが正の正規集合ならば Ｌｎ∩Δｎ＝φ， 

Δｎが負の正規集合ならば Ｌｎ⊃Δｎ 

とすれば，Ｓｎの高々可符番個の和集合Ｓ＝ΣＳｎのμ測度は，次の方法で求められる． 
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（ⅰ）ｘ∈Ｓとする．ｘが，Ｌｎ または Δｎに属するとき，ｘとｎの順序対(ｘ，ｎ)を考え 

る．このとき， 

ｘ∈Ｌｎならば(ｘ，ｎ)はＬｎと同じ符号， 

ｘ∈Δｎならば(ｘ，ｎ)はΔｎと同じ符号 

を有するものとして，各々のｘについて，順序対(ｘ，ｎ)すべての集合を考え，その集合を 

Ｅ{ｘ}とする． 

  ただし，Δｎが負の正規集合の場合は，ｘ∈Ｌｎであり，ｘ∈Δｎでもあるが，(ｘ，ｎ)を  

Ｅ{ｘ}の元として扱うときは，同じ(ｘ，ｎ)でも，符号が異なる(ｘ，ｎ)＋と(ｘ，ｎ)－ は 

異なる元とする． 

（ⅱ）[Ｓ]＝{ｘ：ｘ∈Ｓ，Ｅ{ｘ}が確定集合}とするとき，μ([Ｓ])が定義されているなら

ば，μ(Ｓ)＝μ([Ｓ])である． 

 

 例：Ｓ１は，開区間Ｌ１
＋＝(０，１)＋と，δ集合Δ１

＋＝Φ<０：１ →２>＋の和集合で， 

Ｓ２は，開区間Ｌ２
＋＝(１，３)＋から，  

δ集合Δ２
－＝Φ<０：１ →２>－∪Φ<１：１ →２>－ 

を引いた差集合とする．このとき， 

（ア）ｘ∈Ｌ１
＋ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，１)＋}．  

（イ）ｘ∈Φ<０：１ →２>＋ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，１)＋， (ｘ，２)＋， (ｘ，２)－}． 

（ウ）ｘ∈Φ<１：１ →２>－ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，２)＋， (ｘ，２)－}． 

（エ）ｘ∈(Ｌ２
＋－Φ<０：１ →２>－∪Φ<１：１ →２>－)ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，２)＋}． 

 したがって，(ア)，(イ)，(エ)の場合のＥ{ｘ}は，確定集合であるので， 

            [Ｓ]＝{ｘ：ｘ∈Ｓ，Ｅ{ｘ}が確定集合}           

                           ＝(Ｌ１
＋＋Ｌ２

＋)－Φ<１：１ →２>－ 

となり， 

         μ(Ｓ１＋Ｓ２)＝μ([Ｓ])  

＝μ((Ｌ１＋Ｌ２)－(Δ２－Δ１)) 

＝μ((Ｌ１＋Ｌ２)－Φ<１：１ →２>) 

＝μ(Ｌ１)＋μ(Ｌ２)－(１／∞０)   

＝１＋２－(１／∞０) 

＝３－(１／∞０) 

＝３－(１／∞０)．  

 

例：Ｓ１は，開区間Ｌ１
＋＝(０，１)＋と，δ集合Δ１

＋＝Φ<０：３ →４>＋の和集合で， 

Ｓ２は，開区間Ｌ２
＋＝(１，３)＋から，  

δ集合Δ２
－＝Φ<０：１ →２>－ 

を引いた差集合とする．このとき， 

（ア）ｘ∈Ｌ１
＋ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，１)＋}．  

（イ）ｘ∈Δ２
－ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，２)＋， (ｘ，２)－}． 

（ウ）ｘ∈(Ｌ２
＋－Δ２

－)ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，２)＋}． 

（エ）ｘ∈Δ１
＋ならば，Ｅ{ｘ}＝{(ｘ，１)＋}． 
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したがって，(ア)，(ウ)，(エ)の場合のＥ{ｘ}は，確定集合であるので， 

             [Ｓ]＝{ｘ：ｘ∈Ｓ，Ｅ{ｘ}が確定集合}           

                              ＝Ｌ１
＋＋(Ｌ２

＋－Δ２
－)＋Δ１

＋ 

となる．ここで，Δ１
＋を水平移動して，Δ２

－と重ねれば， 

[Ｓ]ｆ＝Ｌ１
＋＋Ｌ２

＋ 

であるので， 

           μ(Ｓ１＋Ｓ２)＝μ([Ｓ]ｆ) 

                   ＝μ(Ｌ１＋Ｌ２) 

                   ＝１＋２      

＝３． 

 

補足：「(32)μ測度の求め方」で定義された集合Ｌｎ∪Δｎにおいて， 

Ｌｎが正の正規集合， 

Δｎが負の正規集合 

の場合は，Δｎ⊂Ｌｎであるので， 

（ⅰ）Ｌｎは零集合ではない．実際，仮にＬｎを零集合とすれば，零集合の部分集合は零集

合であるので，δ集合Δｎが零集合となり，Δｎがルべーグ非可測集合であることに反する． 

（ⅱ）符号がついた集合Ｌｎ∪Δｎを正規化すれば，Ｌｎ－Δｎになる． 

 

補足：ＲＱ平面のｘ座標(横軸の座標)はＲによる座標で，ｙ座標(縦軸の座標)はＱによる

座標であるので，ｘ軸には連続濃度の点が存在し，ｙ軸には可符番個の点しか存在しない． 

このような点の集合として，ＲＱ平面が構成されていることを考えれば，ＲＱ平面上の１

点は，横軸方向の長さが１／∞１で，縦軸方向の長さが１／∞０である微小な長方形である

と考えることができる． 

１／∞１と１／∞０の大きさを比較すれば，長方形というよりも，太さが１／∞１で，長さ

が１／∞０の紐状の図形と考える方が当たっているかもしれないが，ここでは，長方形と表

現することにする． 

ＲＱ平面を，上記のように考えれば，ＲＱ平面の部分集合である選択平面上の１点も，横

軸方向の長さが１／∞１で，縦軸方向の長さが１／∞０である微小な長方形であるので，そ

のμ測度(面積)は， 

(１／∞１)(１／∞０)＝１／∞１ 

である．この値は，ｘ軸上の１点のμ測度(長さ)の値と一致する． 

 同様に考えれば，ｘ軸上にもｙ軸上にも連続濃度の点が存在するデカルト平面上の１点は，

横軸方向の長さが１／∞１で，縦軸方向の長さも１／∞１である微小な正方形であるので，

そのμ測度(面積)は，当然， 

(１／∞１)(１／∞１)＝１／∞１ 

である． 

 

 

 



273 
 

第４節  μ測度の加法性  
 

 この節では，Ｓｎ＝Ｌｎ∪Δｎを「(32)μ測度の求め方」で定義された集合とするとき， 

Ｓｎの高々可符番個の和集合Ｓ＝ΣＳｎにおいて， 

μ(Ｓ)＝Σμ(Ｓｎ) 

が成り立つか否かを調べる． 

 当然であるが，初めに，Σμ(Ｓｎ)の意味を明確にしなくてはならない．μ(Ｓｎ)は，

有界測値であるので，ａ∈Ｒ＋とすれば， 

０， １／∞１，  ａ， １／∞０， ａ＋(１／∞０)， ａ－(１／∞０) 

 のいずれかであるが，これらの数はすべて， 

ａ＋ｘ， ａ∈Ｒ＋∪{０}， ｘ∈Π または ｘ⊂Π 

のように表すことができる．したがって， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σ(ａｎ＋ｘｎ)＝Σａｎ＋Σｘｎ 

と考えるのが最も自然であるので， 

Σａｎ ・・・①    

Σｘｎ ・・・②    

の値の求め方を定義すればよい． 

 ここで，①は従来と同じ方法，すなわち，εδ論法で定義すれば，「おわりに」で述べ

たように，それは，超準的な定義と同値である．次に，②の定義であるが，初めに，若干

の用語と記号を定める． 

（ⅰ）高々可符番個の「Πの元 または 部分領域」を項とする数列{ｘｎ}を無限小列という． 

（ⅱ）無限小列{ｘｎ}の各項について， 

ｘｎが確定数ならば，ｙｎ＝ｘｎ． 

ｘｎが不定数ならば，ｙｎ∈ｘｎ  

となるように定義された数列{ｙｎ}を，無限小列{ｘｎ}の成分列という． 

（ⅲ）無限小列{ｘｎ}の成分列すべての領域を，Ψ{ｘｎ}で表す． 

（ⅳ）成分列{ｙｎ}において， 

すべての正の項からなる部分列を，{ｙｎ}の正項列といい，{ｕｉ}で表す． 

すべての負の項からなる部分列を，{ｙｎ}の負項列といい，{ｖｊ}で表す． 

（ⅴ）成分列{ｙｎ}において， 

Ａmax{ｕｉ}に等しい項すべての和をΣ[Ａmax{ｕｉ}]で表す． 

Ａmax{ｖｊ}に等しい項すべての和をΣ[Ａmax{ｖｊ}]で表す． 

 

 例：無限小列{ｘｎ}を，１／∞０，Π１，１／∞０，Π１，１／∞０，Π１，・・・とする． 

    （ア）数列{ｙｎ}： 

１／∞０，１／∞１，１／∞０，１／∞１，１／∞０，１／∞１，・・・ 

     は，無限小列{ｘｎ}の成分列であり， 

     {ｕｉ}：１／∞０，１／∞１，１／∞０，１／∞１，１／∞０，１／∞１，・・・ 

{ｖｊ}は存在しない． 

      ここで，Ａmax{ｕｉ}＝１／∞０より， 
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Σ[Ａmax{ｕｉ}]＝(１／∞０)＋(１／∞０)＋(１／∞０)＋・・・ 

Σ[Ａmax{ｖｊ}]は存在しない． 

   （イ）数列{ｙｎ}： 

１／∞０，０，１／∞０，０，１／∞０，０・・・ 

     も，無限小列{ｘｎ}の成分列であり， 

     {ｕｉ}：１／∞０，１／∞０，１／∞０，・・・ 

{ｖｊ}は存在しない． 

      ここで，Ａmax{ｕｉ}＝１／∞０より， 

Σ[Ａmax{ｕｉ}]＝(１／∞０)＋(１／∞０)＋(１／∞０)＋・・・ 

Σ[Ａmax{ｖｊ}]は存在しない． 

（ウ）数列{ｙｎ}： 

１／∞０，－１／∞１，１／∞０，－１／∞２，１／∞０，－１／∞３，・・・ 

     も，無限小列{ｘｎ}の成分列であり， 

     {ｕｉ}：１／∞０，１／∞０，１／∞０，・・・ 

{ｖｊ}：－１／∞１，－１／∞２，－１／∞３，・・・ 

      ここで，Ａmax{ｕｉ}＝１／∞０，Ａmax{ｖｊ}＝－１／∞１より， 

Σ[Ａmax{ｕｉ}]＝(１／∞０)＋(１／∞０)＋(１／∞０)＋・・・ 

Σ[Ａmax{ｖｊ}]＝－１／∞１． 

 

（33）定義C-14（無限小列の和） 

（ⅰ）無限小列{ｘｎ}の各項がすべて同じ確定数ｘに等しい場合は， 

{ｘｎ}が有限数列ならば，Σｘｎ＝ｘ．  

{ｘｎ}が無限数列ならば，Σｘｎ＝∞０ｘ． 

（ⅱ）無限小列{ｘｎ}の成分列を{ｙｎ}で表すとき，Σｘｎを次のように定める．  

{ｙｎ}の正項列を{ｕｉ}， {ｙｎ}の負項列を{ｖｊ}， 

Σｘｎ＝∪{ｙｎ}∈ Ψ {ｘｎ}(Σ[Ａmax{ｕｉ}]＋Σ[Ａmax{ｖｊ}])． 

ただし，Σ[Ａmax{ｕｉ}]，Σ[Ａmax{ｖｊ}]の少なくとも片方が存在しない場合は，

存在しない方の値を０と約束する． 

 

 補足：定義C-14の(ⅱ)において，Σ[Ａmax{ｕｉ}]，Σ[Ａmax{ｖｊ}]の両方が存在しな

い無限小列{ｘｎ}は，定数数列{０}だけであるが，このときは，約束により両方の値が０で

あるのでΣｘｎ＝０となる．この結果は，定義C-14の(ⅰ)から得られる結果と一致する． 

 

例：無限小列{ｘｎ}を， 

１／∞０，Π１，１／∞０，Π１，１／∞０，Π１，・・・ 

とすれば，任意の成分列{ｙｎ}に対して， 

Σ[Ａmax{ｕｉ}]＝Σ０． 

Σ[Ａmax{ｖｊ}]は存在しないか，または，Σ[Ａmax{ｖｊ}]∈Π１ 

となるので， 

Σｘｎ＝Σ０． 
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（34）定理C-12 

 Ｓｎ＝Ｌｎ∪Δｎを「(32)μ測度の求め方」で定義された集合とすれば，Ｓｎの高々可符番

個の和集合Ｓ＝ΣＳｎにおいて，μ(Ｓ)＝Σμ(Ｓｎ)が成り立つための必要十分条件は，

Σμ(Ｓｎ)が測値になることである． 

証明  

必要条件 

μ(Ｓ)＝Σμ(Ｓｎ)が成り立つとする．このとき，μ(Ｓ)は測値であるので， 

Σμ(Ｓｎ)は測値である． 

十分条件 

Σμ(Ｓｎ)が測値ならばμ(Ｓ)＝Σμ(Ｓｎ)が成り立つ・・・(＊) 

を証明すればよい．初めに，記号Δ＋，Δ－の意味を次のように定める．  

<ａ> Δｎが正の正規集合であるｎすべての集合をＡとするとき，Δ＋＝∪ｎ ∈ ＡΔｎ． 

<ｂ> Δｎが負の正規集合であるｎすべての集合をＢとするとき，Δ－＝∪ｎ ∈ ＢΔｎ． 

（ⅰ）Δｎがすべて空集合φの場合： 

Ｓｎ＝Ｌｎであり，Ｌｎはルベーグ可測集合であるので，共通値を用いれば，μ(Ｓｎ)

の値は，１／∞１， ａ(ａ∈Ｒ＋)のいずれかである．したがって，次の(ア)～(ウ)に留

意すれば，ルベーグ測度の完全加法性より(＊)を得る． 

（ア）∀ｎ，Ｓｎが零集合でないならば，Ｓｎのルベーグ測度とμ速度は一致する．  

（イ）「∃ｎ１，Ｓｎ１が零集合」であり「∃ｎ２，Ｓｎ２が零集合でない」でもあるなら

ば，零集合のμ速度１／∞１を０に置き換えてもΣμ(Ｓｎ)の値は変わらない． 

（ウ）∀ｎ，Ｓｎが零集合ならば，Ｓ＝ΣＳｎも零集合である．また，Σμ(Ｓｎ)＝

∞０(１／∞１)＝１／∞１である． 

（ⅱ）Σμ(Ｌｎ)が有界測値で，Δｎ(≠φ)の個数が有限個の場合： 

（ア）Δｎ(≠φ)がすべて正の正規集合ならば， 

δ集合の有限個の和集合はδ集合であるのでΔ＋はδ集合， 

１／∞０の有限個の和は１／∞０． 

∴ μ(Ｓ)＝Σμ(Ｌｎ)＋(１／∞０)＝Σμ(Ｓｎ)を得る． 

（イ）Δｎ(≠φ)がすべて負の正規集合ならば， 

δ集合の有限個の和集合はδ集合であるのでΔ－はδ集合， 

－(１／∞０)の有限個の和は－(１／∞０)． 

∴ μ(Ｓ)＝Σμ(Ｌｎ)－(１／∞０)＝Σμ(Ｓｎ)を得る． 

（ウ）「∃ｎ１，Δｎ１が正の正規集合」であり「∃ｎ２，Δｎ２が負の正規集合」でもあ

るならば， 

      (１／∞０)＋{－(１／∞０)}＝Π０ 

より，Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Π０となる．この値は測値ではない． 

（ⅲ）Σμ(Ｌｎ)が有界測値で，Δｎ(≠φ)の個数が無限個の場合： 

（ア）Δｎ(≠φ)がすべて正の正規集合ならば，∞０(１／∞０)＝Σ０より， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Σ０となる．この値は測値ではない． 

（イ）Δｎ(≠φ)がすべて負の正規集合ならば，∞０{－(１／∞０)}＝－Σ０より， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)－Σ０となる．この値は測値ではない． 
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（ウ）「∃ｎ１，Δｎ１が正の正規集合」であり「∃ｎ２，Δｎ２が負の正規集合」でもあ

るならば， 

     （ウ－①）正の正規集合が無限個で，負の正規集合が有限個のときは， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Σ０∪Π０ 

（ウ－②）正の正規集合が有限個で，負の正規集合が無限個のときは， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)－Σ０∪Π０ 

（ウ－③）正の正規集合が無限個で，負の正規集合も無限個のときは， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Σ０－Σ０＝Σμ(Ｌｎ)＋Θ０ 

となる．いずれのときもΣμ(Ｓｎ)の値は測値ではない． 

（ⅳ）Σμ(Ｌｎ)＝∞で，Δｎ(≠φ)の個数が有限個の場合： 

（ア）Δｎ(≠φ)がすべて正の正規集合ならば， 

Ｓ＝(ΣＬｎ＋ΣΔｎ)⊃ΣＬｎ 

であるので，Ｓのルベーグ測度は∞である．したがって，μ(Ｓ)＝∞であるので， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋(１／∞０)＝∞＋(１／∞０)＝∞＝μ(Ｓ) 

を得る． 

（イ）Δｎ(≠φ)がすべて負の正規集合ならば， 

Ｓ＝ΣＬｎ－ΣΔｎ 

で，ΣΔｎは有界集合であるので，Ｓのルベーグ測度は∞である．したがって，

μ(Ｓ)＝∞であるので， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)－(１／∞０)＝∞－(１／∞０)＝∞＝μ(Ｓ) 

を得る． 

（ウ）「∃ｎ１，Δｎ１が正の正規集合」であり「∃ｎ２，Δｎ２が負の正規集合」でもあ

るならば， 

Ｓ＝(ΣＬｎ－Δ－)＋Δ＋ 

  であり，Δ＋とΔ－は，それぞれ，有界集合であるので，Ｓのルベーグ測度は∞で 

ある．したがって，μ(Ｓ)＝∞であるので， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)－(１／∞０)＋(１／∞０) 

＝∞－(１／∞０)＋(１／∞０) 

＝∞  

＝μ(Ｓ) 

    を得る． 

（ⅴ）Σμ(Ｌｎ)＝∞で，Δｎ(≠φ)の個数が無限個の場合： 

（ア）Δｎ(≠φ)がすべて正の正規集合ならば， 

Ｓ＝(ΣＬｎ＋ΣΔｎ)⊃ΣＬｎ 

であるので，Ｓのルベーグ測度は∞である．したがって，μ(Ｓ)＝∞であるので， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Σ０＝∞＋Σ０＝∞＝μ(Ｓ) 

を得る． 

（イ）Δｎ(≠φ)がすべて負の正規集合ならば， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)－Σ０＝∞－Σ０＝∞∪Θ０ 

となる．この値は測値ではない． 
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（ウ）「∃ｎ１，Δｎ１が正の正規集合」であり「∃ｎ２，Δｎ２が負の正規集合」でもあ

るならば， 

     （ウ－①）正の正規集合が無限個で，負の正規集合が有限個のときは，Δ－が 

有界集合であるので，Ｓのルベーグ測度は∞である．したがって， 

μ(Ｓ)＝∞であるので， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Σ０∪Π０＝∞＋Σ０∪Π０＝∞＝μ(Ｓ) 

    を得る． 

（ウ－②）正の正規集合が有限個で，負の正規集合が無限個のときは， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)－Σ０∪Π０ 

           ＝∞－Σ０∪Π０ 

           ＝∞∪Θ０ 

    となる．この値は測値ではない． 

（ウ－③）正の正規集合が無限個で，負の正規集合も無限個のときは， 

Σμ(Ｓｎ)＝Σμ(Ｌｎ)＋Σ０－Σ０＝∞＋Θ０＝∞∪Θ０ 

となる．この値は測値ではない． 

上記(ⅰ)～(ⅴ)において，Σμ(Ｓｎ)が測値になる場合だけをみれば，μ(Ｓ)＝ 

Σμ(Ｓｎ)が成り立っている■ 

 

 補足：定理C-12の証明を参照すれば，Σμ(Ｓｎ)が測値になるのは次の場合だけである

ことが分かる． 

（ⅰ）Σμ(Ｌｎ)が有界測値ならば， 

（ア）∀ｎ，Δｎ＝φ． 

（イ）Δｎ(≠φ)の個数が有限個で，そのすべてが正の正規集合． 

（ウ）Δｎ(≠φ)の個数が有限個で，そのすべてが負の正規集合． 

（ⅱ）Σμ(Ｌｎ)＝∞ならば，  

（ア）∀ｎ，Δｎ＝φ． 

（イ）Δｎ(≠φ)の個数が有限個． 

（ウ）Δｎ(≠φ)の個数が無限個で，その中に含まれる負の正規集合が有限個． 

 

（35）結論 

「疑問Ｃの解答例」は，開区間{ｘ：０＜ｘ＜１，ｘ∈Ｒ}の，可符番等分割集合⊿の『測

度』を１/∞０として，長さがａである区間をＩとするとき，次のような『測度』を明確に定

義することが目的であった． 

（ⅰ）ａ＋(１/∞０)は，和集合Ｉ∪⊿の『測度』を表す．ただし，Ｉ∩⊿＝φ． 

（ⅱ）ａ－(１/∞０)は，差集合Ｉ－⊿の『測度』を表す．ただし，⊿⊂Ｉ． 

 この解答例では，ルベーグ可測集合にδ集合を付加して得られる集合の測度としてμ測度

を定義したが，定義C-8を見れば，μ測度は，従来のルベーグ測度の拡張であると考えるこ

とができる．実際，例えて言えば，実数に虚数単位を付加して複素数を定義するのと似た方

法による拡張になっている．そして，μ測度が(ⅰ)と(ⅱ)の条件を満たしていることは明ら

かであるので，μ測度は『測度』の一例である．  
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