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は じ め に 

 

 この小冊子は，私が大学生のときに研究し，結論までたどりつくことができた３つの問題について，当時のこ

とを思い出しながら，その研究結果を整理したものです．数学に興味がある学生や，高校の数学教員を志望して

いる皆さんに気楽に読んでいただければ幸いです． 

 

私は，小学生のころより国語がきらいで，特に作文が苦手でした．高校３年のとき，大学に進学すると，卒業

論文を書かなければ卒業できないという話を聞き，自分は本当に卒業できるだろうかと，入試に合格する前から，

本気で心配していました．卒業論文は，どうやら，Ｂ４レポート用紙で１００枚程度書かなければ認めてもらえ

ないらしいということで，とてもそんなには書けないだろうと思っていたわけです． 

しかし，留年するのもいやでしたので，他の学生が，１年かけて書くのであれば，自分は４年かけて書こう，

そうすれば，なんとかなるのではないかと思い，私は，大学に入った当初から卒業論文の準備を始めました． 

何を研究すればいいのか，何を書けばいいのか，基本的なことを全く知りませんでしたので，とりあえず，中

学３年のときに苦い思いをした角の３等分について，もう一度考えてみることにしました．（第１章参照） 

大学２年の６月に，その研究が完成し，レポート用紙に書いてみたところ，わずか３ページで終わってしまい

ました．これでは，とても卒業論文にはならないので，次の問題をさがすことにしたのですが，私には，高校３

年のときに，疑問のまま放置していた積分の問題があり，この問題の研究に専念することを決めました．しかし，

この問題も大学３年の９月に完成し，わずか４ページで終わってしまいました．（第２章参照） 

さいわい，そのころには，私が在籍していた学科の数学専攻生には卒業論文がないことがわかり，ほっとする

と同時に，たとえ提出を求められなくても，なんとかして，これが私の卒業論文だと思えるような研究をしてか

ら卒業したいと考えるようになっていました． 

当時，私が考えていたのは，新しい実数を創って，可能的無限（εδ論法）と実無限（一般集合論）を統一 

するという夢の理論でした．そして，この段階では，全くの雲をつかむような状態でしたが，他に興味をひく問

題を思いつかなかったこともあり，大学時代の最後の研究として，この問題に挑戦することを決めました． 

数を新しく創るということは，思っていた以上に大変で，卒業までに完成させることはできませんでしたが，

導入の部分だけは，なんとか仕上げることができました．なお，その続きの理論は，大学を卒業し，高校の教員

になってからも研究を続けることで，最近，ようやく完成させることができました＊． 

この研究を始めた大学３年のときから数えると，４７年間もの歳月が流れたことになりますが，今では，自分

が納得するところまでできて，ページ数がＡ４で２７７ページにもなりましたので，ようやく目標が達成されて，

これで，本当に，大学を卒業することができたと思えるようになりました． 

この小冊子では，その全部を掲載することはできませんが，大学卒業までにまとめることができた範囲，すな

わち，導入の部分を掲載することにします．（第３章参照） 

 

＊参考文献：「拡大実数論の源流」（西田正夫著 自費出版） 

(URL) http://www.geocities.jp/kakudaijissuu/ に掲載 

 

 

目   次 

       はじめに                        ・・・Ｐ. １ 

       第１章  初等的方法による任意の角の近似的３等分の方法 ・・・Ｐ. ２ 

第２章  積分に関する一考察              ・・・Ｐ. ６ 

第３章  負のカージナル数               ・・・Ｐ.１４ 

おわりに                        ・・・Ｐ.２９ 



2 
 

第１章 初等的方法による任意の角の近似的３等分の方法 

 

 私が中学生のとき，強く記憶に残った疑問がありました．それは，中学３年のときです．ある授業で，三角

定規，コンパス，分度器を持参するようにいわれていたのですが，うっかり分度器を忘れてしまいました． 

 隣の生徒に借りても特に問題はなかったのですが，私は，その生徒の邪魔をしてはいけないと思い，その場

で分度器を作ることにしました．分度器は，通常は，半円180度までのものですので，コンパスで円を書き，

直径を書けば，後は，半円を180等分することで分度器ができます． 

 180度を２つの90度に分けること，90度を３つの30度に分けることは，三角定規の内角を用いれば簡単に

できます．したがって，次は，30度を３つの10度に分けようと思いました．初めは，それも簡単にできるも

のと思っていましたが，実際にやってみると，これがなかなかできない．試行錯誤を繰り返しましたが失敗の

連続でした．結局，分度器を作ることができないまま授業は終わり，30度を３等分することができなかったと

いう苦い記憶だけが残り，それが，私の忘れることのできない疑問になってしまいました． 

 

 以来，三角定規とコンパスだけによる角の３等分の作図を繰り返し，悪戦苦闘する毎日が続きました．図が

小さいと，鉛筆の芯の太さによる誤差が大きく影響するので，できるだけ円を大きく書き，できるだけ鉛筆の

芯を細くして，正確に線をひくようにしました．どのような角でも，工夫すれば作図できるものと思っていた

私は，授業で習った色々な作図方法を利用して確かめました．私が試した方法は主として次の３つです． 

（ア）弦を３等分すれば角の３等分になるか． 

（イ）弦の３等分点に垂線を立てれば角の３等分になるか． 

（ウ）小さい角ならば（ア）または（イ）の方法がつかえるか． 

 このときは，成功しないのは，作図のしかたが悪いせいだと思い込んでいましたので，繰り返し繰り返し書

き続けました．ときどき，ほぼ３等分に見える図が書けたときは，これでできたとわくわくしましたが，確認

のために，図の大きさを変えて書き直すと，また失敗，がっかりすることの繰り返しでした． 

 高校生になっても，作図方法を，なんとか発見できないものかと思い，中学のときと同じように，試行錯誤

をしてみましたが，何の成果もなく終わりました． 

 大学生になってからは，卒業論文を書くつもりで，もう一度，じっくりとやってみることにしたのですが，

そのときは「これだけ試して成功しないのだから，もしかしたら，自分がさがしている作図方法は存在しない

のではないか．そして，もしも存在しないのならば，近似的な３等分点の作図方法を考えて，それが近似的な

３等分点であることを証明できれば，中学以来の疑問を解決したことになるのではないか」と思うようになっ

ていました．以下に述べる内容は，そのとき考えた方法です．証明のための計算には，すこし手間がかかりま

すが，私なりに納得できる方法だと思っています． 

 

[定理１] ２の奇数乗 ２２ｍ＋１ を３で割れば余りは常に２となる．ただし，ｍ＝０，１，２，・・・ 

証明 数学的帰納法を用いる． 

ｍ＝０のときは，２２・０＋１＝２＝３・０＋２であるので明らか． 

ｍ＝ｋ－１のとき，２２(ｋ－１)＋１＝３ｐ＋２（ｐは整数）と仮定すれば， 

ｍ＝ｋのときは，２２ｋ＋１＝４・２２(ｋ－１)＋１＝４(３ｐ＋２)＝３(４ｐ＋２)＋２ を得る■ 

 

[定理２] 任意の角を，∠ＸＯＹ とする．この角を２２ｍ＋１ 等分して，その等分点を順に， 

Ｋ０＝Ｘ， Ｋｉ（ｉ＝１，２，・・・，２２ｍ＋１－１）， Ｋ２２ｍ＋１＝Ｙ 

とする．（２の累乗に当分する作図は，三角定規とコンパスだけでできる） 

このとき，∠ＸＯＹ の真の３等分点は， 

ｉ＝(２２ｍ＋１－２)／３， ｊ＝(２２ｍ＋２－１)／３ 

とすれば，∠ＫｉＯＫｉ＋１ と ∠ＫｊＯＫｊ＋１ に１つずつ存在する． 
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証明 今，∠ＸＯＹ は，２２ｍ＋１ 等分されているので，それぞれの角を，さらに正確に３等分することがで

きたとすれば，∠ＸＯＹ は，３・２２ｍ＋１ 個に等分されたことになる． 

したがって，３・２２ｍ＋１個の中の３分の１，すなわち，２２ｍ＋１個を集めれば，その和は，∠ＸＯＹ／３ に

等しいので，Ｘの側から順序よく集めれば，定理１より，∠ＸＯＹ の３等分点の一つは，∠ＫｉＯＫｉ＋１ に

存在する．また， 

{(２２ｍ＋１－２)／３}＋１＋{(２２ｍ＋１－２)／３}＝(２２ｍ＋２－１)／３ 

であるので，もう１つの３等分点は，∠ＫｊＯＫｊ＋１ に存在する■ 

 

                    Ｙ 

                                                   Ｋｊ＋１ 

                図１                                     Ｋｊ 

  

  

                       θ        Ｋｉ＋１ 

                                                                Ｋｉ 

                                                  θ             

  

                                  Ｘ 

                Ｏ 

  

次に，∠ＫｉＯＫｉ＋１＝θとして，図２を作図する． 

 

       ｙ 

                                       図２ 

                 Ｋｉ＋１ 

                              Ｔ２        Ｌ 

 

 

                        Ｈ２  

 

                                      Ｔ１  

 

 

                                Ｈ１ 

 

                             θ／２                ｘ 

                θ   θ／２                 Ｋｉ 

                                        

                                             Ｐ 

            Ｏ 

 

【作図の手順】 

（１）弦ＫｉＫｉ＋１を３等分して，その３等分点をＨ１，Ｈ２とする． 

（２）Ｈ１，Ｈ２において，弦ＫｉＫｉ＋１に垂線を立て，孤ＫｉＫｉ＋１との交点をＴ１，Ｔ２とする． 

（３）Ｔ１，Ｔ２と，中心Ｏを結ぶ． 



4 
 

[定理３] 図２において，θ≒０ のとき，  

弦ＫｉＴ１＝ 弦Ｋｉ＋１Ｔ２ ≒ 弦Ｔ１Ｔ２ 

が成り立つ． 

証明  ＫｉＨ１ ＝ Ｈ１Ｈ２ ＝Ｈ２Ｋｉ＋１より，ＫｉＨ１ ＝ Ｔ１Ｔ２ ＝ Ｈ２Ｋｉ＋１  ・・・① 

    ピタゴラスの定理より，ＫｉＴ１
２ ＝ ＫｉＨ１

２ ＋ Ｔ１Ｈ１
２ (＝Ｋｉ＋１Ｔ２

２) ・・・② 

②より， 

ＫｉＴ１＝  ＫｉＨ１
２ ＋ Ｔ１Ｈ１

２  ＝ ＫｉＨ１    １＋(Ｔ１Ｈ１
２／ＫｉＨ１

２) ・・・③ 

であるが， 

θ → ０ のとき，(Ｔ１Ｈ１
２／ＫｉＨ１

２) → ０ 

が成り立つ． 

 

実際，図２のように，直交座標を導入して，直線ＯＬは ∠ＫｉＯＫｉ＋１ の２等分線で，直線Ｔ１Ｐは線分 

Ｔ１Ｈ１の延長とする．ここで，Ｋｉ(ｒ， ０)とすれば，Ｋｉ＋１(ｒcosθ，ｒsinθ)，Ｐ(ｒ／３，０)である． 

 

 直線Ｔ１Ｐの方程式は， 

ｙ＝ｘtan(θ／２)－(ｒ／３)tan(θ／２) ・・・④ 

 円の方程式は， 

ｘ２＋ｙ２＝ｒ２ ・・・⑤ 

④を⑤に代入して整理すれば，次の，ｘについての２次方程式を得る． 

９ｘ２sec２(θ／２)－６ｒｘtan２(θ／２)＋{tan２(θ／２)－９}ｒ２＝０ 

（ただし，θは第１象限の角としてよいので，ｘ＞０である） 

 この方程式を，解の公式を用いて解けば， 

 

ｘ＝{r sin２(θ／２)＋ r cos(θ／２)   ９－sin ２(θ／２) }／３ ・・・⑥ 

                                               

 ⑥を④に代入すれば， 

  

ｙ＝{r tan(θ／２)sin２(θ／２)＋ r sin(θ／２)   ９－sin２(θ／２)－ r tan(θ／２)}／３ 

                                                                                        ・・・⑦ 

したがって，点Ｔ１の座標は（⑥，⑦）である．また，直線ＫｉＫｉ＋１の方程式は， 

ｙ＋ｘcot(θ／２)－ｒcot(θ／２)＝０ 

であるので，点と直線の距離を求める公式より， 

 

Ｔ１Ｈ１＝ [{ｒtan(θ／２) sin２(θ／２)＋ｒ sin(θ／２)   ９－sin２(θ／２) －ｒtan(θ／２)}／３] 

 

     ＋ [{ｒsin２(θ／２)＋ｒcot(θ／２)   ９－sin２(θ／２) }／３]cot(θ／２) －ｒcot(θ／２)  

 

                                                                  １＋cot２(θ／２) 

 

    ＝(ｒ／３)sin(θ／２)   tan(θ／２) sin２(θ／２)＋ sin(θ／２)   ９－sin２(θ／２) 

 

－tan(θ／２)＋cot(θ／２){ sin２(θ／２)＋cos(θ／２)   ９－sin２(θ／２) －３}   

 

を得る． 
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また， 

ＫｉＨ１＝{２ｒsin(θ／２)}／３ 

であるので， 

 

Ｔ１Ｈ１／ＫｉＨ１ 

＝(１／２) tan(θ／２) sin２(θ／２)＋ sin(θ／２)   ９－sin２(θ／２) －tan(θ／２) 

 

       ＋cos(θ／２)sin(θ／２) ＋cot(θ／２){cos(θ／２)   ９－sin２(θ／２) －３} 

 

  ≦(１／２)[ tan(θ／２) sin２(θ／２)＋ sin(θ／２)   ９－sin２(θ／２) －tan(θ／２) 

 

       ＋cos(θ／２)sin(θ／２)  ＋  cot(θ／２){cos(θ／２)   ９－sin２(θ／２) －３}  ] 

 

 ここで，  cot(θ／２){ cos(θ／２)   ９－sin２(θ／２)－３}  を，{  }内の分子の有理化による変形

をすれば， 

 

cos(θ／２) sin(θ／２){９＋cos２(θ／２)}  {cos(θ／２)   ９－sin２(θ／２)＋３} 

 

となるので， 

θ → ０ のとき，(Ｔ１Ｈ１／ＫｉＨ１) → ０ すなわち，(Ｔ１Ｈ１
２／ＫiＨ１

２) → ０ 

が成り立つ． したがって，①と③より， 

θ≒０ のとき，弦ＫｉＴ１(＝ 弦Ｋｉ＋１Ｔ２) ≒ 弦Ｔ１Ｔ２ 

を得る■ 

 

【結 論】 定理１，定理２，定理３より，次の作図方法を得る． 

（ⅰ）θが十分小さくなるまで，角の２２ｍ＋１ 等分を続ける． 

（ⅱ）上記の【作図の手順】に従って作図する．Ｔ２ が近似的３等分点の１つである． 

（ⅲ）もう１つの近似的３等分点も同様に作図する． 

 

 

 

 

追記：「角の３等分問題」は，古代ギリシャの時代から考えられてきた有名な問題ですが，当時の私は，こ

の問題についてよく知りませんでした．しかし後になって，角度により，３等分できる角と，できない角があ

ることを知りました．なお，作図するとき使ってよい道具とその使い方は， 

定  規：与えられた２点を通る直線をひくことができる 

コンパス：与えられた２点の片方を中心とし他方を通る円を書くことができる 

の２つだけであり，私が，中学生のときに利用した使い方，すなわち，三角定規の内角を用いるのは禁止． 

ただし，三角定規の内角（９０度，６０度，４５度，３０度）は全て作図できる角度ですので，ある角を， 

三角定規の内角を用いて３等分しても，その角が，定規とコンパスだけで，３等分できることに変わりはあり

ません．最後に，３０度を３つの１０度に分けることは不可能であることが証明されます．中学生のときに悪

戦苦闘しましたが，作図できなかったこと，それは私の書き方が悪かったためではありませんでした． 

[参考文献｜数学ガール（ガロア理論）：結城 浩著 ソフトバンク クリエイティブ株式会社] 
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第２章 積分に関する一考察 

 

 高校３年のとき，受験のために数学の勉強をしていたのですが，私は，積分が苦手でした．その理由は，不定

積分を求めるには，公式の暗記，置換積分法，部分積分法，部分分数分解を用いる方法，・・・などの方法があり，

それらの中の，どの方法を適用すればよいのかを見極めなくてはならない煩わしさがあるからです． 

 不定積分を必要とする問題を見るたびに，すべての関数に適用できる一定の方法，それがどんなに複雑でもよ

いので，とにかく，その方法に従えば必ず不定積分にたどりつくという万能な方法はないものかと思っていまし

た．導関数を求めるには，定義に従って，極限を求めるという万能な方法があるので，不定積分にも，いい方法

がないだろうかと考えたわけです． 

そう簡単でないことは分かっていました．しかし，大学２年になって，この問題に専念していたあるとき，次

のことに気がつきました． 

 

ある関数の不定積分を求めるとき，“マイナス１次の導関数（ｎ次導関数のｎに形式的に－１を代入した関数）”

という考え方で，求める不定積分が得られる場合がある． 

 実際、ｙ＝sinｘ のｎ次導関数は，ｙ(n) ＝sin(ｘ＋(ｎπ)/２)  であるが，ここで，ｎに－１を代入すれば， 

ｙ(－１)＝sin(ｘ－π/２)＝cosｘ＝∫sinｘ dx （積分定数は無視する） 

を得る． 

 

参考書や問題集に掲載されている関数で，ｎ次導関数を求めることができる関数を，１つずつ確かめたところ，

うまくいく関数と，うまくいかない関数があることが分かりました． 

実際，ｙ＝logｘ のｎ次導関数は，ｙ(n) ＝(－１)ｎ－１(ｎ－１)！/ｘｎ であるが，ｎに－１を代入すれば， 

ｙ(－１)＝(－１)－２(－２)！/ｘ－１＝(－２)！ｘ 

となり，∫logｘ dx＝ｘlogｘ－ｘ を得ることはできない． 

 

 しかし，研究の過程で，ｎ次導関数のLeibnitzの公式を用いていたとき，次のことに気がつきました． 

ｙ＝ｘ２ｅｘ のｎ次導関数は 

ｙ(n)＝ｎC０ｘ
２ｅｘ＋ｎC１２ｘｅｘ＋ｎC２２ｅｘ 

であるので，ｎに－１を代入すれば， 

ｙ(－１)＝－１C０ｘ
２ｅｘ＋－１C１２ｘｅｘ＋－１C２２ｅｘ 

となる．ここで，－１C０，－１C１，－１C２ の値は，２項係数であるので，それぞれ，１，－１，１ に等しい． 

 ゆえに， 

ｙ(－１)＝ｘ２ｅｘ－２ｘｅｘ＋２ｅｘ＝ｅｘ(ｘ２－２ｘ＋２) 

となり，この関数を微分すれば， 

d/dx ｙ
(－１)＝ｅｘ(ｘ２－２ｘ＋２)＋ｅｘ(２ｘ－２)＝ｘ２ｅｘ＝ｙ 

となるので， 

ｙ(－１)＝∫ｙ dx 

が成り立つ． 

そして，このような関数が１つあるということは，他にもたくさんあると推測されるので，ここには定理が

存在する可能性がある．したがって，Leibnitzの公式そのものに“マイナス１次の導関数”の考え方を適用す

れば，積分の公式が導かれるかもしれない． 

 

以下に述べる内容は，そのとき，わくわくしながら夢中になって研究し，手に入れた定理を整理したもので

す． 
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[定理１] ｎ次導関数のLeibnitzの公式 

{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}(ｎ) ＝∑０≦ｋ≦ｎ{ｎCｋｆ
(ｋ)(ｘ)ｇ(ｎ－ｋ)(ｘ)} （ｎCｋは二項係数） 

にｎ＝－ｍ（ｍ＝０,１,２,・・・）を代入した式から類推して， 

 関数ｆ(ｘ)を順次積分した関数を， 

I０ｆ(ｘ)＝ｆ(ｘ)，   Iｍ＋１ｆ(ｘ)＝∫{Iｍｆ(ｘ)}dx 

とおくとき， 

 Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}     （１） 

が成り立たないものかと思われる． 

 このとき，ｆ(ｘ)がｎ次の多項式で，ｇ(ｘ)が連続ならば，実際に（１）が成り立つ．ただし， 

－ｍC０＝１， －ｍCｋ＝(－ｍ)(－ｍ－１)(－ｍ－２)・・・(－ｍ－ｋ＋１)/ｋ！ 

                               （ｋ＝１,２,・・・） 

とする． 

証明 ｍに関する数学的帰納法を用いる． 

ｍ＝０のときは，（１）の両辺はともにｆ(ｘ)ｇ(ｘ)であるので成り立つ． 

次にｍのとき，すなわち， 

φｍ(ｘ)＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

として，φｍ(ｘ)＝Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}が成り立つと仮定して，φｍ＋１(ｘ)＝Iｍ＋１{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}を証明する． 

φｍ＋１(ｘ)＝∑０≦ｋ≦ｎ{－(ｍ＋１)Cｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋１＋ｋｇ(ｘ)} 

は有限級数であるので項別微分が可能であり， 

d/dxφｍ＋１(ｘ)＝∑０≦ｋ≦ｎ{－(ｍ＋１)Cｋｆ
(ｋ＋１)(ｘ)Iｍ＋１＋ｋｇ(ｘ)＋－(ｍ＋１)Cｋｆ

(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

         ＝ －(ｍ＋１)C０ｆ(ｘ)Iｍｇ(ｘ)  

＋∑１≦ｋ≦ｎ{(－(ｍ＋１)Cｋ－１＋－(ｍ＋１)Cｋ)}ｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ) 

＋－(ｍ＋１)Cｎｆ
(ｎ＋１)(ｘ)Iｍ＋１＋ｎｇ(ｘ)  

 ここで， 

－(ｍ＋１)C０＝－ｍC０， －(ｍ＋１)Cｋ－１＋－(ｍ＋１)Cｋ＝－ｍCｋ，ｆ(ｎ＋１)(ｘ)＝０ 

であるので， 

d/dxφｍ＋１(ｘ)＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}＝φｍ(ｘ)＝Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)} 

したがって， 

φｍ＋１(ｘ)＝Iｍ＋１{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}■ 

 

[定理２] １≦ｎ≦ｍならば、∑０≦ｋ≦ｎ －ｍCｋ ｍCｎ－ｋ ＝０  

証明 ｆ(ｘ)をｎ次の多項式， ｇ(ｘ)＝ｅｘとすれば，定理１より， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｅｘ}＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)ｅｘ}  

 この両辺をｍ回微分すれば， 

左辺＝ｆ(ｘ)ｅｘ 

 右辺＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋ(ｍC０ｆ
(ｋ)(ｘ)ｅｘ＋ｍC１ｆ

(ｋ＋１)(ｘ)ｅｘ＋ｍC２ｆ
(ｋ＋２)(ｘ)ｅｘ＋・・・ 

＋ｍCｍｆ
(ｋ＋ｍ)(ｘ)ｅｘ)} 

＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋ ｍC０ｆ
(ｋ)(ｘ)ｅｘ＋－ｍCｋ ｍC１ｆ

(ｋ＋１)(ｘ)ｅｘ＋－ｍCｋ ｍC２ｆ
(ｋ＋２)(ｘ)ｅｘ＋・・・ 

＋－ｍCｋ ｍCｍｆ
(ｋ＋ｍ)(ｘ)ｅｘ} 

   ＝  －ｍC０ ｍC０ｆ(ｘ)ｅｘ 

    ＋(－ｍC０ ｍC１＋－ｍC１ ｍC０)ｆ
(１)(ｘ)ｅｘ 

＋(－ｍC０ ｍC２＋－ｍC１ ｍC１＋－ｍC２ ｍC０)ｆ
(２)(ｘ)ｅｘ 

・・・ 

＋(－ｍC０ ｍCｎ＋－ｍC１ ｍCｎ－１＋ －ｍC２  ｍCｎ－２＋・・・＋－ｍCｋ ｍCｎ－ｋ＋・・・＋－ｍCｎ ｍC０)ｆ
(ｎ)(ｘ)ｅｘ 
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 ここで，両辺を比較すれば，     

    －ｍC０ ｍC０＝１ 

    －ｍC０ ｍC１＋－ｍC１ ｍC０＝０ 

    －ｍC０ ｍC２＋－ｍC１ ｍC１＋－ｍC２ ｍC０＝０ 

・・・ 

－ｍC０ ｍCｎ＋－ｍC１ ｍCｎ－１＋ －ｍC２  ｍCｎ－２＋・・・＋－ｍCｋ ｍCｎ－ｋ＋・・・＋－ｍCｎ ｍC０＝０ （２）■ 

 

補足１： ｇ(ｘ)＝ｅｘとしたのは，ｅｘが連続で、微分・積分しても変わらない関数であり，式の表記がし 

やすいからである． 

 

[定理３] ｎ＞０のとき，∑０≦ｋ≦ｎ(－ｎCｋ ｎCｋ)＝０ 

証明 定理２の（２）で，ｍ＝ｎの場合を，公式 ｎCｎ－ｋ＝ｎCｋ を用いて書き直せば得られる■ 

 

補足２： 二項係数の関係式は，いろいろあるが，定理３で示した関係式を載せている本を見たことがない 

ので，ここに掲載しておく． 

 

補足３： 二項係数 ｎCｋ は，本来，ｎが正の整数のとき， 

ｎC０＝１，ｎCｋ＝ｎ(ｎ－１)(ｎ－２)・・・(ｎ－ｋ＋１)/ｋ！（ｋ＝１，２，・・・，ｎ） 

と定義されるが，その拡張として，ｎが任意の実数として定義されていることは周知の通りである． 

 同様に，順列を表す記号 ｎＰｋ も，ｎが負の整数でない実数，ｋが非負の整数ならば， 

ｎＰｋ ＝ｎ(ｎ－１)(ｎ－２)・・・(ｎ－ｋ＋１)         （３） 

ｎＰ－ｋ＝１/(ｎ＋１)(ｎ＋２)・・・(ｎ＋ｋ)      （４） 

と定義することで便利な場合がある． 

 

例１：ｆ(ｘ)＝ｘα （αは負の整数でない実数）のｎ次導関数は，ｆ(ｎ)(ｘ)＝αＰｎｘ
α－ｎ である． 

ここで，ｎ＝－ｋ（ｋは非負の整数） を代入すれば， 

          ｆ(－ｋ)(ｘ)＝αＰ－ｋｘ
α＋ｋ 

               ＝{１/(α＋１)( α＋２)・・・(α＋ｋ)}ｘα＋ｋ 

              ＝Iｋｆ(ｘ) 

 

補足４： 定理３の別証 

 定理３は，微分積分を用いることなく初等的な方法でも証明することができる．以下その方法を述べる． 

 初めに， 

－ｎCｋ＝(－１)ｋｎ＋ｋ－１Cｋ 

が成り立つので， 

ａｋ ＝ｎCｋ －ｎCｋ＝(－１)ｋｎCｋ  ｎ＋ｋ－１Cｋ 

とおくと， 

             ａｋ＋１ ＝ｎCｋ＋１ －ｎCｋ＋１ 

                 ＝(－１)ｋ＋１
ｎCｋ＋１ ｎ＋ｋ－１Cｋ＋１ 

                 ＝－{(ｎ２－ｋ２)／(ｋ＋１)２}ａｋ 

であるので， 

ａｋ－ａｋ＋１＝ａｋ＋{(ｎ２－ｋ２)／(ｋ＋１)２}ａｋ 

                     ＝{(ｎ２＋１＋２ｋ)／(ｋ＋１)２}ａｋ 

ゆえに， 

(ｋ＋１)２(ａｋ－ａｋ＋１)＝(ｎ２＋１＋２ｋ)ａｋ  
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整頓すると， 

ｋ２(ａｋ－ａｋ＋１)－２ｋａｋ＋１＋(ａｋ－ａｋ＋１)＝(ｎ２＋１)ａｋ   ・・・① 

 

①のｋ＝０，１，２，・・・，ｎ－１ における和を考えれば， 

  

∑０≦ｋ≦ｎ－１{ｋ
２(ａｋ－ａｋ＋１)} －２∑０≦ｋ≦ｎ－１(ｋａｋ＋１)＋∑０≦ｋ≦ｎ－１(ａｋ－ａｋ＋１) 

＝∑０≦ｋ≦ｎ－１{(ｎ
２＋１)ａｋ}                       ・・・② 

                                                        

ここで， 

（ⅰ）∑０≦ｋ≦ｎ－１{ｋ
２(ａｋ－ａｋ＋１)}＝  ０２・ａ０－０２・ａ１ 

                   ＋１２・ａ１－１２・ａ２ 

                 ＋２２・ａ２－２２・ａ３ 

                 ＋３２・ａ３－３２・ａ４ 

                            ・ 

                            ・ 

                            ・ 

＋(ｎ－１)２ａｎ－１－(ｎ－１)２ａｎ 

                  ＝  ０２・ａ０ 

                   ＋(１２－０２) ａ１ 

                                      ＋(２２－１２) ａ２ 

＋(３２－２２) ａ３ 

                       ・ 

                       ・ 

                       ・ 

＋((ｎ－１)２－(ｎ－２)２)ａｎ－１ 

                                －(ｎ－１)２ａｎ 

                  ＝∑１≦ｋ≦ｎ－１{(２ｋ－１)ａｋ}－(ｎ－１)２ａｎ 

                  ＝２∑１≦ｋ≦ｎ－１(ｋａｋ)－∑１≦ｋ≦ｎ－１ａｋ－(ｎ－１)２ａｎ 

                  ＝２∑１≦ｋ≦ｎ－１(ｋａｋ)－{(∑０≦ｋ≦ｎａｋ)－ａ０－ａｎ}－(ｎ－１)２ａｎ 

 （ⅱ）∑０≦ｋ≦ｎ－１(ａｋ－ａｋ＋１)＝ａ０－ａｎ 

 （ⅲ）∑０≦ｋ≦ｎ－１{(ｎ
２＋１)ａｋ}＝(ｎ２＋１){(∑０≦ｋ≦ｎａｋ)－ａｎ}  

であるので，∑０≦ｋ≦ｎａｋ＝Ｓｎとおき，∑１≦ｋ≦ｎ－１(ｋａｋ)＝∑０≦ｋ≦ｎ－１(ｋａｋ)であることに留意すれば， 

 ②は次のように変形される． 

 

２∑０≦ｋ≦ｎ－１{ｋ(ａｋ－ａｋ＋１)}－(Ｓｎ－ａ０－ａｎ)－(ｎ－１)２ａｎ＋ａ０－ａｎ 

＝(ｎ２＋１)( Ｓｎ－ａｎ)  ・・・③ 

 また， 

∑０≦ｋ≦ｎ－１{ｋ(ａｋ－ａｋ＋１)}＝ ０・ａ０－０・ａ１ 

＋１・ａ１－１・ａ２ 

＋２・ａ２－２・ａ３ 

＋３・ａ３－３・ａ４ 

                      ・ 

                         ・ 

                         ・ 

＋(ｎ－１) ａｎ－１－(ｎ－１)ａｎ 
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                ＝(ａ１＋ａ２＋ａ３＋・・・＋ａｎ－１)－(ｎ－１)ａｎ    

                ＝{(∑０≦ｋ≦ｎａｋ)－ａ０－ａｎ}－(ｎ－１)ａｎ 

                ＝Ｓｎ－ａ０－ａｎ －(ｎ－１)ａｎ 

であるので，③は次のように変形される． 

 

２{Ｓｎ－ａ０－ａｎ －(ｎ－１)ａｎ}－(Ｓｎ－ａ０－ａｎ)－(ｎ－１)２ａｎ＋ａ０－ａｎ 

＝(ｎ２＋１)( Ｓｎ－ａｎ) 

 

整頓すれば， 

ｎ２Ｓｎ＝０ 

 ここで，ｎ＞０より，                        

Ｓｎ＝０ 

 を得る■ 

 

補足５： 定理１の証明は， 

d/dxφｍ＋１(ｘ) ＝ －(ｍ＋１)C０ｆ(ｘ)Iｍｇ(ｘ)  

＋∑１≦ｋ≦ｎ{－(ｍ＋１)Cｋ－１＋－(ｍ＋１)Cｋ}ｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ) 

＋－(ｍ＋１)Cｎｆ
(ｎ＋１)(ｘ)Iｍ＋１＋ｎｇ(ｘ)  

において， 

－(ｍ＋１)Cｎｆ
(ｎ＋１)(ｘ)Iｍ＋１＋ｎｇ(ｘ)＝０ 

であることが核心部分である．したがって， 

－(ｍ＋１)Cｎｆ
(ｎ＋１)(ｘ)Iｍ＋１＋ｎｇ(ｘ) → ０    

すなわち，φｍ＋１(ｘ)が無限級数の場合も定理が成り立つのではないかと類推される．実際，次の定理４を得る． 

 

[定理４] 有限区間Ｊにおいて，任意の非負整数ｍに対して， 

φｍ(ｘ)＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

とするとき，右辺の級数が項別微分可能，すなわち， 

（ア）級数 ∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}が収束 

（イ）級数 ∑０≦ｋ[d/dx{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}]が一様収束 

（ウ）d/dx{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}が連続 

を満たす（参考文献：解析概論改訂第３版Ｐ.159，高木貞二，岩波書店）ならば， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}   （５） 

が成り立つ．ただし，Iは上端がｘ∈Ｊ，下端がａ∈Ｊの定積分とする． 

証明 ｍに関する数学的帰納法を用いる． 

（ⅰ）ｍ＝０のときは， 

        左辺＝I０{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝ｆ(ｘ)ｇ(ｘ) 

        右辺＝∑０≦ｋ{０Cｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｋｇ(ｘ)} 

          ＝０C０ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)＋０C１ｆ
(１)(ｘ)Iｇ(ｘ)＋０C２ｆ

(２)(ｘ)I２ｇ(ｘ)＋・・・ 

          ＝ｆ(ｘ)ｇ(ｘ) （∵０C０＝１，０C１＝０C２＝・・・＝０）  

 

（ⅱ）次に，φｍ(ｘ)＝Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}が成り立つと仮定して，φｍ＋１(ｘ)＝Iｍ＋１{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}を証明する． 

φｍ＋１(ｘ)＝∑０≦ｋ{－(ｍ＋１)Cｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋１＋ｋｇ(ｘ)} 

は、条件より，区間Ｊにおいて項別微分可能であるので， 

d/dxφｍ＋１(ｘ)＝∑０≦ｋ{－(ｍ＋１)Cｋｆ
(ｋ＋１)(ｘ)Iｍ＋１＋ｋｇ(ｘ)＋－(ｍ＋１)Cｋｆ

(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

         ＝－(ｍ＋１)C０ｆ(ｘ)Iｍｇ(ｘ)＋∑１≦ｋ{(－(ｍ＋１)Cｋ－１＋－(ｍ＋１)Cｋ)ｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 
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 ここで， 

－(ｍ＋１)C０＝－ｍC０，－(ｍ＋１)Cｋ－１＋－(ｍ＋１)Cｋ＝－ｍCｋ 

であるので， 

d/dxφｍ＋１(ｘ)＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}＝φｍ(ｘ)＝Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)} 

したがって， 

φｍ＋１(ｘ)＝Iφｍ(ｘ)＋Ｃ   （Ｃは積分定数） 

とおいて，ｘ＝ａを代入すれば， 

Ｃ＝φｍ＋１(ａ)＝０ （∵帰納法の仮定よりφｍ(ａ)＝０） 

であるので， 

φｍ＋１(ｘ)＝I(φｍ(ｘ))＝I[Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}]＝Iｍ＋１{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}■ 

 

[定理５] Ｊが有限区間，ｆ(ｘ)＝(ｘ－ａ)ｎ，ｇ(ｘ)が連続ならば， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

が成り立つ．ただし，Iは上端がｘ∈Ｊ，下端がａ∈Ｊの定積分で，ｎは非負整数とする． 

証明 右辺は有限級数より，定理４の条件（ア）～（ウ）を満たす■ 

 

[定理６] Ｊを有限区間，Ｋを十分大きい正の整数，Ｍを正の定数とするとき， 

（ⅰ）Ｋ≦ｋなる全ての整数ｋついて，絶対値 ｜ｆ(ｋ)(ｘ)｜≦ Ｍ 

（ⅱ）ｇ(ｘ)＝(ｘ－ａ)ｎ 

を満たすならば， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

が成り立つ．ただし，Iは上端がｘ∈Ｊ，下端がａ∈Ｊの定積分で，ｎは非負整数とする． 

証明 右辺の級数が，定理４の条件（ア）～（ウ）を満たすことを示せば十分である． 

初めに，区間Ｊの長さを｜Ｊ｜＝ｄとする． 

 

（ア）の証明  

  ∑Ｋ≦ｋ{｜－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)｜} 

＝∑Ｋ≦ｋ{｜－ｍCｋ｜｜ｆ(ｋ)(ｘ)｜｜Iｍ＋ｋｇ(ｘ)｜} 

 ≦∑Ｋ≦ｋ[[{ｍ(ｍ＋１)(ｍ＋２)・・・(ｍ＋ｋ－１)}/ｋ！]Ｍ{ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}｜ｘ－ａ｜ｎ＋ｍ＋ｋ]  

≦∑Ｋ≦ｋ[[{ｍ(ｍ＋１)(ｍ＋２)・・・(ｍ＋ｋ－１)}/ｋ！]{ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}Ｍｄｎ＋ｍ＋ｋ] 

 ＝∑Ｋ≦ｋ[[{ｍ(ｍ＋１)(ｍ＋２)・・・(ｍ＋ｋ－１)}/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！](ｎ！/ｋ！)Ｍｄｎ＋ｍ＋ｋ]  

≦∑Ｋ≦ｋ{(ｎ！/ｋ！)Ｍｄｎ＋ｍ＋ｋ}   

              （∵０≦{ｍ(ｍ＋１)(ｍ＋２)・・・(ｍ＋ｋ－１)}/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！≦１） 

＝ｎ！Ｍｄｎ＋ｍ ∑Ｋ≦ｋ(ｄ
ｋ/ｋ！) → ０ （Ｋ → ∞） 

  (∵－∞＜ｘ＜∞においてｅｘ＝∑０≦ｋ(ｘ
ｋ/ｋ！)) 

 したがって，（ア）を満たす． 

 

（イ）の証明 

  ∑Ｋ≦ｋ｜d/dx{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}｜ 

 ＝∑Ｋ≦ｋ｜－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋ－１ｇ(ｘ)＋－ｍCｋｆ

(ｋ＋１)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)｜ 

 ≦∑Ｋ≦ｋ{｜－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋ－１ｇ(ｘ)｜＋｜－ｍCｋｆ

(ｋ＋１)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)｜} 

 ≦∑Ｋ≦ｋ[｜－ｍCｋ｜Ｍ {ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ－１)！}｜ｘ－ａ｜ｎ＋ｍ＋ｋ－１ 

＋｜－ｍCｋ｜Ｍ {ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}｜ｘ－ａ｜ｎ＋ｍ＋ｋ] 

 ≦∑Ｋ≦ｋ[｜－ｍCｋ｜Ｍ {ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ－１)！}ｄｎ＋ｍ＋ｋ－１ 

＋｜－ｍCｋ｜Ｍ {ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}ｄｎ＋ｍ＋ｋ] 
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 ＝∑Ｋ≦ｋ[ｎ！Ｍｄｎ＋ｍ [{｜－ｍCｋ｜/(ｎ＋ｍ＋ｋ－１)！}ｄｋ－１ 

＋{｜－ｍCｋ｜/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}ｄｋ]] 

＝ｎ！Ｍｄｎ＋ｍ∑Ｋ≦ｋ
 [{｜－ｍCｋ｜/(ｎ＋ｍ＋ｋ－１)！}ｄｋ－１ 

＋{｜－ｍCｋ｜/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}ｄｋ]・・・④  

ここで， 

０≦｜－ｍCｋ｜/(ｎ＋ｍ＋ｋ－１)！≦１/ｋ！， ０≦｜－ｍCｋ｜/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！≦１/ｋ！ 

であるので， 

④≦ｎ！Ｍｄｎ＋ｍ∑Ｋ≦ｋ{(ｄ
ｋ－１＋ｄｋ)/ｋ！} → ０ （Ｋ → ∞） 

 したがって，（イ）を満たす． 

 

（ウ）の証明 

d/dx{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}＝－ｍCｋｆ

(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋ－１ｇ(ｘ)＋－ｍCｋｆ
(ｋ＋１)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ) 

ここで，ｆ(ｋ)(ｘ)，ｆ(ｋ＋１)(ｘ)は微分可能である (∵条件(ⅰ)) ので，連続である． 

また，  Iｍ＋ｋ－１ｇ(ｘ)＝Iｍ＋ｋ－１(ｘ－ａ)ｎ＝{ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ－１)！}(ｘ－ａ)ｎ＋ｍ＋ｋ－１ 

Iｍ＋ｋｇ(ｘ)＝Iｍ＋ｋ(ｘ－ａ)ｎ＝{ｎ！/(ｎ＋ｍ＋ｋ)！}(ｘ－ａ)ｎ＋ｍ＋ｋ 

も当然連続であるので，（ウ）を満たす■ 

 

[定理７] Ｊを有限区間，Ｋを十分大きい正の整数，Ｍを正の定数とするとき， 

（ⅰ）Ｋ≦ｋなる全ての整数ｋついて，絶対値 ｜ｆ(ｋ)(ｘ)｜≦ Ｍ 

（ⅱ）ｇ(ｘ)＝(ｘ－ａ)ｎ 

を満たすならば， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｇ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｆ(ｘ)}＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ

(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)} 

が成り立つ．ただし，Iは上端がｘ∈Ｊ，下端がａ∈Ｊの定積分で，ｎは非負整数とする． 

証明 条件(ⅰ)より，ｆ(ｘ)は連続，条件(ⅱ)より，ｇ(ｎ＋１)(ｘ)＝０が得られるので，定理５より， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝Iｍ{ｇ(ｘ)ｆ(ｘ)}＝∑０≦ｋ≦ｎ{－ｍCｋｇ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｆ(ｘ)}・・・① 

が成り立つ．他方，定理７の条件は，定理６の条件とおなじであるので， 

Iｍ{ｆ(ｘ)ｇ(ｘ)}＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋｇ(ｘ)}・・・② 

も成り立つ．したがって，①，②より，定理は成り立つ■ 

 

[定理８] Ｊを有限区間，Ｋを十分大きい正の整数，Ｍを正の定数とするとき， 

Ｋ≦ｋなる全ての整数ｋついて，絶対値 ｜ｆ(ｋ)(ｘ)｜≦ Ｍ 

ならば， 

Iｍｆ(ｘ) ＝∑０≦ｋ[－ｍCｋ{(ｘ－ａ)ｍ＋ｋ/(ｍ＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ｘ)] 

＝∑０≦ｋ[{(ｘ－ａ)ｍ＋ｋ/(ｍ＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ａ)] 

が成り立つ．ただし，Iは上端がｘ∈Ｊ，下端がａ∈Ｊの定積分とする． 

証明 定理７においてｎ＝０とおけば，ｇ(ｘ)＝１より， 

Iｍｆ(ｘ) ＝∑０≦ｋ{－ｍCｋｆ
(ｋ)(ｘ)Iｍ＋ｋ１} 

             ＝∑０≦ｋ[－ｍCｋ{(ｘ－ａ)ｍ＋ｋ/(ｍ＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ｘ)] ・・・① 

が成り立つ．他方，Iｍｆ(ｘ)をｘ＝ａにおいてテーラー展開すれば， 

Iｍｆ(ｘ)＝∑０≦ｋ[{(ｘ－ａ)ｍ＋ｋ/(ｍ＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ａ)]・・・② 

も成り立つ．したがって，①，②より，定理は成り立つ■ 
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補足６： 定理８で，ｍ＝１とおけば， 

Iｆ(ｘ) ＝∑０≦ｋ[－１Cｋ{(ｘ－ａ)１＋ｋ/(１＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ｘ)] 

＝∑０≦ｋ[{(ｘ－ａ)１＋ｋ/(１＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ａ)] 

であるので， 

Iｆ(ｘ) ＝∑０≦ｋ[(－１)ｋ{(ｘ－ａ)１＋ｋ/(１＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ｘ)] 

＝∑０≦ｋ[{(ｘ－ａ)１＋ｋ/(１＋ｋ)！}ｆ(ｋ)(ａ)] 

 

例２：ｆ(ｘ)＝cosｘ，ａ＝０とすれば，補足６より， 

sinｘ ＝∑０≦ｋ{(－１)ｋ[ｘ１＋ｋ/(１＋ｋ)！}cos{ｘ＋(ｋπ/２)}] 

        ＝{(ｘcosｘ)/１！}＋{(ｘ２sinｘ)/２！}－{(ｘ３cosｘ)/３！}－{(ｘ４sinｘ)/４！} 

＋{(ｘ５cosｘ)/５！}＋{(ｘ６sinｘ)/６！}－{(ｘ７cosｘ)/７！}－{(ｘ８sinｘ)/８！} 

＋・・・ 

 

例３：ｆ(ｘ)＝ｅｘ，ａ＝０とすれば，補足６より， 

ｅｘ－１＝{(ｘｅｘ)/１！}－{(ｘ２ｅｘ)/２！}＋{(ｘ３ｅｘ)/３！}－{(ｘ４ｅｘ)/４！}＋・・・ 

＝ｅｘ{(ｘ/１！)－(ｘ２/２！)＋(ｘ３/３！)－(ｘ４/４！)＋・・・} 

１＝ｅｘ－ｅｘ{(ｘ/１！)－(ｘ２/２！)＋(ｘ３/３！)－(ｘ４/４！)＋・・・} 

＝ｅｘ{１－(ｘ/１！)＋(ｘ２/２！)－(ｘ３/３！)＋(ｘ４/４！)－・・・} 

∴  ｅ－ｘ ＝１－(ｘ/１！)＋(ｘ２/２！)－(ｘ３/３！)＋(ｘ４/４！)＋・・・ 

 

補足７：例３は，ｅ－ｘのテーラー展開級数に等しい． 
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第３章 負のカージナル数 

 
私が大学１年生のとき，数学の世界には「可能的無限」と「実無限」の２種類の無限があることを初めて知り，

そのとき，なぜ２種類必要なのか，なぜ１種類に統一しないのか，が疑問でした． 

もちろん，この２つの無限の概念は次のように大きく異なります． 

 

可能的無限は，「変動可能な有限」あるいは「限りなく大きくなろうとする状態」などと表現されることが多い

概念であり，この無限の概念による無限大は，数としては存在しない．すなわち，∞は数ではない． 

実無限は，無限を完結したものとして扱い，この無限の概念による無限大は，例えば，カージナル数 (濃度とも

いう)  ０אや順序数ωのように，数としてとらえることができる． 

 

しかし，カージナル数を仮定して，実数を含む新しい数 (この数を「拡大実数」という)を創ることができれば，

両者を統一できるのではないか，すなわち，「可能的無限」の概念を用いて導かれる数学 (例えば，標準的な微分

積分) と同じ内容の理論を，拡大実数を用いて導くことができれば，数学で用いる無限の概念は「実無限」だけで

あるとすることができるのではないか，と思いついたのがこの研究の始まりです．大学３年生のときでした． 

 

カージナル数 (順序数は既知とする) を仮定して拡大実数を導くための足掛かりとして，自然数とカージナル数の

接点を調べると， 

(ⅰ) カージナル数は，選択公理を認めれば， 

 ・・・，ω＋１א ，ωא ，・・・，２א ，１א ，０א ，・・・，０，１，２，３

   のように，大小の順に整列可能である． 

(ⅱ) カージナル数は，有限の範囲で考えれば，大小関係，加法，乗法について自然数と同型である． 

 

 このことから，カージナル数を，新しい「自然数」としてとらえれば，「整数」，「有理数」，「実数」へと数

の拡張をしていけるのではないかと期待される．そして，この期待が，「拡大実数」を創ろうと思い立った直接の

動機になりました． 

 

 ここで，「拡大実数」を創るには， 

負のカージナル数，例えば －  ０א 

に相当する数が必要になるのは当然です．しかし，－  ０א は何を表していると考えればよいのか，この数と通常の 

カージナル数との演算を，どのように考えればよいのか，全く見当がつかないまま半年が過ぎ，大学４年生になっ

たころ，あることに気がつきました．根を詰めて，同じことを考え続けると，本当に頭が痛くなると同時に，なに

かしら気がつくことがあるものです．これは私の実感です． 

私は，大学では，数学物理学科（数学専攻）に所属していて，普段は数学を勉強していたのですが，物理関連の

本を読む機会もありました．そして，電子の世界では， 

電子と陽電子が出会うと，双方が消滅する 

という現象があることを，多少ＳＦ小説的な印象とともに記憶していて，このことを，ふと思い出しました． 

しかし，最初は，こんな簡単なことで，疑問が解けるはずはないと思い，半信半疑でしたが，過去の経験から，

「単純なことほど役に立つ」と考えるようになっていたこともあり，だめでもともとのつもりで， 

カージナル数を，新しい「自然数」としてとらえたときの，「整数」を導く方法 

について取り組むことにしました． 

結果は，それまで半年かけても何も進展しなかったものが，約１週間で，その概略が完成してしまいました． 

以下に述べる内容は，そのとき下宿にこもり，寝食を忘れて研究し，得ることができた理論を，改めて整理し直

したものです． 
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１ 符号がついた集合 

初めに，若干の用語と記号を定める． 

(ⅰ) 正と負の符号を元とする集合をδ＝{＋，－}とするとき，写像ｆ：Ａ→δが定義されている集合Ａを，符号

がついた集合という． 

(ⅱ) ａＡに対して，ｆ(ａ)＝＋ならばａを正の元，ｆ(ａ)＝－ならばａを負の元という． 

(ⅲ) ∀ａＡに対して，ｆ(ａ)＝＋ならばＡを正の正規集合，ｆ(ａ)＝－ならばＡを負の正規集合といい，正の

正規集合，負の正規集合，空集合を合わせて，単に正規集合という． 

(ⅳ) ａ＋はａが正の元，ａ－はａが負の元であることを表す． 

(ⅴ) Ａ＋はＡが正の正規集合，Ａ－はＡが負の正規集合であることを表す．  

(ⅵ) Ａ＋はＡに属する正の元すべての集合，Ａ－はＡに属する負の元すべての集合を表す． 

(ⅶ) ψを「『Ａ＋→Ａ－』または『Ａ－→Ａ＋』」なる単射とする． 

(ⅷ) 差集合「『Ａ－－ψ(Ａ＋)』または『Ａ＋－ψ(Ａ－)』」は正規集合であるが，この正規集合をＡψで表す．た

だし，ψ(Ａ＋)＝{ψ(ａ)：ａＡ＋}，ψ(Ａ－)＝{ψ(ａ)：ａＡ－}． 

(ⅸ) 符号がついた集合ＡからＡψを求めることを，集合の正規化という． 

(ⅹ) 符号がついた集合Ａの，各元の符号をすべて入れ換えた集合を，－Ａで表す． 

 

例： Ａ＝{ａ＋，ｂ－，ｃ＋，ｄ－，ｅ＋}ならば，Ａ＋＝{ａ＋，ｃ＋，ｅ＋}，Ａ－＝{ｂ－，ｄ－}であり，Ａψは， 

「{ａ＋}または{ｃ＋}または{ｅ＋}」である．したがって，Ａの正規化によって得られる正規集合は，ψによらず，

ただ１つの元からなる正の正規集合である．  

 

例： Ａ＝{１＋，２－，３＋，４－，５＋，６－，・・・}ならば， 

Ａ＋＝{１＋，３＋，５＋，・・・}， Ａ－＝{２－，４－，６－，・・・} 

であり，Ａψは，ψにより，正の正規集合にも負の正規集合にも空集合にもなり得る． 

 

２ 定義１（整数） 
(ⅰ) cardＡ＋＝cardＢ＋ または cardＡ－＝cardＢ－ または Ａ＝Ｂ＝φ(空集合)のとき，ＡとＢは同じ整数を表す

といい，ＡＩＮＴ＝ＢＩＮＴ または ＢＩＮＴ＝ＡＩＮＴで表す．ただし，cardＡは，集合Ａのカージナル数を表すものとする． 

 (ⅱ) Ａが任意の符号がついた集合で，Ａにおけるすべての単写ψの集合をψとするとき， 

ＡＩＮＴ＝{ＡψＩＮＴ：ψψ} 

とする．ただし，{ＡψＩＮＴ：ψψ}が，ただ１つの元からなる集合ならば，ＡＩＮＴは，その元を表すものとする． 

(ⅲ) Ａ＋
ＩＮＴを正の整数，Ａ－

ＩＮＴを負の整数，φＩＮＴを零の整数(または単に零)という． 
(ⅳ) 正規集合Ａが，有限集合ならば，ＡＩＮＴを有限整数といい，無限集合ならば，ＡＩＮＴ を無限大整数という． 
(ⅴ) (－Ａ)ＩＮＴを，－ＡＩＮＴで表す． 

 

３ 定義２ 
(ⅰ) 大小関係 

Ａ，Ｂを，Ａ∩Ｂ＝φなる正規集合とするとき，{Ｂ∪(－Ａ)}ψが，ψによらず，常に正の正規集合になるとき，

ＢＩＮＴはＡＩＮＴより大であるといい， 

ＢＩＮＴ＞ＡＩＮＴ または ＡＩＮＴ＜ＢＩＮＴ 

で表す． 

(ⅱ) 加法 

 Ａ，Ｂを，Ａ∩Ｂ＝φなる正規集合とするとき，ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴとする． 

(ⅲ) 乗法 

 Ａ，Ｂを正規集合とするとき，ＡとＢの結合集合(Ａ，Ｂ)の元(ａ，ｂ)は，ａとｂが同符号ならば正の元，異符

号ならば負の元とする．このとき，ＡＩＮＴＢＩＮＴ＝(Ａ，Ｂ)ＩＮＴとする． 
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４ 定理１ 

(ⅰ) 次の写像κは，カージナル数から非負の整数への，大小関係，加法，乗法に関する同型写像である． 

                  cardφ→φＩＮＴ 

              κ：  

                  cardＡ＋→Ａ＋
ＩＮＴ 

 (ⅱ) 有限整数の大小関係，加法，乗法は，従来の整数の大小関係，加法，乗法と同値である．  

証明 (ⅰ) 定義１，定義２において，非負の正規集合だけを考えれば，整数の大小関係，加法，乗法の定義は，

カージナル数の大小関係，加法，乗法の定義と同値である■ 

 

(ⅱ) 定義１，定義２において，有限正規集合だけを考えれば，整数の大小関係，加法，乗法の定義は，従来の

整数の大小関係，加法，乗法の定義と同値である■ 

 

５ 定理２ 

(ⅰ) ａを負の整数，ｂを正の整数とすれば，ａ＜０＜ｂが成り立つ． 

(ⅱ) 任意の整数ａ，ｂにおいて，「ａ＜ｂ ならば －ａ＞－ｂ」が成り立つ． 

証明 (ⅰ) Ａ－
ＩＮＴ＝ａ，Ｂ＋

ＩＮＴ＝ｂとすれば， 

{Ｂ∪(－φ)}＋， {φ∪(－Ａ)}＋， {Ｂ∪(－Ａ)}＋ 

は明らか■ 

 

(ⅱ) Ａ，Ｂを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂとなる正規集合とする． 

仮定ａ＜ｂより，{Ｂ∪(－Ａ)}ψは，ψによらず，常に正の正規集合である．また， 

(－Ａ)∪{－(－Ｂ)}＝Ｂ∪(－Ａ) 

であるので，[(－Ａ)∪{－(－Ｂ)}]ψは，ψによらず，常に正の正規集合である■ 

 

６ 定理３ 

 任意の整数ａ，ｂの間には，次のうちの１つだけが成り立つ． 

ａ＝ｂ，  ａ＜ｂ，  ａ＞ｂ 

 証明 Ａ，Ｂを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂとなる正規集合とする． 

(ⅰ) ∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ
＋ ならば，定義２の(ⅰ)より，ａ＜ｂである． 

(ⅱ) ∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ
－ ならば，－{Ｂ∪(－Ａ)}＝Ａ∪(－Ｂ)より，{Ａ∪(－Ｂ)}ψ

＋ であるので，ａ＞ｂであ

る． 

(ⅲ) (ⅰ)と(ⅱ)以外ならば，次のいずれかである．  

(ア) ∃ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ＝φ 

(イ)「∃ψ１，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ１
＋」かつ「∃ψ２，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ２

－」 

(ア)ならば，cardＡ＝cardＢであるが，正規化の意味を考えれば， 

cardＡ＋＝cardＢ＋， cardＡ－＝cardＢ－， Ａ＝Ｂ＝φ 

のいずれかでなくてはならない．したがって，定義１の(ⅰ)より，ａ＝ｂである． 

(イ)ならば， 

「∃ψ１，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ１
＋」より，cardＡ≦cardＢ 

「∃ψ２，{Ｂ∪(－Ａ)}ψ２
－」より，cardＡ≧cardＢ 

ゆえに，cardＡ＝cardＢである．したがって，(ア)と同じ理由で，ａ＝ｂである■ 
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７ 定理４ 

任意の整数ａ，ｂ，ｃにおいて，「ａ＜ｂ，ｂ＜ｃ ならば ａ＜ｃ」が成り立つ． 

証明 定理２の(ⅰ)と，仮定ａ＜ｂ，ｂ＜ｃより，ａ，ｂ，ｃの符号のこの順の組は， 

(＋，＋，＋)，(０，＋，＋)，(－，＋，＋)，(－，０，＋)， 

(－，－，＋)，(－，－，０)，(－，－，－) 

のいずれかである． 

(ⅰ) (＋，＋，＋)の場合は定理１の(ⅰ)による． 

(ⅱ) (０，＋，＋)，(－，＋，＋)，(－，０，＋)，(－，－，＋)，(－，－，０)の場合は，ａとｃの符号を比べ

れば，定理２の(ⅰ)よりａ＜ｃを得る． 

(ⅲ) (－，－，－)の場合は，－ａ，－ｂ，－ｃの符号を考えれば，(＋，＋，＋)となる．ここで，仮定ａ＜ｂ，

ｂ＜ｃと定理２の(ⅱ)より，－ａ＞－ｂ，－ｂ＞－ｃであるの 

で，(ⅰ)より，－ａ＞－ｃ，すなわち，ａ＜ｃを得る■ 

 

８ 整数の整列 

 定理１の(ⅰ)より，非負の整数とカージナル数は大小関係において同型である．したがって，定理２の(ⅰ)と 

(ⅱ)より，整数は次のように並べることができる．ただし，cardＡ＝  אαのときのＡ＋
ＩＮＴを∞αで表す． 

なお，記号を，このように定めれば，第３章の冒頭で述べた－  אαの意味は，定義１の(ⅴ)より，cardＡ＝  אαの

ときのＡ－
ＩＮＴのことであり，今後，記号は－∞αを用いることになる． 

 

・・・＜－∞ω＜・・・＜－∞２＜－∞１＜－∞０＜・・・＜－３＜－２＜－１＜ 

０＜１＜２＜３＜・・・＜∞０＜∞１＜∞２＜・・・＜∞ω＜・・・ 

 

９ 整数の加法における留意事項 

 整数の和として，１つの整数が一意的に定まるとは限らない．実際， 

Ａ＋
ＩＮＴ＝∞α， Ｂ－

ＩＮＴ＝－∞α， Ａ∩Ｂ＝φ 

とすれば， 

∞α＋(－∞α)＝{(Ａ∪Ｂ)ψＩＮＴ：ψψ}＝{ａ：－∞α≦ａ≦∞α} 

である．ここで，整数の集合{ａ：－∞α≦ａ≦∞α}をΘαで表せば， 

∞α＋(－∞α)＝Θα 

となる． 

このΘαのように，整数の和は，２つ以上の元を有する集合になる場合があるので，その扱い方を定めておく必

要がある． 

 

10 定義３（不定数を含む演算及び大小関係） 

整数すべての領域をΩで表し，Ωの空でない部分領域すべての領域をＵ(Ω)で表す． 

(ⅰ) ａをＵ(Ω)の元とする． 

ａが１つの元からなる部分領域{ａ}ならば，ａをａと同一視して確定数という． 

ａが２つ以上の元からなる部分領域ならば，ａを不定数という． 

(ⅱ) ａ，ｂをＵ(Ω)の元とする．ａとｂの二項演算を，演算記号を一般的に＊とするとき，次のように定める． 

ａ＊ｂ＝∪ａａ,ｂｂ(ａ＊ｂ) 

(ⅲ) ａ，ｂをＵ(Ω)の元とする．ａとｂの大小関係を，次のように定める． 

「∀ａａ，∀ｂｂ，ａ＜ｂ」のとき，ａ＜ｂ 

「∀ａａ，∀ｂｂ，ａ≦ｂ」のとき，ａ≦ｂ 
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例：ａ＝Θα，ｂ＝∞αとすれば， 

ａ(Θα－{－∞α})  ならば，ａ＋∞α＝∞α 

ａ＝－∞α            ならば，ａ＋∞α＝Θα 

したがって， 

ａ＋ｂ＝∪ａａ,ｂｂ(ａ＋ｂ)＝Θα 

 

例： (ⅰ) ａ＝Θα，ｂ＝∞αとすれば，∀ａΘα ，ａ≦∞αであるので，ａ≦ｂ 

    (ⅱ) ａ＝Θα，ｂ＝∞α＋１とすれば，∀ａΘα ，ａ＜∞α＋１であるので，ａ＜ｂ 

      (ⅲ) ａ＝Θα，ｂ＝０とすれば，ａとｂの大小関係は定義されていない．  

 

補足：ａ，ｂがＵ(Ω)の元で，ａ，ｂの少なくとも片方が不定数の場合は， 

ａ≦ｂは，「ａ＜ｂ または ａ＝ｂ」のことではない 

ので注意を要する． 

  

11 定理５ 

 ａΩとすれば，次の式が成り立つ．  

(ⅰ) ａが有限ならば，∞α＋ａ＝∞α，(－∞α)＋ａ＝－∞α 

(ⅱ) ａが正の有限ならば， 

∞αａ＝∞α，∞α(－ａ)＝－∞α，(－∞α)ａ＝－∞α，(－∞α)(－ａ)＝∞α 

(ⅲ) ａ０＝０，０ａ＝０ 

(ⅳ) ∞α＋∞β ＝∞max{α，β}， (－∞α)＋(－∞β) ＝－∞max{α，β} 

(ⅴ) ∞α∞β ＝∞max{α，β}， (－∞α)∞β ＝－∞max{α，β} 

             ∞α (α＞β) 

(ⅵ) ∞α＋(－∞β)＝   Θα (α＝β) 

             －∞β (α＜β) 

           Θα (ａΘα) 

(ⅶ) Θα＋ａ＝     

           ａ (ａΘα) 

(ⅷ) Θα＋Θβ＝Θmax{α，β} 

 証明 定義２の(ⅱ)と(ⅲ)，定理１の(ⅰ)と(ⅱ)を用いれば，容易に証明される■ 

 

12 定理６ 

Ａ，Ｂが符号のついた集合で，Ａ∩Ｂ＝φとすれば，次の式が成り立つ． 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ 

証明 一般に，ＡＩＮＴが不定数になるのは， 

cardＡ＋＝cardＡ－＝  אα 

のときだけであり，そのとき， 

ＡＩＮＴ＝Θα 

であるので，次の４通りの場合に分けて証明する． 

  

(ⅰ) ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴがともに不定数，すなわち，ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴ＝Θβ  

(ⅱ) ＡＩＮＴが不定数でＢＩＮＴが確定数，すなわち，ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴが確定数  

(ⅲ) ＡＩＮＴが確定数でＢＩＮＴが不定数，すなわち，ＡＩＮＴが確定数，ＢＩＮＴ＝Θβ  

(ⅳ) ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴがともに確定数 
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(ⅰ) ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴ＝Θβの場合： 

cardＡ＋＝cardＡ－＝  אα， cardＢ＋＝cardＢ－＝  אβ 

であるので，  

card(Ａ∪Ｂ)＋＝card(Ａ∪Ｂ)－＝  אmax{α，β} 

したがって， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θmax{α，β} 

である．また，定理５の(ⅷ)より， 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝Θα＋Θβ＝Θmax{α，β} 

である． 

 

(ⅱ) ＡＩＮＴ＝Θα，ＢＩＮＴが確定数の場合： 

(ア) 初めに，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴが確定数とすれば，次のいずれかである． 

① cardＢ＋＞  אα，cardＢ－＜cardＢ＋ 

② cardＢ－＞  אα，cardＢ＋＜cardＢ－ 

ここで，①のときは，  

card(Ａ∪Ｂ)＋＞  אα， card(Ａ∪Ｂ)－＜card(Ａ∪Ｂ)＋ 

であるので， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)＋ＩＮＴ＝Ｂ＋ＩＮＴ 

である．また，定理５の(ⅶ)より， 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝Θα＋Ｂ＋ＩＮＴ＝Ｂ＋ＩＮＴ 

である． 

②のときも同様である． 

(イ) 次に，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θβとすれば， 

card(Ａ∪Ｂ)＋＝card(Ａ∪Ｂ)－＝  אβ 

である．ここで，α＜βとすれば， 

cardＢ＋＝cardＢ－＝  אβ 

でなくてはならないので，ＢＩＮＴが確定数であることに反する． 

 したがって，α≧βであるが，このときは， 

cardＢ＋，cardＢ－≦  אα  (＊) 

であるので， 

card(Ａ∪Ｂ)＋＝card(Ａ∪Ｂ)－＝  אα 

すなわち， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θα 

である．また，(＊)より， 

ＢＩＮＴΘα 

となるので，定理５の(ⅶ)より， 

ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝Θα＋ＢＩＮＴ＝Θα 

である． 

 

(ⅲ) ＡＩＮＴが確定数，ＢＩＮＴ＝Θβの場合は(ⅱ)と同様である． 

 

(ⅳ) ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴがともに確定数の場合： 

(ア) 初めに，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴを確定数とする．このときは， 
∀ψ，(Ａ∪Ｂ)ψＩＮＴ＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ 

であるので，考えられるのは，次の６通りである． 
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① cardＡ＋≧cardＡ－，cardＢ＋≧cardＢ－ 

② cardＡ＋≦cardＡ－，cardＢ＋≦cardＢ－ 

③ cardＡ＋≧cardＡ－，cardＢ＋≦cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≧cardＡ－＋cardＢ－ 

④ cardＡ＋≧cardＡ－，cardＢ＋≦cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≦cardＡ－＋cardＢ－ 

⑤ cardＡ＋≦cardＡ－，cardＢ＋≧cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≧cardＡ－＋cardＢ－ 

⑥ cardＡ＋≦cardＡ－，cardＢ＋≧cardＢ－，cardＡ＋＋cardＢ＋≦cardＡ－＋cardＢ－ 

 

ここで，ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴは，ともに確定数であるので， 

①のときは，ψ(Ａ－)⊂Ａ＋，ψ(Ｂ－)⊂Ｂ＋ となるようにψを選べば，            

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ＋－ψ(Ａ－)}∪{Ｂ＋－ψ(Ｂ－)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ 

②のときは，ψ(Ａ＋)⊂Ａ－，ψ(Ｂ＋)⊂Ｂ－ となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ－－ψ(Ａ＋)}∪{Ｂ－－ψ(Ｂ＋)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ 

③のときは，Ｃ⊂Ｂ－として， 

ψ(Ａ－)⊂Ａ＋，ψ(Ｃ)＝Ｂ＋，ψ(Ｂ－－Ｃ)⊂Ａ＋－ψ(Ａ－) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ＋－ψ(Ａ－)}∪(Ｂ－－Ｃ)]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ 

④のときは，Ｃ⊂Ａ＋として， 

ψ(Ｃ)＝Ａ－，ψ(Ｂ＋)⊂Ｂ－，ψ(Ａ＋－Ｃ)⊂Ｂ－－ψ(Ｂ＋) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[(Ａ＋－Ｃ)∪{Ｂ－－ψ(Ｂ＋)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ 

⑤のときは，Ｃ⊂Ａ－として， 

ψ(Ｃ)＝Ａ＋，ψ(Ｂ－)⊂Ｂ＋，ψ(Ａ－－Ｃ)⊂Ｂ＋－ψ(Ｂ－) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[(Ａ－－Ｃ)∪{Ｂ＋－ψ(Ｂ－)}]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ 

⑥のときは，Ｃ⊂Ｂ＋として， 

ψ(Ａ＋)⊂Ａ－，ψ(Ｃ)＝Ｂ－，ψ(Ｂ＋－Ｃ)⊂Ａ－－ψ(Ａ＋) 

となるようにψを選べば， 

(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝[{Ａ－－ψ(Ａ＋)}∪(Ｂ＋－Ｃ)]ＩＮＴ＝ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ 

(イ) 次に，(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ＝Θαとする．ここで，ＡＩＮＴ，ＢＩＮＴは，ともに確定数であるので，次のいずれかでな

くてはならない． 

① cardＡ＋＝cardＢ－＝  אα，cardＡ－＜  אα，cardＢ＋＜  אα 

② cardＡ－＝cardＢ＋＝  אα，cardＡ＋＜  אα，cardＢ－＜  אα 

 ここで， 

①のときは，ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝∞α＋(－∞α)＝Θα＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ 

②のときは，ＡＩＮＴ＋ＢＩＮＴ＝(－∞α)＋∞α＝Θα＝(Ａ∪Ｂ)ＩＮＴ■ 
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13 定理7 

 ａ，ｂ，ｃＵ(Ω)とすれば，次の式が成り立つ． 

(ⅰ) ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ (加法の交換法則)  

(ⅱ) (ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) (加法の結合法則) 

(ⅲ) ａｂ＝ｂａ (乗法の交換法則) 

(ⅳ) (ａｂ)ｃ＝ａ(ｂｃ) (乗法の結合法則) 

 証明 ａａ，ｂｂ，ｃｃとして，Ａ，Ｂ，Ｃを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，ＣＩＮＴ＝ｃとなる正規集合 (加

法の場合は互いに素) とする． 

(ⅰ) Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａであるので，定義２の(ⅱ)より，ａ＋ｂ＝ｂ＋ａが成り立つ． 

ゆえに，定義３の(ⅱ)より，ａ＋ｂ＝ｂ＋ａが成り立つ■ 

 

(ⅱ) 定理６より， 

(ａ＋ｂ)＋ｃ＝((Ａ∪Ｂ)∪Ｃ)ＩＮＴ＝(Ａ∪(Ｂ∪Ｃ))ＩＮＴ＝ａ＋(ｂ＋ｃ) 

が成り立つ．ゆえに，定義３の(ⅱ)より，(ａ＋ｂ)＋ｃ＝ａ＋(ｂ＋ｃ)が成り立つ■ 

 

(ⅲ) 結合集合(Ａ，Ｂ)と(Ｂ，Ａ)の，それぞれの元(ａ，ｂ)と(ｂ，ａ)は同符号であり，card(Ａ，Ｂ)＝card(Ｂ，

Ａ)であるので，定義２の(ⅲ)より，ａｂ＝ｂａが成り立つ． 

ゆえに，定義３の(ⅱ)より，ａｂ＝ｂａが成り立つ■ 

 

(ⅳ) 結合集合((Ａ，Ｂ)，Ｃ)と(Ａ，(Ｂ，Ｃ))の，それぞれの元((ａ，ｂ)，ｃ)と(ａ，(ｂ，ｃ))は同符号であ

り，card((Ａ，Ｂ)，Ｃ)＝card(Ａ，(Ｂ，Ｃ))であるので， (ａｂ)ｃ＝ａ(ｂｃ)が成り立つ． 

ゆえに，定義３の(ⅱ)より，(ａｂ)ｃ＝ａ(ｂｃ)が成り立つ■ 
 

14 定理8（分配法則） 

ａ，ｂ，ｃΩとする．分配法則ａ(ｂ＋ｃ)＝ａｂ＋ａｃ・・・(＊)は， 

(ⅰ) ａｂ＋ａｃが確定数ならば，常に成り立つ． 

(ⅱ) ａｂ＋ａｃが不定数ならば，「ａ＝１またはａ＝－１」のときのみ成り立つ． 

(ⅲ) ｂ＋ｃが確定数で，ａが有限ならば，常に成り立つ． 

証明 ａが無限大「∞αまたは－∞α」であることを，記号ａαで表す． 

(ⅰ)と(ⅱ)を合わせて証明する．ａ，ｂ，ｃを次の(ア)～(カ)の場合に分ける． 

 

ａ，ｂ，ｃの少なくとも１つが０ ・・・(ア) 

ａ，ｂ，ｃのいずれもが０でなくて， 

ｂ，ｃが同符号 ・・・(イ) 

  ｂ，ｃが異符号で， 

    ａ，ｂ，ｃがすべて有限 ・・・(ウ) 

    ａ，ｂ，ｃのうちの１つだけが無限大 ・・・(エ) 

    ａ，ｂ，ｃのうちの１つだけが有限 ・・・(オ) 

    ａ，ｂ，ｃがすべて無限大 ・・・(カ) 

 

ここで，それぞれの場合の，「ａｂ＋ａｃが確定数か否か」と「(＊)が成り立つか否か」について調べると次の

ようになる． 
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(ア)の場合は，明らかに，ａｂ＋ａｃは確定数で，(＊)が成り立つ． 

(イ)の場合は，Ａ，Ｂ，Ｃを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，ＣＩＮＴ＝ｃとなる正規集合とする．Ｂ∩Ｃ＝φとすれば，  

(Ａ，Ｂ∪Ｃ)＝(Ａ，Ｂ)∪(Ａ，Ｃ)，  (Ａ，Ｂ)∩(Ａ，Ｃ)＝φ 

であり，条件「ｂ，ｃが同符号」より，(Ａ，Ｂ∪Ｃ)，(Ａ，Ｂ)，(Ａ，Ｃ)はすべて同じ符号の正規集合である．

したがって，ａｂ＋ａｃは確定数で，(＊)が成り立つ． 

(ウ)の場合は，明らかに，ａｂ＋ａｃは確定数で，(＊)が成り立つ． 

(エ)の場合は， 

① ａαで，ｂとｃが有限ならば，ａαｂ＋ａαｃ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂ＋ｃ)は「∞αまたは－∞αまたは０」となるので，(＊)は成り立たない． 

② ｂβで，ａとｃが有限ならば，ａｂβ＋ａｃ＝ａｂβは確定数で， 

ａ(ｂβ＋ｃ)＝ａｂβ＝ａｂβ＋ａｃが成り立つ． 

③ ｃγで，ａとｂが有限ならば，ａｂ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数で， 

ａ(ｂ＋ｃγ)＝ａｃγ＝ａｂ＋ａｃγが成り立つ． 

(オ)の場合は， 

① ａが有限で，ｂβ，ｃγならば， 

β＞γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｂβは確定数で， 

ａ(ｂβ＋ｃγ)＝ａｂβ＝ａｂβ＋ａｃγが成り立つ． 

β＜γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数で， 

ａ(ｂβ＋ｃγ)＝ａｃγ＝ａｂβ＋ａｃγが成り立つ． 

β＝γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝Θβ(不定数)で，ａ(ｂβ＋ｃγ)＝ａΘβであるので， 

「ａ＝１またはａ＝－１」のときのみａΘβ＝Θβとなり，(＊)が成り立つ． 

② ｂが有限で，ａα，ｃγならば， 

α≧γのとき，ａαｂ＋ａαｃγ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂ＋ｃγ)＝ａαｃγであるので，(＊)は成り立たない． 

α＜γのとき，ａαｂ＋ａαｃγ＝ａαｃγは確定数で， 

ａα(ｂ＋ｃγ)＝ａαｃγ＝ａαｂ＋ａαｃγが成り立つ． 

③ ｃが有限で，ａα，ｂβならば， 

α≧βのとき，ａαｂβ＋ａαｃ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂβ＋ｃ)＝ａαｂβであるので，(＊)は成り立たない． 

α＜βのとき，ａαｂβ＋ａαｃ＝ａαｂβは確定数で， 

ａα(ｂβ＋ｃ)＝ａαｂβ＝ａαｂβ＋ａαｃが成り立つ． 

(カ)の場合は， 

α≧β，γのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝Θα(不定数)で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)は，「ａαｂβ，ａαｃγ，{－ａα，０，ａα}」のいずれかであるので，(＊)

は成り立たない． 

β＞α，γのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝ａαｂβは確定数で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)＝ａαｂβ＝ａαｂβ＋ａαｃγが成り立つ． 

γ＞α，βのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝ａαｃγは確定数で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)＝ａαｃγ＝ａαｂβ＋ａαｃγが成り立つ． 

β＝γ＞αのとき，ａαｂβ＋ａαｃγ＝Θβ(不定数)で， 

ａα(ｂβ＋ｃγ)＝ａαΘβ≠Θβであるので，(＊)は成り立たない． 

 

以上(ア)～(カ)により，(＊)は，ａｂ＋ａｃが確定数ならば常に成り立ち，ａｂ＋ａｃが不定数ならば，「ａ＝

１またはａ＝－１」のときのみ成り立つ■ 
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(ⅲ) ｂ＋ｃが確定数で，ａが有限ならば，ａｂ＋ａｃが確定数であることを示せばよい．実際，ａｂ＋ａｃが確

定数ならば，(ⅰ)より(＊)が成り立つ．  

仮定「ａが有限」より，ａ，ｂ，ｃを次の(ア)～(オ)の場合に分ける． 

 

ａ，ｂ，ｃの少なくとも１つが０ ・・・(ア) 

ａ，ｂ，ｃのいずれもが０でなくて， 

      ｂ，ｃが同符号 ・・・(イ) 

      ｂ，ｃが異符号で，ｂ，ｃの両方が有限 ・・・(ウ) 

ｂ，ｃのうちの片方が有限で，他方が無限大 ・・・(エ) 

ｂ，ｃの両方が無限大 ・・・(オ) 

 

ここで，それぞれの場合の，「ａｂ＋ａｃが確定数か否か」を調べると次のようになる． 

(ア)の場合は，明らかに，ａｂ＋ａｃは確定数である． 

(イ)の場合は，ａｂ，ａｃが同符号であるので，ａｂ＋ａｃは確定数である． 

(ウ)の場合は，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，ａｂ＋ａｃは確定数である． 

(エ)の場合は，ｂβ，ｃは有限とすれば，ａｂβ＋ａｃ＝ａｂβは確定数である． 

ｂは有限，ｃγとすれば，ａｂ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数である． 

(オ)の場合は，ｂβ，ｃγとすれば， 

β＞γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｂβは確定数である． 

β＜γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝ａｃγは確定数である． 

β＝γのとき，ａｂβ＋ａｃγ＝Θβ(不定数)である．しかし，このときは， 

ｂ＋ｃ＝Θβであるので，仮定「ｂ＋ｃが確定数」に反する■ 

 

15 定理9（等式に関する諸性質） 

ａ，ｂ，ｃΩとすれば，次の関係が成り立つ． 

(ⅰ) ａが有限ならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａ－ｂ＝０」 

(ⅱ) ｃが有限ならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ」 

(ⅲ) ｃ(≠０)が有限ならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａｃ＝ｂｃ」 

(ⅳ) ａｂ＝０ ⇔ 「ａ＝０ または ｂ＝０」 

(ⅴ) ａ＝ｂならば，ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ 

(ⅵ) ａ＝ｂならば，ａｃ＝ｂｃ 

(ⅶ) ａαならば，「ａ＝ｂ ⇔ ａ－ｂ＝Θα」 

(ⅷ) ｃγならば，「『ａ，ｂΘγでａ≠ｂ』でなければ『ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ ⇒ ａ＝ｂ』」 

(ⅸ) ｃγならば，「『ａ，ｂΘγでａ≠ｂ』でなければ『ａｃ＝ｂｃ ⇒ ａ＝ｂ』」 

証明 Ａ，Ｂ，Ｃを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，ＣＩＮＴ＝ｃとなる正規集合とする． 

(ⅰ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａ－ｂ＝０の証明： 

ａが有限ならばｂも有限であるので，定理１の(ⅱ)より明らか． 

(イ) ａ－ｂ＝０ ⇒ ａ＝ｂの証明： 

ａが有限ならばｂも有限である．実際，ｂβとすれば，ａ－ｂβ＝－ｂβ≠０となり仮定に反する．したがって，

定理１の(ⅱ)より明らか■ 

(ⅱ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃの証明： 

ａ＝ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，定理１の(ⅱ)より明らか． 

 ａ＝ｂ＝∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃ 

ａ＝ｂ＝－∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃ 
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(イ) ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ ⇒ ａ＝ｂの証明： 

 ａが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限になるので，定理１の(ⅱ)より明らか． 

ａ＝∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃであるので，ｂ＝∞α 

ａ＝－∞αならば，ｃが有限より，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃであるので，ｂ＝－∞α■ 

 

(ⅲ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａｃ＝ｂｃの証明： 

ａ＝ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，定理１の(ⅱ)より明らか． 

 ａ＝ｂ＝∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(sgnｃ)∞α＝ｂｃ 

 ａ＝ｂ＝－∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(－sgnｃ)∞α＝ｂｃ 

(イ) ａｃ＝ｂｃ ⇒ ａ＝ｂの証明： 

 ａが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限になるので，定理１の(ⅱ)より明らか． 

ａ＝∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(sgnｃ)∞α＝ｂｃであるので，ｂ＝∞α 

ａ＝－∞αならば，ｃ(≠０)が有限より，ａｃ＝(－sgnｃ)∞α＝ｂｃであるので，ｂ＝－∞α■ 

                                         

(ⅳ) 結合集合(Ａ，Ｂ)＝φ ⇔「Ａ＝φ または Ｂ＝φ」■ 

 

(ⅴ) (ア) ａ＝ｂが有限の場合： 

 ｃが有限ならば，ａ，ｂ，ｃがすべて有限であるので，定理１の(ⅱ)より明らか． 

 ｃγならば，ａ＋ｃ＝ｃ＝ｂ＋ｃ 

(イ) ａ＝ｂ＝∞αの場合： 

 ｃが有限ならば，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃ 

 ｃ＝∞γならば，ａ＋ｃ＝∞max{α，γ}＝ｂ＋ｃ 

 ｃ＝－∞γ， α＞γならば，ａ＋ｃ＝∞α＝ｂ＋ｃ 

α＝γならば，ａ＋ｃ＝Θα＝ｂ＋ｃ 

α＜γならば，ａ＋ｃ＝－∞γ＝ｂ＋ｃ 

(ウ) ａ＝ｂ＝－∞αの場合： 

 ｃが有限ならば，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃ 

 ｃ＝∞γ， α＞γならば，ａ＋ｃ＝－∞α＝ｂ＋ｃ 

      α＝γならば，ａ＋ｃ＝Θα＝ｂ＋ｃ 

      α＜γならば，ａ＋ｃ＝∞γ＝ｂ＋ｃ 

 ｃ＝－∞γならば，ａ＋ｃ＝－∞max{α，γ}＝ｂ＋ｃ■ 

 

(ⅵ) ＡとＢは同符号または空集合であり，cardＡ＝cardＢであるので，結合集合(Ａ，Ｃ)と(Ｂ，Ｃ)も同符号ま

たは空集合で，card(Ａ，Ｃ)＝card(Ｂ，Ｃ)である■ 

 

(ⅶ) (ア) ａ＝ｂ ⇒ ａ－ｂ＝Θαの証明： 

ａ＝ｂ＝∞αならば，ａ－ｂ＝∞α－∞α＝Θα 

 ａ＝ｂ＝－∞αならば，ａ－ｂ＝－∞α－(－∞α)＝－∞α＋∞α＝∞α－∞α＝Θα 

(イ) ａ－ｂ＝Θα ⇒ ａ＝ｂの証明： 

ａ－ｂ＝Θαとなるのは，ａ＝ｂ＝∞α または ａ＝ｂ＝－∞αの場合だけである■ 

 

(ⅷ) ａΘγ，ｂΘγでａ＋ｃ＝ｂ＋ｃとなるのは，ａ＝ｂとａ≠ｂの両方の場合があるが，ａ≠ｂでなけれ

ば当然ａ＝ｂである． 

 ａΘγ，ｂΘγならばａ＋ｃ≠ｂ＋ｃであるので仮定に反する． 

 ａΘγ，ｂΘγならばａ＋ｃ≠ｂ＋ｃであるので仮定に反する． 
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 ａΘγ，ｂΘγならばａ＋ｃ＝ａ，ｂ＋ｃ＝ｂ，ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃよりａ＝ｂ■ 

                                      

(ⅸ) ａΘγ，ｂΘγでａｃ＝ｂｃとなるのは，ａ＝ｂとａ≠ｂの両方の場合があるが，ａ≠ｂでなければ当

然ａ＝ｂである． 

 ａΘγ，ｂΘγならばａｃ≠ｂｃであるので仮定に反する． 

 ａΘγ，ｂΘγならばａｃ≠ｂｃであるので仮定に反する． 

 ａΘγ，ｂΘγならばａｃ＝(sgnｃ)ａ，ｂｃ＝(sgnｃ)ｂ，ａｃ＝ｂｃよりａ＝ｂ■ 

 

16 定理10（不等式に関する諸性質その１） 

ａ，ｂＵ(Ω)，ａａ，ｂｂとすれば，次の関係が成り立つ． 

(ⅰ) ａ＜ｂ ⇔ ｂ－ａ＞０ 

(ⅱ) ａ＜ｂ ⇔ ｂ－ａ＞０ 

 証明 (ⅰ) Ａ，Ｂを，ＡＩＮＴ＝ａ，ＢＩＮＴ＝ｂ，Ａ∩Ｂ＝φとなる正規集合とする． 

(ア) ａ＜ｂ ⇒ ｂ－ａ＞０の証明： 

仮定ａ＜ｂより，∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψは正の正規集合である．ここで， 

{Ｂ∪(－Ａ)}∪(－φ)＝Ｂ∪(－Ａ) 

であるので，∀ψ，[{Ｂ∪(－Ａ)}∪(－φ)]ψは正の正規集合である． 

(イ) ｂ－ａ＞０ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

ｂ－ａは確定数である．実際，不定数とすれば，ｂ－ａ＝Θαでなくてはならないので，仮定ｂ－ａ＞０に反す

る．したがって， 
∀ψ，[{Ｂ∪(－Ａ)}∪(－φ)]ψ 

は正の正規集合であるので，∀ψ，{Ｂ∪(－Ａ)}ψは正の正規集合である■ 

 

(ⅱ) ａ＜ｂは，「∀ａａ，∀ｂｂ，ａ＜ｂ」のことであり， 

ｂ－ａ＝∪ａａ,ｂｂ(ｂ－ａ) 

であるので，(ⅰ)より，(ⅱ)を得る■ 

 

17 定理11（不等式に関する諸性質その２） 

 ａ，ｂ，ｃ，ｄΩとすれば，次の関係が成り立つ． 

(ⅰ) ｃが有限ならば，「ａ＜ｂ ⇔ ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ」 

(ⅱ) ｃが正の有限ならば，「ａ＜ｂ ⇔ ａｃ＜ｂｃ」 

(ⅲ) ｃが負の有限ならば，「ａ＜ｂ ⇔ ａｃ＞ｂｃ」 

(ⅳ) ｃγならば， 

「ａ＜ｂ ⇒『ａ＋ｃ＝ｂ＋ｃ』or『ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ』or『ａ＋ｃ≦ｂ＋ｃ』」 

(ⅴ) ｃγならば，「ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ ⇒ ａ＜ｂ」 

(ⅵ) ｃ＝∞γならば，「ａ＜ｂ ⇒ ａｃ≦ｂｃ」 

(ⅶ) ｃ＝∞γならば，「ａｃ＜ｂｃ ⇒ ａ＜ｂ」 

(ⅷ) ａ＜ｂ，ｃ＜ｄならば，ａ＋ｃ＜ｂ＋ｄ  

(ⅸ) ０＜ａ＜ｂ，０＜ｃ＜ｄならば，０＜ａｃ＜ｂｄ  

証明 (ⅰ) 仮定「ｃが有限」より，ａ＋ｃ，ｂ＋ｃはともに確定数である． 

 (ア) ａ＜ｂ ⇒ ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃの証明： 

(ｂ＋ｃ)－(ａ＋ｃ)＝ｂ＋ｃ－ａ－ｃ (∵定理８の(ⅲ)，定理７の(ⅱ)) 

＝(ｂ－ａ)＋(ｃ－ｃ) (∵定理７の(ⅰ)と(ⅱ)) 

＝ｂ－ａ (∵ｃは有限) 
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            ＞０ (∵仮定ａ＜ｂ，定理10の(ⅰ))   

であるので，定理10の(ⅰ)より，ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃを得る． 

(イ) ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

 (ｂ＋ｃ)－(ａ＋ｃ)＞０ (∵仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃ，定理10の(ⅰ)) 

 ここで， 

(ｂ＋ｃ)－(ａ＋ｃ)＝ｂ＋ｃ－ａ－ｃ (∵定理８の(ⅲ)，定理７の(ⅱ)) 

＝(ｂ－ａ)＋(ｃ－ｃ) (∵定理７の(ⅰ)と(ⅱ)) 

＝ｂ－ａ (∵ｃは有限) 

であるので，ｂ－ａ＞０，すなわち，ａ＜ｂを得る■ 

 

(ⅱ) (ア) ａ＜ｂ ⇒ ａｃ＜ｂｃの証明： 

ａ，ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃはすべて有限である． 

ａが有限でｂ＝∞αならば，ｃが正の有限より，「ａｃは有限でｂｃ＝∞α」である． 

 ａが有限でｂ＝－∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する． 

 ｂが有限でａ＝∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する．  

 ｂが有限でａ＝－∞αならば，ｃが正の有限より「ａｃ＝－∞αでｂｃは有限」である． 

ａ，ｂが無限大ならば，ｃが正の有限より，「ａｃ＝ａでｂｃ＝ｂ」である． 

したがって，仮定ａ＜ｂが成り立つ場合は，いずれの場合も，ａｃ＜ｂｃを得る． 

(イ) ａｃ＜ｂｃ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

ａｃ，ｂｃはともに確定数であるので， 

ｂｃ－ａｃ＞０ (∵仮定ａｃ＜ｂｃ，定理10の(ⅰ)) 

となり，ｂｃ－ａｃも確定数である．したがって，定理８の(ⅰ)より， 

ｂｃ－ａｃ＝(ｂ－ａ)ｃ＞０ 

と変形できるので，仮定ｃ＞０より，ｂ－ａ＞０，すなわち，ａ＜ｂを得る■ 

 

(ⅲ) (ア) ａ＜ｂ ⇒ ａｃ＞ｂｃの証明： 

ａ，ｂが有限ならば，ａ，ｂ，ｃはすべて有限である． 

ａが有限でｂ＝∞αならば，ｃが負の有限より，「ａｃは有限でｂｃ＝－∞α」である． 

ａが有限でｂ＝－∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する． 

ｂが有限でａ＝∞αならば，ｂ＜ａとなるので仮定に反する． 

ｂが有限でａ＝－∞αならば，ｃが負の有限より，「ａｃ＝∞αでｂｃは有限」である． 

ａ，ｂが無限大ならば，ｃが負の有限より，「ａｃ＝－ａでｂｃ＝－ｂ」である．また， 

仮定ａ＜ｂと定理２の(ⅱ)より，－ａ＞－ｂである． 

 したがって，仮定ａ＜ｂが成り立つ場合は，いずれの場合も，ａｃ＞ｂｃを得る． 

(イ) ａｃ＞ｂｃ ⇒ ａ＜ｂの証明： 

ａｃ，ｂｃはともに確定数であるので， 

ａｃ－ｂｃ＞０ (∵仮定ａｃ＞ｂｃ，定理10の(ⅰ)) 

となり，ａｃ－ｂｃも確定数である．したがって，定理8の(ⅰ)より， 

ａｃ－ｂｃ＝(ａ－ｂ)ｃ＞０ 

と変形できるので，仮定ｃ＜０より，ａ－ｂ＜０，すなわち，ａ＜ｂを得る■ 
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(ⅳ) 次の４つの場合(ア)～(エ)に分けて証明する． 

(ア) ａ，ｂΘγの場合は，仮定ａ＜ｂより， 

①ｃ＝∞γならば，次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ｃ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝Θγ≦ｃ＝ｂ＋ｃ  

   ②ｃ＝－∞γならば，次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ｃ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝ｃ≦Θγ＝ｂ＋ｃ 

(イ) ａΘγ，ｂΘγの場合は，仮定ａ＜ｂより，∞γ＜ｂとなるので，仮定ｃγより，次のいずれかが成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ｃ＜ｂ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝Θγ＜ｂ＝ｂ＋ｃ 

(ウ) ａΘγ，ｂΘγの場合は，仮定ａ＜ｂより，ａ＜－∞γとなるので，仮定ｃγより，次のいずれかが成り立

つ． 

ａ＋ｃ＝ａ＜ｃ＝ｂ＋ｃ， ａ＋ｃ＝ａ＜Θγ＝ｂ＋ｃ 

(エ) ａΘγ，ｂΘγの場合は，仮定ａ＜ｂより， 

∞γ＜ａ＜ｂ， ａ＜ｂ＜－∞γ， 「ａ＜－∞γ，∞γ＜ｂ」 

のいずれかであるが，仮定ｃγより，いずれにおいても，次の式が成り立つ． 

ａ＋ｃ＝ａ＜ｂ＝ｂ＋ｃ■ 

 

(ⅴ) 次の４つの場合(ア)～(エ)に分けて証明する． 

(ア) ａ，ｂΘγの場合は，仮定ｃγより，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

(イ) ａΘγ，ｂΘγの場合は， 

ｂ＜－∞γ または ∞γ＜ｂ 

である．ここで， 

① ∞γ＜ｂならば，ａΘγ≦∞γ＜ｂより，ａ＜ｂが成り立つ． 

② ｂ＜－∞γならば，仮定ｃγより， 

「ａ＋ｃ＝ｃ，ｂ＋ｃ＝ｂ＜－∞γ」または「ａ＋ｃ＝Θγ，ｂ＋ｃ＝ｂ＜－∞γ」 

    であるので，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

(ウ) ａΘγ，ｂΘγの場合は， 

ａ＜－∞γ または ∞γ＜ａ 

である．ここで， 

① ∞γ＜ａならば，仮定ｃγより， 

「∞γ＜ａ＝ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ＝ｃ」または「∞γ＜ａ＝ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ＝Θγ」 

  であるので，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

② ａ＜－∞γならば，ｂΘγ≧－∞γ＞ａより，ｂ＞ａが成り立つ． 

(エ) ａΘγ，ｂΘγの場合は，次のいずれかである． 

① ∞γ＜ａ，∞γ＜ｂ    ② ∞γ＜ａ，ｂ＜－∞γ 

③ ａ＜－∞γ，∞γ＜ｂ   ④ ａ＜－∞γ，ｂ＜－∞γ 

仮定ｃγより，いずれも，ａ＋ｃ＝ａ，ｂ＋ｃ＝ｂである．したがって， 

 ①のときは，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃより，ａ＜ｂ 

 ②のときは，ｂ＋ｃ＝ｂ＜－∞γ＜∞γ＜ａ＝ａ＋ｃとなるので，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃは成り立たない． 

 ③のときは，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃより，ａ＜ｂ 

 ④のときは，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃより，ａ＜ｂ 

 以上(ア)～(エ)により，仮定ａ＋ｃ＜ｂ＋ｃが成り立てば，定理は成り立つ■ 

 

(ⅵ) 仮定ａ＜ｂより，次の５つの場合(ア)～(オ)に分けて証明する． 

(ア) ０≦ａ＜ｂならば，ａ，ｂは非負の整数で，仮定ｃ＝∞γ＞０である．したがって， 

定理１の(ⅰ)より，ａｃ＜ｂｃである． 
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(イ) ａ＜０≦ｂならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＜０≦ｂｃである． 

(ウ) －∞γ≦ａ＜ｂ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＝－∞γ＝ｂｃである． 

(エ) ａ＜－∞γ≦ｂ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＝ａ＜－∞γ＝ｂｃである． 

(オ) ａ＜ｂ≦－∞γならば，仮定ｃ＝∞γより，ａｃ＝ａ＜ｂ＝ｂｃである■ 

 

(ⅶ) 仮定ａｃ＜ｂｃより，次の５つの場合(ア)～(オ)に分けて証明する． 

(ア) ０≦ａｃ，ｂｃならば，仮定ｃ＝∞γ＞０より，ａ，ｂは非負の整数になる．したがって，定理１の(ⅰ)よ

り，ａｃ＜ｂｃならば，ａ＜ｂである． 

(イ) ａｃ＜０≦ｂｃならば，仮定ｃ＝∞γより，ａは負の整数，ｂは非負の整数になるので，ａ＜ｂである． 

(ウ) －∞γ≦ａｃ，ｂｃ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，仮定ａｃ＜ｂｃは成り立たない． 

(エ) ａｃ＜－∞γ≦ｂｃ＜０ならば，仮定ｃ＝∞γより，ａ＜－∞γ≦ｂ＜０である． 

(オ) ａｃ，ｂｃ≦－∞γならば， 

(－ａ)ｃ，(－ｂ)ｃ≧∞γ， 

仮定ｃ＝∞γ＞０， 

仮定ａｃ＜ｂｃより，(－ａ)ｃ＞(－ｂ)ｃ 

であるので，(ア)より，－ａ＞－ｂ，すなわち，ａ＜ｂを得る． 

以上(ア)～(オ)により，仮定ａｃ＜ｂｃが成り立てば，定理は成り立つ■ 

 

(ⅷ) 仮定ａ＜ｂ，ｃ＜ｄより， 

ｂ－ａ＞０， ｄ－ｃ＞０ (∵定理10の(ⅰ)) 

であるので，ｂ－ａ，ｄ－ｃは，ともに確定数である．したがって， 

(ｂ－ａ)＋(ｄ－ｃ)＞０ (∵定理１の(ⅰ)) 

である．ここで，左辺を変形すれば， 

(ｂ－ａ)＋(ｄ－ｃ) ＝ｂ－ａ＋ｄ－ｃ (∵定理７の(ⅱ)) 

           ＝(ｂ＋ｄ)－(ａ＋ｃ) 

(∵定理７の(ⅰ)と(ⅱ)，定理８の(ⅰ)と(ⅱ)) 

したがって，(ｂ＋ｄ)－(ａ＋ｃ)＞０であるので          

 ａ＋ｃ＜ｂ＋ｄ (∵定理10の(ⅱ)) 

が成り立つ■ 

 

(ⅸ) 定理１の(ⅰ)より明らか■ 
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お わ り に 

 

 私は，ある高校で，理数科の生徒を担当する機会がありました．この学校の理数科は，発足したばかりの新しい

科で，その運営方針は，単なる特進クラスではなく，本当に理科・数学の興味を育てることに主眼をおいた名称通

りの科でした． 

 課題研究や工場見学をよく実施しました．しかし，私には，１つだけ疑問がありました．それは，課題研究とい

うと，実際に生徒が実施するのは，物理・化学・生物・地学の，いわゆる理科の分野ばかりで，数学の分野での研

究が全くないのはなぜだろうか，という疑問でした． 

自分が大学生のときも，たしかに卒業論文はありませんでした．そのことを考えると，高校生の段階で数学の研

究を課すのは無理があると思われているからなのか，と思ったりもしましたが，腑に落ちませんでした． 

 そこで，思い切って，数学の授業時間を使って，生徒に「数学の課題研究」を課すことにしました．いきなり研

究せよといっても，私自身がそうであったように，何から手をつけてよいか分からない生徒が多いだろうと思い，

次の指示をしました． 

（ア）現在疑問に思っている数学上の疑問を各自１０問ずつ出す． 

（イ）その問題を生徒間で情報交換して解いていく． 

（ウ）１か月過ぎても解けずに残っている問題を，個人またはグループで研究する． 

 

 しかし，この方法は，最初の段階で，つまずきました．その原因は，生徒が，いままで疑問に思ってきたことを

忘れてしまっていて，疑問そのものを生徒自身が認識していないということでした．１人１０問というのも多すぎ

たのかもしれませんが，生徒は，参考書・問題集および図書館の蔵書から問題を拾ってくるようになり，答えも写

してきていました．そこで，改めて，次の指示をしなくてはなりませんでした． 

     （エ）テーマをさがすのに本を見てはいけない． 

（オ）本は疑問を解決するときの参考資料としてだけ利用を認める． 

 

 生徒の，この実情を知ってからは，多少飛躍があるかもしれませんが，私は，小学生の夏休みの１人１研究の多

くが，理科・社会の分野であることの弊害がでているのではないかと気になるようになりました．数学の研究が容

易でないことは周知の通りですが，理科・社会と同じで，数学にも研究する余地はたくさんあります．歴史に残る

ような大発見につながる研究は，どの分野でも簡単ではありません．しかし，課題研究を，こんなことも成り立つ

のか，と本人が見つけながら学習する発見学習の延長線上にとらえれば，小学生でも，中学・高校生でも研究はで

きるのではないかと思います．以来，私が担当する生徒には，そのことを意識して教えることにしました． 

 

 上記の「数学の課題研究」で，四角形の合同条件について研究し，レポートを提出してくれた生徒（３人のグル

ープ）がいました．動機は，今までに，だれもこの考えをしたことがないと思ったからだということでした． 

本からひろってきた問題ではなく，まったくのオリジナルなテーマを研究する生徒が現れたということで，私は

大変うれしく思いました．せめて高校生には，この程度の指導は必要ではないかと思いながら，私自身は拡大実数

の研究をしていました．生徒に，「数学は単に学ぶだけのものではなく創るものである」といっていた自分が途中

でやめるわけにはいきません．いま思えば，それが適度なプレッシャーになって，４７年間も研究をし続けること

ができたのではないかと思っています． 
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