
誤差論 
測定値の信頼性と平均法 



誤差の定義 

• 誤差(ε)とは測定値(x)から真値（μ、X）を引い

た値とする。しかし、真値を求めることは可能
でないから、それを予測する値が必要になる。
これが最確値(x�)である。 

(a)誤差 ε = x − X …(1.1) 
(b)残差 v = x − x� …(1.2) 

 



分類 
(a)原因による分類 
 1）器械的誤差：セオドライトのエンコーダ誤差 
 2)外部影響による誤差：温度変化による光波の
遅延 
 3）個人的誤差：人的観測誤差（偏り） 
(b)性質による分類 
 1）過失：大きな誤差、角度の読み間違い 
 2）系統誤差：システマチックな誤差、気差、球差 
 3）偶然誤差：観測値から過失、系統誤差を除い
た後に依然として残る小さなばらつきの誤差 

 



(c)数学上の定義による分類 
 1）真の誤差 
  ε = x − X …(1.1) 
 2）平均誤差 
  d = [|ε|]

n
≈ [|v|]

n
 …(2.1) 

  ここで、ｎ：測定回数 
 3）単位重さ当たりの標準偏差 

  σ = lim
n→∞

[εε]
n

 …(2.2) 

 



式(2.2)を予測する値は 

 σ = [vv]
n−1

 …(2.3) 

から計算される。 
重み付き観測値の場合 

 σ = [pvv]
n−1

 …(2.3’) 

 4）平均値の標準偏差（統計学では「標準誤差」という） 

 σm = [vv]
n(n−1)

 …(2.4) 

重み付き観測値の場合 

 σm = [pvv]
[p](n−1)

 …(2.4’) 

 



(問題①)標準偏差 
次の式を作れ。  

σ= [vv]
n−1

 

ここで、[ ]＝Σ、ｖ：残差、ｎ：測定値の数 
（解説） 
誤差ε = x − X…① 
-)残差v = x − x�…② 
      ε − v = x� − X  
または 
  ε = (x� − X) + v …③ 

 



これを平方すると 
  ε2 = (x� − X)2+2v x� − X + v2 …④ 
ｎ個の観測を行えば、 
  ε12 = (x� − X)2+2v1 x� − X + v12  
 ε22 = (x� − X)2+2v2 x� − X + v22  
…. 
+)εn2 = (x� − X)2+2vn x� − X + vn2  
ε2 = n(x� − X)2+2 x� − X v + [v2] …⑤ 

 



そこで、標準偏差の定義はσ = εε /n,それぞ
れの観測値x1, x2, … , xnの標準偏差は
σ1,σ2, … ,σnとすれば、平均値の標準偏差（標
準誤差）σmは、平均値 

x� =
[x]
n

=
x1
n

+
x2
n

+ ⋯+
xn
n

 

から 

σm2 =
σ12

n2
+
σ22

n2
+ ⋯+

σn2

n2
 

 



通常σ = σ1 = σ2 = ⋯ = σnで表されるので 

σm2 = n
σ2

n2 =
σ2

n  

 ∴ σm = σ
n

 …⑥ 
また誤差あるいは残差の総和はゼロであるので、 
 ｖ = v1 + v2 + ⋯+ vn = 0 …⑦ 
そこで、式⑤で⑦を用い、ｎで割れば 

ε2 = n(x� − X)2+2 x� − X + [v2] 

  ε
2

n
= x� − X 2 + v2

n
= σ2…⑧ 

この式で x� − X 2は平均値(x�)の分散なので 

  x� − X 2 = σ2

n
 …⑨ 



これを⑧に適用して
ε2

n
= 𝜎2

𝑛
+ v2

n
= σ2 

σ2

n +
v2

n =
𝑛𝜎2

𝑛  

又は 
v2

n =
𝑛𝜎2

𝑛 −
σ2

n =
n − 1

n σ2 

σ2 =
n

n − 1
v2

n  

∴ σ2 =
v2

n − 1 

σ = [vv]
n−1

…⑩ 



偶然誤差の法則 

偶然誤差とは、測定値から過失、定誤差、系統誤差を取
り除いた後、依然として残る小さなバラツキ誤差である。 
そこで、偶然誤差の法則は、次のとおりとする。 
 (1)正の誤差と負の誤差は等偶然に起こり、同じ大きさ
の観測値の度数は等しい。 
 (2)大数の観測において、その誤差は限界をもち、観測
値は±ℓ間に存在する。 
 (3)測定値から誤差を取り除いた値が最確値である。 
•    



図1.1のような左右対称な曲
線をガウスの正規分布曲線
(Gaussian Normal 
Distribution Curve)という。ま
た、誤差密度曲線とも呼ば
れる。その曲線式は 

  y = 1
2πσ

e−
1
2

ε
σ

2

 …(3.1) 
h = 1

2σ� とおけば   
y = h

π
e−h2ε2…(3.2) 

と表すことができる。 
 

図1.1 



正規分布曲線の誘導 
（問題） 

 y = h
π

e−h2ε2の式を誘導しよ

う。 

真の誤差をε、それが起こる確
率をf(ε)とすると 
  y = f ε  …① 
と書ける。ｎ個の測定値に関し
て、それぞれの誤差の起こる
確率は, 
  f ε1 , f ε2 , … , f(εn)…② 
また誤差はそれぞれ 
ε1 = x1 − X  
ε2 = x2 − X  
…… 
εn = xn − X…③ 

 



式②から誤差ε1, ε2, … , εnがそれ
ぞれ同時に起こる確率Pは 
  P = f ε1 f ε2 … f(εn)…④ 
自然対数をとると 
ln P = ln f ε1 + ln f ε2 + ⋯+
ln f(εn)…⑤ 
真値Xの最確値は確率Pを最大
にするから 

  d(ln P)
dX

= d(ln f(ε1))
dε1

∙ dε1
dX

+
d(ln f(ε2))

dε2
∙ dε2
dX

+ ⋯+ d(ln f(εn))
dεn

∙
dεn
dX

= 0…⑥ 
ε1 + ε2 + ⋯+ εn = ε = 0…⑦ 

 

誤差εをXで微分すると 

  dε1
dX

= dε2
dX

= ⋯ = dεn
dX

= −1 …⑧ 
式⑥に式⑧を代入すると 

  d(ln P)
dX

= d(ln f(ε1))
dε1

+ d(ln f(ε2))
dε2

+
⋯+ d(ln f(εn))

dεn
= 0…⑨ 

式⑨を次のように変形する。 

  ε1 ∙
d(ln f(ε1))
ε1∙dε1

+ ε2 ∙
d(ln f(ε2))
ε2∙dε2

+
⋯+ εn ∙

d(ln f(εn))
εn∙dεn

= 0…⑩ 
 
 

 



式⑦と式⑩は同時に満足す
べきなので、 

  d(ln f(ε1))
ε1∙dε1

= d(ln f(ε2))
ε2∙dε2

= ⋯ =
d(ln f(εn))
εn∙dεn

= 一定…⑪ 

  d(ln f(ε))
ε∙dε

= k…⑫ 

  d(ln f(ε))
dε

= εk …⑫’ 
とおき、式⑫’を積分すると 

�
d(ln f(ε))

dε
∙ dε = �kε ∙ dε 

 
 

または 

ln f(ε) =
k
2
ε2 + c = Ce 

又は 

  f ε = e
k
2∙ε

2+c = Ce
k
2ε
2
…⑬ 

また、誤差εが増加すれば、そ
の確率f(ε)は小さくなるので、 

k
2

= −h2 

とおけば、 
  f ε = Ce−h2ε2…⑭ 

 



誤差曲線の確率面積は 
∫ f ε ∙ dε = 1+∞
−∞ …⑮ 
であり、f −ε = f ε であることから、 
  ∫ f ε ∙ dε = ∫ C ∙ e−h2ε2dε = 2C∫ e−h2ε2+∞

0
+∞
−∞ dε = 1+∞

−∞  
                                 …⑯ 
または 

1
2C

= � e−h2ε2
+∞

0
dε = � e−t2

dt
t

∞

0
 

ここで、hε = t, hdε = dtとおいた。 

  h
2C

= ∫ e−h2ε2+∞
0 dε = ∫ e−t2dt∞

0 …⑰ 
 

 



そこでこの定積分を求めるには、 

� e−t2dt
∞

0
= � e−v2dv = A

∞

0
 

ここで、v=tu、あるいはdv=t.duなので 

A2 = � � e−(t2+v2)
∞

0

∞

0

dv ∙ dt

= � du� e−t2(1+u2)t ∙ dt
∞

0

∞

0
 

 



そこで 

� e−t2(1+u2)t ∙ dt
∞

0
=

e−t2(1+u2)

2(1 + u2)
0

∞

=
1

2(1 + u2)
 

なので、 

A2 =
1
2
�

du
1 + u2

=
1
2

tan−1∞ − tan−10 =
π
4

∞

0
 

そして 

  ∫ e−t2dt = ∫ e−v2dv = π
2

∞
0

∞
0 …⑱ 
 



を得る。式⑰と式⑱は等しいので、 
h

2C
=

π
2

 

又は 

  C = h
π

….⑲ 

これを式⑭に代入すると 

f ε = h
π

e−h2ε2 …⑳ 

を得る。 
 



標準偏差 

誤差曲線式はy = h
π

e−h2ε2

であり、これをy = h
π

e−h2x2

とおき、xに関して微分する
と 
  dy
dx

= −2h2xy…(1.4.1) 
を得る。すなわち、その曲
線の接線を示しているから、 
x=0のとき 

dy
dx

= 0 

y=0のとき 
dy
dx

= 0 
 

x=0のとき、その接線はｘ軸
（すなわち誤差軸）に平行で
あり、y=0のときその接線は
ｘ軸に平行になることを表し
ている。 

そこで、
d2y
dx2

を求めると 

  d
2y
dx2

= 2h2y(2h2x2 −
1)…(1.4.2) 

 



すなわち
d2y
dx2

= 0はその曲線

の変曲点を表すので、y=0、又
は2h2x2 − 1 = 0から、 

  x = ± 1
h 2

….(1.4.3) 

またh = 1
2σ
なので、 

  x = ± 1
1
2σ
∙ 2

= ±σ          

             …(1.4.4) 
 

つまり、変曲点の位置は
標準偏差の値に等しい位
置になる。 
標準偏差は誤差の二乗
の総和の平均であること
から、平均二乗誤差
(mean square error)と呼

ばれ、その標準偏差の二
乗は分散(variance)である。 



ヒストグラム 
同じ対象で一定の分類でき
る事象の起こる度数と事象
との関係はヒストグラムで
表すのが最も有力な方法で
ある。 
表2-1は一つのクラスの個
人個人の体重測定を行った
結果、最低の体重53kg、最
高の体重85kgであった。そ
こで体重の級の幅(class 
interval)を決定しなければ
ならないから 
測定範囲＝86-53＝33kg 
 

 

表2-1 
53 87 85 60 78 70 68 
55 75 83 57 63 74 79 
58 81 76 61 65 64 80  
68 70 62 73 65 68 65 
62 73 68 81 72 71 64         
65 67 67 69 71   
（級の数） 
①10～25 
②測定単位より大きくする            

 



級の数10：33/10＝3.3 
級の数25：33/25＝1.3 
∴級の幅＝3.3ｋｇ 
階級名 
52-55,55-58、…、85-88 

 

階級値 階級名 度数 累積度数 相対度数 
累積相対
度数 

51.5 50-53 0 0 0 0 

54.5 53-56 1 1 0.5 0.5 

57.5 56-59 2 3 1 1.5 

60.5 59-62 2 5 1 2.5 

63.5 62-65 4 9 2 4.5 

66.5 65-68 6 15 3 7.5 

69.5 68-71 7 22 3.5 11 

72.5 71-74 5 27 2.5 13.5 

75.5 74-77 4 31 2 15.5 

78.5 77-80 2 33 1 16.5 

81.5 80-83 4 37 2 18.5 

84.5 83-86 1 38 0.5 19 

87.5 86-89 2 40     

  合計 40       



（問）表2.1の体重のヒスト
グラムを用いて、2000人
の学生の70ｋｇ以下の数
を求めよ。 
22/40×2000＝1100人 



パラメータ 

(1)位置の測定 
 算術平均

x� =
1
n

x1 + x2 + ⋯+ xn = [x]
n

 

 重量平均 
𝑥̅

=
w1x1 + w2x2 + ⋯+ wnxn

w1 + w2 + ⋯+ wn

=
[wx]
[w]

 

 

(2)散布測定 
ある観測値の値域はその集
合の最大値と最小値の差で
表される。 
散布測定としては、分散、又
はその平方根の標準偏差が
用いられる。 

σ2 =
[(x − x�)2]

n − r
 



ここで 
σ2：標準偏差(平均二乗
誤差)の平方値 
ｘ：観測値 
x�：平均値 
ｎ：測定回数 
ｒ：自由度（未知数の数） 

 

 



平均値・メジアン・モード 

算術平均値 
一連の数x1,x2,…,xnの平均
値（算術平均値） 

x� = x1+x2+⋯+xn
n

= ∑ x
n

    (1) 
(例)8,3,5,12,10の算術平
均 

x� =
8 + 3 + 5 + 12 + 10

5
=

38
5

= 7.6 

 

重量平均 
数x1,x2,…,xnはそれぞれ
f1,f2,…,fn回起こるならば、
平均値は 

x� = x1f1+x2f2+⋯+xnfn
f1+f2+⋯+fn

=
∑ xf
∑ f

   (2) 

で計算される。 
 



(例)データ5,8,6,2は、それ
ぞれ3,2,4,1回起こる。 
重量平均を求めよ。 
x�

=
5 × 3 + 8 × 2 + 6 × 1

3 + 2 + 4 + 1
=

57
10

= 5.7 

 

メジアン（中央値） 
• 小さな数から大きな数
へと順番に並べた一連
の数のメジアン（中央
値）は、奇数の場合そ
の中央の値、偶数の場
合二つの数の平均であ
る。 
 



（例1）3,4,4,5,6,8,8,8,10： 
メジアン＝6 
（例2）
5,5,7,9,11,12,15,18： 
メジアン＝(9+11)/2＝10 

 

身長㎝ 度数f 累
計 

118-126 3 3 
127-135 5 8 
136-144 9 17 
145-153 12 29 
154-162 5   
163-171 4   
172-180 2   
合計 40   

（例3）次の40名の身長の級
間（級幅）の級数と度数につ
いてメジアンを求める。 
 



方法① 補間法 
1）N/2＝40/2＝20：メディアンはf＝
20にある。 
2）最初の3つの級数の合計3+5+9＝
17であり、 
20-17＝3足りない。 
3）これは4番目の級数の12の度数
の内で3足りないので、 
メジアン＝144.5+3/12(153.5-144.5)
＝146.8 

 

方法② 公式による 
N/2=40/2=20にメジアンがある。 
最初の3つの合計17 
最初の4つの合計29➭ここにメジア
ンがある。 
メジアンの最小境界値L1＝144.5 
全度数N=40 
(Σf)₁＝メディアンを含まない下位の
級数の全度数＝3+5+9＝17 
fm＝メジアンの度数＝12 
ｃ＝メジアンの級幅＝153.5-144.5＝
9 
メジアン＝L1+[(N/2-(Σf)₁)/fm]c…(4) 
＝144.5+[(40/2-17)/12]×9＝
144.5+2.25＝146.8 

 



モード（最頻値） 
（例a） 
平均、メジアン、モードの計算 
2,2,3,5,5,5,6,6,8,9 
平均＝
1
10

2 + 2 + 3 + 5 + 5 + 5
+6 + 6 + 8 + 9 =

5.1 
メジアン＝2つの中央値の平
均＝(5+5)/2＝5 
モード＝最も多く現れる値＝5 

 

(例b)平均、メメジアン、
モードの計算 
51.6,48.7,50.3,49.5,48.9 
平均＝
1
5

48.7 + 48.9 + 49.5
+50.3 + 51.6 =

49.8 
メジアン＝中央値＝49.5 
モード＝存在しない 

 



幾何平均 

G = x1x2 … xnn  ….(5) 
（例）2,3,6の幾何平均 

G = 2 × 3 × 63 = 3.3 
 

調和平均 

H =
1

1
n∑

1
x

=
n

∑ 1
x

 

1
H

=
∑1x
n

= 1
n
∑ 1
x
…(6) 

 



(例)2,3,6の調和平均 
1
H

=
1
3
�(

1
2

+
1
3

+
1
6

) =
1
3

 

H=3 
 

算術平均(平均)、幾何平
均と調和平均の関係 

H ≤ G ≤ x� 
 



(問題①)次の数値はデジ
タル図化機で測定したX
座標値の集合を示す。平
均値と標準偏差を求めよ。 

観 測
値 140.33 140.34 140.35 140.36 140.37 140.38 140.40

(m) 

度数 1 0 0 5 9 9 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
重量平均 

x� = 140mm +
[wx]
[w] = 140 +

9.68
26

= 140. . 37mm 
分散 

σ2 =
[wvv]
n − 1 =

0.00466
7 − 1

= 0.00078mm2 
標準偏差 

σ = 2.8mm 
 
 

Δｘ ｗ Δｘ・
ｗ ｖ ｖｖ ｗｖｖ 

0.33 1 0.33 -0.04231 0.00179 0.00179 
0.34 0 0 -0.03231 0.001044 0 
0.35 0 0 -0.02231 0.000498 0 
0.36 5 1.8 -0.01231 0.000151 0.000757 
0.37 9 3.33 -0.00231 5.33E-06 4.79E-05 
0.38 9 3.42 0.007692 5.92E-05 0.000533 

0.4 2 0.8 0.027692 0.000767 0.001534 
合計 26 9.68 -0.07615 0.004314 0.004662 



理論的確率分布 
二項分布 
任意の実験(trial)において、
ある事象が起こる確率p、起
こらない確率q=1-pならば、
その事象は確実にｎ回の実
験においてX回起こる。 
 

 

 p X = nCxpxqn−x =
n!

X! n−X !
pxqn−x 

ここで、 
X = 1,2, … , n  
n! = n n − 1 n − 2 … 1  
0! = 1  
上の式は17世紀後半に

James Bernoulliによって
発見されたベルヌーイ分
布である。 



(問題②) 
• 銅貨の6回の投におい
て、正確に2個の表の
出る確率を求めよ。 

• p = q = 1
2
 

• n=6, X=2なので 

• 6C2
1
2

2 1
2

6−2
=

6!
2!4!

1
2

6
= 15

64
 

 

• また、ベルヌーイは起こ
る確率p、そうでない確
率をqとするとき、ｎ回の
試みならば 

• (p + q)n= pn +
npn−1q +
n(n−1)

2!
pn−2q2 + ⋯+

qn 
 



それぞれ(p,q)の係数はPascal’s triangle(パスカルの三角数)
で表される。 
ｎ              (p + q)nの係数 
1              1   1 
2             1   2   1 
3           1   3   3   1 
4          1   4   6   4   1 
5        1   5   10   10  5  1 
6      1    6   15   20   15  6  1 
7     1    7  21   35   35  21  7  1 
8   1    8  28  56   70   56  28  8    1 
… 

 



(問題③)4人の子供をもつ
家庭について 
(a)少なくとも1人が男子、(b)
少なくとも1人が男子で1人
が女子である確率を求めよ。
ただし、男子、女子の生ま
れる確率は1/2とする。 

 

(p + q)4
= p4 + 4p3q
+ 6p2q2 + 4pq3
+ q4 

=
1

16
+

1
4

+
3
8

+
1
4

+
1

16
 

• 1
16

 :男４人、
1
4
:男３人女１

人、
3
8
：男２人女２人、

1
4
:男

１人女３人、
1
16

:男０人女４

人 
 



(a)少なくとも1人が男子 
1

16
+

1
4

+
3
8

+
1
4
＝

1 + 4 + 6 + 4
16

=
15
16

 

(b)少なくとも1人が男子で1
人が女子 

1
4

+
3
8

+
1
4

=
7
8

 

 

 



(問題④)4人の家族である
2000世帯の家庭について 
(a)少なくとも1人が男子、(b)2
人が男子 
(c)2人が女子、(d)女子なしは、
それぞれ何世帯であるか推定
せよ。 

 

(p + q)4

=
1

16
+

1
4

+
3
8

+
1
4

+
1

16
 

(a)少なくとも1人が男子 

2000 1
16

+ 1
4

+ 3
8

+ 1
4

=
2000 ∙ 15

16
= 1875 世帯 

(b)2000 ∙ 3
8

= 750世帯 

(c) 2000 ∙ 3
8

= 750世帯 

(d) 2000 ∙ 1
16

= 125世帯 
 



正規分布 

• この曲線をスムージン
グすると、正規分布曲
線になる。その平均値
から変曲点までの長さ
が標準偏差σに一致す
る。 

• また曲線の式は、 

• y = 1
2πσ

e−
1
2
x−x�
σ

2

 

 



そこで、x� = 0すなわち誤
差に関する正規分布曲線
における全面積を
1(100％)とし、σ=1と考え
るならば、これは標準正
規分布(standard normal 
distribution)であるから、 

y =
1
2π

e−
1
2t
2
 

ここで、t = x−x�
σ

 
 



(問題①)ｔ＝1.44より上方の
確率及びp=20％の境界値
を求めよ。 
    
  
  
  
 正規分布表より 
ｔ＝1.44⇒ｐ＝0.0749  
ｐ＝7.49％ 

 

ｐ1＝20.05⇒ｔ1＝0.84 
ｐ2＝19.77⇒ｔ2＝0.85 
Δp=0.28、Δt=0.01 
• ｔ＝0.84-0.01/0.28×0.05

＝0.838 



• (問題②)t=1、2、2.5、3のそ
れぞれの確率面積を求め
よ。 

• t=1→p=15.87％ 1σ=100％
-2×15.87%＝68.26％ 

• t=2→p=2.28％  2σ＝
100％-2×2.28％＝95.44％ 

• t=2.5→p=0.62％ 2.5σ＝
100％-2×0.62％＝98.76％ 

• t=3→p=0.13％ 3σ＝100％
-2×0.13％＝99.74％ 
 



(問題③)正規分布に従う
200個のx視差観測を行った
ところ、標準偏差σ=0.12ｍ
ｍ、平均値x� = 10.24mmで
ある。 
(1)x=10.00ｍｍと10.50ｍｍ
間の測定値の数 
(2)10.30ｍｍを超える観測
値の数 
(3)観測値の90％以下の下
方限界値を推定せよ。 

 

（１）t = x−x�
σ

 

t1 = 10.00−10.24
0.12

= −2.0 
→p=2.28％ 
t2 = 10.50−10.24

0.12
= 2.17 

→p=0.15％ 
したがって、その境界内の
面積は 
100％-(2.28+0.15)％＝
96.22％ 
であり、その範囲の観測値
の数は 
∴0.9622×200＝192個 
 



（２）t = x−x�
σ

 
 
 
 
 

t = 10.30−10.24
0.12

= 0.50 →p＝
30.85％ 
したがって、観測値の数は、 
0.3085×200＝62個 

 

(3) 観測値の90％以下の下方限
界値を推定せよ。 
p=-10%→t=-1.28 
   ｔ    p 
• 1.28 10.03% 
• 1.29  9.85% 
• 差0.01 0.18 
t=1.28+0.01×0.03/0.18＝1.28 

t =
x − x�
σ  

• x = x� − tσ = 10.24 − 1.28 ∙
0.12 = 10.09mm 

   



(問題④)街路に1000個の
防犯灯をつける。そのLED
の平均寿命は4万時間で
あり、その標準偏差は
8000時間とする。 
(a)LED灯を取り付けた後1
万時間で何個が切れる
か？ 
(b)LED灯の10％が切れる
のは何時間後か？ 

 

(a) 

t =
x − x�
σ
=

10000 − 40000
10000

= −3.0 
→p=0.13％ 
∴10000×0.0013＝13個 

 

1万時間

y

x

平均寿命＝4万時間

σ=1万



(b) 水銀灯の10％が切れ
るのは何時間後か？ 
p=-0.1000→t＝-1.28 
1003→1.28 

t =
x − x�
σ

 

x = x� + tσ = 4万 −
1.28 × 1万 = 2.7万時間
後 

 

 



(問題⑤)作業規程の準則
より検査高の99％が主曲
線間隔の1/4以内にその

誤差が超えないように規
定されているとき、等高線
間隔1ｍの地形図を作成

するには、最低いくらの精
度にすればいいか？ 

 

t =
x − x�
σ

 

x − x� = tσ = ∆ 

∆=
1
4

× 1m = 0.25m 

標準正規分布表より
p=0.5%→t=3.32 

∴ σ =
∆
t

=
0.25m
3.32

= 0.075m 
 



(問題⑥) 
5mｍの精度の光波測距
儀で、 
(a)2ｍｍ、(b)3ｍｍ、(c)5ｍ
ｍ 
の精度を得るには、最低
何回測定すればいいか。 

 

(a)σ =5mm,σm = 2mmよ
り 

σm =
σ
n

 

n = σ2

σm2
= 25

4
= 7(回) 

(b) n = σ2

σm2
= 25

9
= 3(回) 

(c) n = σ2

σm2
= 25

25
= 1(回) 

 



(問題⑦) 
図化機の実験で次のよう
なｘ座標の観測値を75個
得た。(a)最小値と最大値
のｔ値を求めよ。 
(b)3σ=99.74％のｔ値を許

容値とすれば、どの値を
棄却するか？ 
 
 

 

座標(μｍ) 7
5 

8
3 

8
7 

8
8 

8
9 

9
0 

9
1 

9
2 

9
3 

9
4 

9
5 

9
6 

9
8 

9
9 

度数 1 2 2 4 6 9 1
0 

1
2 9 7 5 5 2 1 

番号 x ｆ(度数） xf ｖ vv fvv 
1 75 1 75 -16.6 275.56 275.56 

2 83 2 16
6 -8.6 73.96 147.92 

3 87 2 17
4 -4.6 21.16 42.32 

4 88 4 35
2 -3.6 12.96 51.84 

5 89 6 53
4 -2.6 6.76 40.56 

6 90 9 81
0 -1.6 2.56 23.04 

7 91 10 91
0 -0.6 0.36 3.6 

8 92 12 11
04 0.4 0.16 1.92 

9 93 9 83
7 1.4 1.96 17.64 

10 94 7 65
8 2.4 5.76 40.32 

11 95 5 47
5 3.4 11.56 57.8 

12 96 5 48
0 4.4 19.36 96.8 

13 98 2 19
6 6.4 40.96 81.92 

14 99 1 99 7.4 54.76 54.76 

合計   75 68
70 -12.4 527.84 936 



x� =
[fx]
[f]

=
6870

75
= 91.6 

σ2 =
[fvv]
n − 1

=
936

14 − 1
= 72 
σ = 8.5 

(a)t1 = 75−91.6
8.5

= −1.95 

t2 =
99 − 91.6

8.5
= 0.87 

 

(b)有意水準x� ± 3σ 
x� ± 3σ = 91.6 ± 3 × 8.5

= 66.1 − 117.1 
∴棄却するデータはない。 

 



多次元観測 
• 未知数（真値）の個数が1個

ならば一次元観測、2個な
らば二次元観測である。し
たがって、二次元以上の未
知数をもつ観測を多次元観
測と言う。 

• また、多次元観測において
も、一次元観測と同じ標準
偏差をもつが、「相関」とい
う現象が起こってくる。つま
り、異次元観測値間で相関
するパラメータが存在する
ことになる。 
 

相関 
変数(x、y)間の相関は確率変
数間の相互の関係を描くもの
であって、それは共分散(co-
variance)によって表される。 
共分散 

σxy =
1

n − r
[(x − x�)(y − y�)] 

分散 

𝜎𝑥2 =
1

n − r
[(x − x�)2] 

σy2 =
1

n − r
[(y − y�)2] 

 



相関係数 

２つのデータ（変数）が、か
なりの程度の規則性をもっ
て、同時に変化していく性
質を相関という。 
相関を示す度合は、次の相
関係数ｒで表される。 

rxy =
σxy

σx ∙ σy
 

 

または 

rxy =
σxy
𝜎𝑥2𝜎𝑦2

=
[(x − x�)(y − y�)]

[(x − x�)2][(y − y�)2]

=
[vxvy]

vx2 [vy2]
 

rxyは-1～+1の間に存在す

る。 



F.N.Davidによる相関係数 
観 測
数 

3 4 5 6 7 8 10 12 15 20 25 

ｒ 0.99 0.95 0.88 0.82 0.75 0.7 0.63 0.58 0.52 0.45 0.39 

観 測
数 

50 100 200 400 ∞             

ｒ 0.28 0.2 0.14 0.1 0.01             

(問題①) 
• ある100回測定したXYZ
座標の集合から抽出し
た標本を次表に示す。
それぞれの相関係数を
求め、5％有意水準に

おいて観測値が信頼域
にあるかどうか判定せ
よ。 

母集団の相関係数ρ=0で5％有

意水準において、観測数ｎと最
小標本相関係数を与えている。 



番
号 

座標 
X Y Z 

10 21 39 73 
20 24 46 78 
30 20 38 74 
40 21 43 76 
50 18 37 71 
60 21 44 80 
70 22 41 77 
80 18 39 73 
90 23 41 75 

100 19 40 76 

番
号 

座標 
vx vy vz vx

vy 
vy
vz 

vz
vx 

vx
vx 

vy
vy 

vz
vz 

X Y Z 

10 21 39 73 0.3 -
1.8 

-
2.3 

-
0.5

4 
4.1

4 
-

0.7 
0.0

9 
3.2

4 
5.2

9 

20 24 46 78 3.3 5.2 2.7 17.
16 14 8.9

1 
10.
89 27 7.2

9 

30 20 38 74 -
0.7 

-
2.8 

-
1.3 

1.9
6 

3.6
4 

0.9
1 

0.4
9 

7.8
4 

1.6
9 

40 21 43 76 0.3 2.2 0.7 0.6
6 

1.5
4 

0.2
1 

0.0
9 

4.8
4 

0.4
9 

50 18 37 71 -
2.7 

-
3.8 

-
4.3 

10.
26 

16.
3 

11.
6 

7.2
9 

14.
4 

18.
5 

60 21 44 80 0.3 3.2 4.7 0.9
6 15 1.4

1 
0.0

9 
10.

2 
22.

1 

70 22 41 77 1.3 0.2 1.7 0.2
6 

0.3
4 

2.2
1 

1.6
9 

0.0
4 

2.8
9 

80 18 39 73 -
2.7 

-
1.8 

-
2.3 

4.8
6 

4.1
4 

6.2
1 

7.2
9 

3.2
4 

5.2
9 

90 23 41 75 2.3 0.2 -
0.3 

0.4
6 

-
0.1 

-
0.7 

5.2
9 

0.0
4 

0.0
9 

10
0 19 40 76 -

1.7 
-

0.8 0.7 1.3
6 

-
0.6 

-
1.2 

2.8
9 

0.6
4 

0.4
9 

合
計 

20
7 

40
8 

75
3 0 0 0 37.

4 
58.

6 
28.

9 
36.

1 
71.

6 
64.

1 

(単位μｍ) 



x� =
207
10

= 20.7µm 

y� =
408
10

= 40.8µm 

z� =
753
10

= 75.3µm 

rxy =
[vxvy]
vx2 [vy2] =

37.4
36.1 × 71.6 = 0.74

> 0.63 

ryz =
[vyvz]
vy2 [vz2]

=
58.4

71.6 × 64.1 = 0.86

> 0.63 

rzx =
[vzvx]
vz2 [vx2] =

28.9
64.1 × 36.1 = 0.60

< 0.63 
 

• したがって、X,Y,Zにおける
5％有意水準においてZ,X間
の相関係数のみが有意で
ないことを示しているが、XY
やYZ間の関係が一概に悪
いわけではない。上記の例
はステレオ図化機での観測
結果であり、測標（メスマー
ク）を測点に合わせる際、
無作為性を保つことが難し
いことを示す例である。 
 



観測値の表現 
• 観測値はそのまま利用すること

はなく、何らかの方法で最確値を
求め、これを利用するか、又は何
らかの条件が適用できる場合、
それを用いて調整して、最終的
な最確値とする。 

• また、測定した値や最確値は必
ずその信頼性を示す誤差(標準
偏差)や精度を添付して表現する
ことが必要である。 
 

(1)相加平均 
  x� = 1

n
x1 + x2 + ⋯+ xn = [x]

n
 

 (2)測定値の標準偏差 

  σ = [vv]
n−1

 

 (3)平均値の標準偏差(標準誤差) 

  σm = [vv]
n(n−1)

= σ
n
   

 (4)母平均
µ ≈ µm = 1

n
x�1 + x�2 + ⋯+ x�n =

[x�]
n

 
 (5)標準偏差の標準偏差 
  σs = σ

2n
 

 



(問題①) 
• 異なる３台のTS(トータ

ルステーション）で距離
をそれぞれ50個ずつ観

測し、次表の結果を得
た。観測値の99.74％
信頼水準における平均
値の精度と標準偏差の
標準偏差を求めよ。 
 

TS 観測数 平均値 標準偏差 

A 50 38ｍｍ 7ｍｍ 

B 50 44 10 

C 50 46 12 

p=99.74%→(100％-99.74％)/2＝
0.13→標準正規分布表よりt=3 
平均値の信頼限界x� ± tσ = x� ± 3σ
で表され、標準偏差の信頼限界も
σ ± 3σsで表される。 
TS-A 
σm = σ

n� = 7
50� = 0.99𝑚m 

σs = σ
2n� = 7

100� = 0.7mm 

x� ± 3σ = 38 ± 2.97
= 35.03,40.97mm 

σ ± 3σs = 7 ± 2.1 = 4.9,9.1mm 



TS-B 
σm = σ

n� = 10
50�

= 1.41mm 
σs = σ

2n� = 10
100�

= 1.0mm 
x� ± 3σ = 44 ± 4.23

= 39.77,48.23mm 
σ ± 3σs = 10 ± 3.0

= 7.0,13.0mm 
 

TS-合C 
σm = σ

n� = 12
50�

= 1.70mm 
σs = σ

2n� = 12
100�

= 1.2mm 
x� ± 3σ = 46 ± 5.1

= 40.9,51.1mm 
σ ± 3σs = 12 ± 3.6

= 8.4,15.6mm 
 



図から、TS-BとCはほぼ同族
であるが、TS-Aには系統誤
差（バイアス）が含まれるこ
とが推測できる。 
(註)有意水準(Level of 
significant)と信頼水準
(confidence level) 
10%(90％)→たぶん有効 
5％(95％)→有効 
1％(99％)～0.1％(99.9％)→
高い有効性 
(  )内は信頼水準 

 



検定 

• 実際の問題において、母
集団観測値の分析を、標
本を基にして行わなけれ
ばならない場合がある。 

• 観測値の抽出標本は、
確率変動をもつか、系統
変動をもつかのいずれか
であり、その2つについて
母集団を予測する。 
 

(1)確率変動 
 
 
 
 

• それぞれの標本集合の
平均値は同じであるが、
その度数に変化がある。
つまり、標準偏差が異な
る集合であるとき、確率
変動があるという。 
 



(2)系統変動(systematic 
variation) 

 

• 標本集合の標準偏差
は同じであるが、それ
ぞれの平均値が異なっ
た観測値の分布状態に
場合、これを系統変動
があるという。すなわち、
平均値の差は
δ = µ2 − µ1である。 
 



• そこで、検定により、δが
有意かどうかを判定する
のであるが、そこには確
率変動と系統変動が存
在する。そこで仮説を立
てる必要性がある。 

• 一つの仮説は帰無仮説
(null hypothesis)であり、
これを棄却にする基準は
有意水準(α = 
0.1％,1％,5％)で、この仮
説は初期仮説である。 
 

• もう一つの仮説は対立仮
説(alternative hypothesis)
である。 

• 信頼水準(1-α)は帰無仮
説が真実であるとき許さ
れる。(すなわち、(1-α)＝
99.9％、99％、95％) 
 



• 相対的に系統誤差をも
たない確率の最大確率
をβ(力関数)とし、(1-β)
が存在するとき、系統
的確率誤差がその集
合に存在する。 
 



U-検定 

• U-検定は平均値の差

が有意かどうかを検定
するもので、母平均μと
標本標準偏差σ、平均
値x�とを与えると、 

U =
x� − µ
σ

n�
=

x� − µ
σm

 

で表される。 

• UとUα(標準正規分布
曲線の面積表のt値)を
比較して合格・不合格
判定する。 
 



• (問題①)母平均μ=45ｍ、
標本標準偏差σ=5ｍ、
標本平均x�=49ｍが10
回観測における一つの
集合であるか、U-検定
において5％有意水準
で判定せよ。 
 

U =
x� − µ
σ

n�
=

49 − 45
5

10�
= 2.5 > 1.64(= Uα
= t) 

∴U>Uαなので帰無仮説

を棄却して、対立仮説を
採用し、有意差があると
結論付ける。 



スチューデントｔテスト 

母分散が既知の場合 
母平均μ、母分散σ、標本
平均x�とすると 

• Z = (x�−µ) n
σ

 

これは平均0、分散1の標

準正規分布に従うことを
利用して検定する。帰無
仮説はH0：x� = µである。
ｎ：標本数 

 
 

母分散が未知の場合、 

t =
(x� − µ) n − 1

s
 

また、ステューデントｔの
分布は対称であり、測定
回数ｎ≧30のとき有利で
ある。 

 



(問題③)  
54人の男性の身長データの平均
が175.8148cm，標準偏差は
8.014であった．  
身長の平均は170cmであると判
断してもよいか．ただし，有意水
準は5％とする． 
t = 175.8148−170

8.014
54−1�

= 5.28 <
2.007(t表より) 
2.5％より 
  ｎ   ｔ 
  40 2.021 
  60 2.000 
t=2.021-13×0.021/20＝2.007 
 

 

• このとき，自由度53，有意水
準5％のtの境界値は表より
2.007なので，  
「検定統計量(の絶対値)＞境
界値」より，  
帰無仮説は5％の有意水準で
棄却される．これにより，対立
仮説が採択され，このデータ
における身長の平均は170cm
とは異なる，となります． 
 



 



カイ二乗検定(𝛘𝟐-テストChi-Square) 

• χ2-テストは非対称分布で
あり、30個以上の自由度の
正規分布で、任意分布の
期待度数が用いられる。 

χ2 =
(o1 − e1)2

e1
+

(o2 − e2)2

e2

+ ⋯+
(on − en)2

en
 

= �
(oj − ej)2

ej

n

j=1

 

 

ここで、 
o1, o2, … , on :測定度数 
e1, e2, … , en :事象E1, E2, … , En
の期待度数 
χ2-テストは経験的分布に一致
する正規分布や二項分布の
ような理論的分布をテストする
のに非常に有利である。 

 



(問題④) 
コインの40回の投におい
て、表の度数を次のよう
に観測した。ただし、3枚
の銅貨を同時に投げたも
のとする。 
• 有意水準1％、5％にお
いて合否判定を行え。
ただし、χ2分布を用い
るものとする。 

表の数 3 2 1 0 

度数 9 11 19 1 

二項分布で推測される表の数は5,15,15,5
であるから 

χ2 =
(9 − 5)2

5 +
(11 − 15)2

15 +
(19 − 15)2

15

+
(1 − 5)2

5 = 8.5 



そこで、級は4個であり、
自由度は4-1＝3であるか
ら、 
χ2|p = 5%, n = 3 → 7.8

< 8.5 
χ2|p = 1%, n = 3 → 11

> 8.5 
∴χ2|p = 5%, n = 3 →
7.8 < 8.5 を不合格とす
る。 

 



F-テスト(F-test) 
 U-検定やスチューデントｔ分布

は平均値に関して、同じ母集
団に属しているかの検定で
あった。 

 Ｆ-検定（テスト）は標本分散間
の差の有意性を決定するもの
である。 

 F = 比較的大の標準偏差
2

比較的小の標準偏差
2 =

σmax
2

σmin
2  

 通常、Ｆ値は1より大きい数に
なることは明らかである。 
 

 F検定(等分散の検定) 
まず「等分散」とは、等しく分
散しているということであり、
それぞれの群の分布の形が
似ているということである。 

 独立2群の差の検定の場合、
2つの標本のt検定には「正規
分布」「等分散」の二つの条件
が必要である。そのため、たと
え正規分布していても等分散
でなければ2つの標本t検定を
使ってはいけない。 
 
 



• この等分散かどうかを調
べるためにF検定がある。
２つの標本においてt検
定をする前にF検定をして
等分散であることを確認
する必要がある。 

• （仮説） 
帰無仮説(H0)：「2群間の
分散に差がない(等分散
である)」と仮定する。 
 

• 対立仮説(H1)：「2群間の
分散に差がある(等分散
でない)」と仮定する。 

• 1≦F（計算値）≦Fαのとき、
P＞0.05となる→帰無仮
説を棄却できない→等分
散である。 
F(計算値)＞Fαのとき、P
＜0.05となる→帰無仮説
を棄却する→不等分散で
ある。 
 



(問題⑥) 
• 2つの標本があり、1つ
は11個の測定値、もう
一つは6個の測定値で

ある。その標準偏差は
それぞれ5.0ｍｍと8.0
ｍｍであった。それぞ
れの分散の差を5％有
意水準でF-検定せよ。 
 

• n1 = 6, σ1 = 8.0mm, 
σ12 = n1

n1−1
s12 =

6
6−1

× 64 = 76.8 

• n2 = 11, σ2 = 5.0mm, 
σ22 = n2

n2−1
s22 =

11
11−1

× 25 = 27.5 

• F = 76.8
27.5

= 2.8 

 



• σ2 = 5.0mmと
σ1 = 8.0mmの自由度
は10と5なので、 

• 5％有意水準の表より 
• Fα＝3.33>F=2.8、帰無

仮説を棄却できないの
で、 

∴有意でない(等分散で
ある)。 

 



（問題⑦）Aクラスには7人、
Bクラスには9人の生徒が

いる。この生徒たちに物
理のテストを実施した。A
クラスとBクラスの物理の
テストの点は5％有意水

準で等分散かどうかを検
定せよ。 

 

番号 Bクラス Aクラス 

1 60 49 

2 52 40 

3 68 52 

4 55 37 

5 65 55 

6 47 38 

7 45 45 

8 62   

9 53   



F-検定: 2 標本を使った分散の検定 

  Bクラス Aクラス 
平均 56.33 45.14 
分散 63 50.48 
観測数 9 7 
自由度 8 6 
観測された分散比 1.248 
P(F<=f) 片側 0.405 
F 境界値 片側 4.147   

分散63（B）と分散47.0
（A）の自由度は8と6な
ので 

 5％有意水準の表より 
 Fα＝3.5>F=1.25、P=0.4
＞0.05であり、帰無仮
説を棄却できないので、 

∴有意でない(等分散で
ある)。 

 

帰無仮説(H0)：2群間の分散に差がない(等分散である) 
対立仮説(H1)：2群間の分散に差がある(等分散でない) 
 



観測論 

観測と測定は同意義であ
る。これには記録が含ま
れる。 
観測法を決め、機械器具
の装置を用いて測定し、
記録する。 
直接観測値から必然的変
動を分析、評価する。これ
が観測論である。 

• 観測値の確率分布 
（1）単独観測 

 



観測値間に 
𝑦 = 𝑎𝑎…（3.1） 
の関係があり、その平均値
が 
y� = ax� …(3.2) 
であり、標準偏差は 
σy = aσx …(3.3) 
であらわされる。 

 

これは次のように証明でき
る。 
ｘの確率密度は 

f x = 1
2πσx

e−
1
2
x−x�
σx

2

…(3.4) 

と書ける。 
そこで、 

y = ax 
または 
x = y

a
…(3.5) 

 



あるいは 

f y = f(x) dx
dy

…(3.6) 
とおける。そこで、yの密度は 

f y =
1

2πaσx
e−

1
2

y
a−x�
σx

2

 

あるいは 

f y = 1
2πaσx

e−
1
2
y−ax�
aσx

2

…(3.7) 
を得る。 

平均値の関係：y� = ax� 
標準偏差の関係：σy = aσx 
また、観測値の関係が
y = ax + bという関係で、
(a, b)が定数ならば、上と同様
にして 

f x = 1
2πσx

e−
1
2
x−x�
σx

2

…(3.4) 

y = ax + bからx = y
a
− b

a
 

f y =
1

2πaσx
e−

1
2

y
a—b/ax�

σx

2

 

 



または 
f y =

1
2πaσx

e−
1
2
y−b−ax�
aσx

2

…(3.8) 

すなわちy = ax + b関係
において 
平均値：y� = ax� + b 
標準偏差：σy = aσx 
を得る。 

(問題①)次の関係のｙの
分散を求めよ。 
y=3z+4、σz = 3mm 
(解答) 
dy=3dzより、σy = 3σz 

σy2 = 9σz2 = 9 × 9
= 81mm2 

を得る。 
 



多次元観測 
𝑦1
⋮
𝑦𝑛

=
𝑎11 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

 

• Y=AXで表せる。 

変数Xは確率変数をもてば、
それは次に示す分散共分散
行列で表せる。 
VXX

=

σ11 σ12 σ13 ⋯ σ1n
σ21 σ22 σ23 … σ2n
⋮
σn1

⋮
σn2

⋮
σn3

⋱
…

⋮
σnn

 

Yの分散共分散行列は分散伝
播規則から 
VYY = AVXXAT …(3.9) 

 



(問題②)座標変換式にお
いて、任意の座標系(x,y)
からもう一つの座標系
(N,E)になると 
N = ax + by + c

E = −bx + ay + d� 

…(3.10) 
が与えられれば、N,Eの分
散はいくらになるか。 

 

コファクタgiiを用いると 

• gN = agx + bgy

gE = −bgx + agy
� 

 



両式を平方及び掛け合わ
せると 

gNN = a2gxx + 2abgxy
+ b2gyy 

gEE = b2gxx − 2abgxy
+ a2gyy 

gNE = −abgxx + (a2
− b2)gxy + abgyy 

 

同様に分散は次のように
書ける。 
σN2 = a2σx2 + 2abσxy

+ b2σy2 
σE2 = b2σx2 − 2abσxy

+ a2σy2 
σNE = −ab(σx2 − σy2)

+ (a2 − b2)σxy 
 



gxx =
σx2

σ02
=

1
𝑤𝑥𝑥  

gxy =
σxy
σ02

=
1
𝑤𝑥𝑥 

gyy =
σy2

σ02
=

1
𝑤𝑦𝑦 

ただし、ｇ：コファクタ、ｗ：
重量、𝜎𝑜2:不偏分散、 
𝜎𝑥2:分散、𝜎𝑥𝑥:共分散 

座標変換式を行列で表す
と 
N
E = a b

−b a
x
y + c

d  
…(3.11) 
又は 
Y=AX+C…（3.12） 
で表されるので、分散共
分散伝播式（3.9）
VYY = AVXXATから 

 



VYY = a a
−b a

σx2 σxy
σxy σy2

a −b
b a  

ｎ個の関数Y=AXと置ける場合、Xの確率密度は 

f X = 1

(2π)
n
2� |V1 2� |

e−
1
2 X−X

� TV−1(X−X�)…（3.12） 

 



ここで、VはXの分散共分散行列である。また、
Y=AXの行列関数から、Aが正則で|A|≠0ならば、
X = A−1Yが成立する。そこで、式（3.12）に代入す
ると 

f Y =
|A−1|

(2π)n 2� |V1
2� |

e−
1
2 𝐴−1Y−X� TV−1(𝐴−1Y−X�) 

これを整理すると 
f Y =

|A−1|

(2π)n 2� |V1 2� |
e−

1
2 Y−AX

� T(AVAT)−1(Y−AX�)…(3.13) 

 
 



• 関数Y=AXは平均値Y� = AX�と分散共分散行列
VYY = AVXXATをもつことが証明できた。 
 



非線形関数（non-linear function） 

• 関数y=f(x)が非線形であり、ｘが正規分布で
あっても、yは正規分布しない場合がこの関
数である。 
 



• そこでその関係をその
まま解くことは、その理
論上法則に従わないか
ら、近似法を導入する
ことが適当であると仮
定する。それは線形化
(linearization)と呼ばれ
るものである。この手法
によると、導かれた量も
正規分布するようにな
る。 
 

• すなわち、その初期の
関数においてx = x�の
接線（導関数）とみなす
もので、ｙの平均値y�は
この近似解によって乱
されない。 
 



(問題③)次の関数の線形化を行え。 
(1) y = ax2 
(2) y = sinx 
(3) y = ax3 + bx2 + cx + d 
(4) y = ln x 
(5) z = x2 + y2 
(6) z = sinx cosy 
•   

 

(解答) 
(1)この関数の導関数は

dy
dx

= 2ax0、
またはdy = 2ax0dxを得る。あるい
は、y=axをテーラー展開すると、 

y = ax02 +
2a0x0

1!
∙ ∆x + ⋯ 

であり、またy = y0 + ∆yとおけるの
で 

y0 + ∆y = ax02 + 2a0x0∆x + ⋯ 
また、y0 = ax02なので 

∆y = 2a0x0∆x 
を得る。これが線形化である。 
•   

 



(2) dy = cosx0 ∙ dx 
(3) 
dy =
3ax02 + 2bx0 + c dx 

(4) dy = 1
x0

dx 

(5) dz = 2x0dx + 2y0dy 
(6) dz = cosx0cosy0dx −
sinx0cosy0dy 
•   

 

(d) 非線形関数における
分散伝播法則 
上記の問題において、そ
れぞれの分散をユニーク
な方法で以下のように解
く。 
(1)  

dy = 2a0x0dx 
 



一般に分散はdy, dyTと書
き 

dy, dyT
= 2a0x0dx, (2a0x0dx)T 
= 2a0x0dx, dxT2a0x0 

= 4a02x02dx, dxT 
となるから、 

σy2 = 4a02x02σx2 
 

(問題④)𝐱 = e sinφ
𝑆

におけ

るSの分散を求めよ。 
ただし、σe = 0.01m,σS =
0.02m,σφ = 20", 𝑒 =
5m, S = 2000m,φ = 90°

とし、共分散は無視する。 
 



(解答) 

∆x =
sinφ
𝑆

∆e +
𝑒 cosφ
𝑆

∆φ

−
𝑒 sinφ
𝑆2

∆S 

𝜎𝑥2 =
𝑠𝑠𝑠2𝜑
𝑆2

𝜎𝑒2 + 

𝑒2𝑐𝑐𝑐2𝜑
𝑆2

𝜎𝜎2 

+
𝑒2𝑠𝑠𝑠2𝜑

𝑆4
𝜎𝑆2 

 

𝜎𝑥2 =
12

20002
0.012 + 

52 ∙ 0
20002

(20/206265)2 

+
52 ∙ 12

20004
0.022 

𝜎𝑥 = 0.00223𝑟𝑟𝑟 
= 461" = 7.7′ 

 



観測論における標準偏差の取り扱い 

• 応用問題(1) 平面三角

形において内角を測定
した。それぞれの標準
偏差が10”ならば、内角

の和の精度はいくらに
なるか。 
 

T=α+β+γ＝180° 
𝜎𝑇2 = 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎2 

= 3 × 10"2 = 300 
𝜎𝑇 = 10√3=18” 



行列によると 

V =
100 0 0

0 100 0
0 0 100

”2 

式(3.2.1)の期待値は 
E T = E α + E β + E(γ) 

= α� + β� + γ� = T� = 180°…(3.2.2) 
であるから、 

 

T� = UX = 1 1 1
α�
β�
γ�

…(3.2.3) 

とも書ける。したがって、Tに関する
分散はUVUTから、 
UVUT

= 1 1 1
100 0 0

0 100 0
0 0 100

1
1
1

= 300"2 
すなわち、 

σT = 10 3 = 18" 



問題(2) 水平角α、βを観
測した。γの精度を求めよ。
ただし、σα = σβ =
10",σαβ = 0とする。 

 

(解答) 
α − β = γ 

において分散伝播法則を
適用すると、 
σγ2 = σα2 + σβ

2 = 200" 
σγ = 10 2 = 15" 



(別解) 

分散行列V = 100 0
0 100 "2 

γ = α − β 
から 

γ = 1 −1
α
β = UX 

 

したがって、 

UVUT＝ 1 −1 100 0
0 100

1
−1

= 200"2 
すなわち、 

σγ = 10 2 = 15" 
 



問題(3) 長さd(m)のテー

プで距離測量を行ったと
ころD(m)を得た。Dの精度

を求めよ。ただし、各観測
は独立等精度である。 
(解答) 

 

D = d1 + d2 + ⋯+ dn 
σD2 = σd12 + σd22 + ⋯

+ σdn2 ≈ nσd2  
そして 

n =
σD2

σd2
=≈

D
d

 

∴ σD =
D
d
σd 

 



問題(4) 長方形の土地の縦
横x、yを測定した。その精
度をそれぞれσx,σy,σxy =
0とするとき、面積Sの精度
を求めよ。 

 

(解答) 
S = xy 

これをテーラー展開すると 
S = S0 + y0 x − x0 + x0(y

− y0) 
又は 

S = x0y0 + xy0 − x0y0
+ x0y − x0y0 

 



又は 
S = xy0 + x0y − x0y0 

これを行列にすると 

S = y0 x0
x
y − x0y0

= UX − S0 
 

したがって、分散行列は
UVUTから 
σS2

= y0 x0
σx2 σxy
σxy σy2

y0
x0  

= y02σx2 + x02σy2 + 2x0y0σxy 
 



そこで、x0 = 20m, y0 = 10m,σx =
5cm,σy = 3cm,σxy = σyx = 0とす
れば、 
σS2 = y02σx2 + x02σy2
= 10m 2(5cm)2+ 20m 2(3cm)2 

= 6100 
σS = 10 61m ∙ cm = 0.7m2 

 

問題(5) トラバース測量において、距
離dと角αを測定した。座標の精度を
求めよ。ただし、d = 10.02m,α =
45𝑜00′20",σd = 2cm,σα =
10",σαd = 0とする。 
  

 



（解答） 
x = d cosα, y = d sinα 

すなわち、 
∆x = cosα0∆d

+ d0(−sinα0)∆α 
σx2 = cos2α0σd2

+ d02(sin2α0)2σα2
− 2d0sinα0cosα0σαd 

また、 
cosα0 ≈ sinα0 ≈ 2/2 
 

σx2

=
1
2

× (4cm)2+(10.02m)2
1
2

× (
10"

206265"
)2 

= 8cm2 
σx = 2.9cm 

 



∆y = sinα0∆d + d0(cosα0)∆α 
σy2 = sin2α0σd2

+ d02(cos2α0)2σα2
+ 2d0sinα0cosα0σαd 

σy2

=
1
2

× (4cm)2+(10.02m)2
1
2

× (
10"

206265
)2= 8cm2 

σy = 2.9cm 
 

∆x = cosα0∆d + d0(−sinα0)∆α 
∆y = sinα0∆d + d0(cosα0)∆α 
σxy = sinα0cosα0 σd2 − d02σα2

+ (cos2α0 − sin2α0)σdα 

=
1
2 �

2cm 2 − 1002cm 2

×
10"

206265"

2

� = 2cm2 
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