
定積分、積分可能｛高木 p91～、杉浦 Ip206～｝
区間 [a, b]において f(x)は有界とする。

a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < b　｛ts｝

この分割法∆において、左から第 k番の細区間の幅をとする。すなわち

δk = xk − xk−1 > 0

この分割∆における δk の最大値を d()とする
、分割∆に関して各細区間 [xk−1, xk]において任意の点 ξk を取って、和

=

を作れば、

のとき分割∆と ξk の選択に無関係にの極限が存在して、それが Jである：

J = lim
d()→0

∑
f(ξk)δk　 (9)｛ts｝

[J = lim
d()→0

n∑

k=1

f(ξk){xk − xk−1}]

[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、d() < δとなる任意の分割∆に対し、代表点 ξk()の取
り方によらず常に

|
n∑

k=1

f(ξk){xk − xk−1} − J | < ε

が成立つ]
この極限値 Jを区間 [a,b]における f(x)の定積分といい、それを次の記号で表わす：

J =
∫ b

a

f(x)dx　｛ts｝

極限値 (9)が存在するとき、f(x)は区間 [a,b]において積分可能という。

[|f(ξ1){x1 − x0}+ · · ·+ f(ξn){xn − xn−1} − J | < ε]

例

I = {x|0 ≤ x ≤ 1}上で定義された f(x) = x2 は I 上で可積分。 1
3

任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、Maxd(Ik) < δとなる任意の分割∆に対し、

|{ξ1}2{x1 − x0}+ · · ·+ {ξm}2{xm − xm−1} − 1
3
| < ε

が成立つ。

ε = 20の場合、δ = 0.5はOK｛ちなみに n≧ 3となる｝。Maxd[0, 0.2], [0.2, 0.65], [0.65, 1] < 0.5、

|0.12{0.2− 0}+ 0.452{0.65− 0.2}+ 0.72{1− 0.65} − 1
3
| < 20

Maxd[0, 0.11], [0.11, 0.3], [0.3, 0.5], [0.5, 0.8], [0.8, 1] < 0.5、

|0.12{0.11− 0}+ 0.22{0.3− 0.11}+ 0.42{0.5− 0.3}+ 0.72{0.8− 0.5}+ 0.92{1− 0.8} − 1
3
| < 20

ε = · · ·
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｛解析入門 Ip206～208｝

I =

v(I) =

d(I) =、
一次元区間 I = [a, b][= {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}]の分割とは、内点を共有しない有限個の小区間の合

併として Iを表わすことをいう。この場合一つの分割∆は小区間の端点

a = x0 < x1 < · · · < xn = b　｛t｝

を与えることによって定まる。

Ik の直径を d(Ik)とするとき、
d(∆) = max

k∈K(∆)
d(Ik)

を

定義 1　 n次元有界閉区間（2.1）上で定義された実数値函数 f が与えられているとする。区間 I
の任意の分割∆に対し、∆によって生ずる各小区間 Ik()の中から任意に一点 ξkを取って作った和

s(f ;∆; ξ) =
∑

k∈K(∆)

f(ξk)v(Ik)

。もしもある実数 Jが存在して、Ik の代表点 ξk のとり方によらず

lim
d(∆)→0

s(f ;∆; ξ) = J　｛t｝

となるとき、f は I 上で（）可積分であるといい、J を fの I上での（）積分という。そして

J =
∫

I

f(x)dx

等と記す。

[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、d(∆)[= Maxd(Ik)] < δとなる任意の分割∆に対し、
代表点 ξk()の取り方によらず常に

|s(f ;∆; ξ)− J | < ε

が成立つことを意味する。]
[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、Max{xk −xk−1} < δとなる任意の分割∆に対し、代

表点 ξk()の取り方によらず常に

|
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− J | < ε

[|f(ξ1){x1 − x0}+ · · ·+ f(ξn){xn − xn−1} − J | < ε]

が成立つ]
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解析概論 p91～

a < x1 < x2 < · · · < xn−1 < b

この分割法∆において、左から第 i番の細区間の幅をとする。すなわち

δi = xi − xi−1 > 0

この分割∆における δi の最大幅を δとする

その場合には、分割∆に関して各細区間 [xi−1, xi]において任意の点 ξi を取って、和

=

を作れば、

のとき分割との選択に無関係にの極限が存在して、それが Iである：

I = lim
δ→0

∑
f(ξi)δi

[I = lim
δ→0

∑
f(ξi){xi − xi−1}]

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀∆(0 < |δ − 0| < δ), |
∑

f(ξi){xi − xi−1} − I| < ε]

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀∆(0 < |δ| < δ), |f(ξ1){x1 − x1−1}+ +f(ξn){xn − xn−1} − I| < ε]

この極限値 Iを区間 [a,b]における f(x)の定積分といい、それを次の記号で表わす：

I =
∫ b

a

f(x)dx

極限値 (9)が存在するとき、f(x)は区間 [a,b]において積分可能という。
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小平解析入門

δ[∆] = max
k

(xk − xk−1)　 (小平)

任意の正の実数に対応して正の実数が定まって、、分割点の選び方の如何に関せず、

|
m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− s| < ε　 (小平)

となる。このことをのときの =
∑m

k=1 f(ξk)(xk − xk−1)の極限が sであるといい表わし、

s = lim
δ[∆]→0

m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)　 (小平)

と書く。

定義　 s = limδ[∆]→0

∑m
k=1 f(ξk)(xk − xk−1)を、区間におけるの定積分といい、記号

∫ b

a
f(x)dx

で表わす: ∫ b

a

f(x)dx = lim
δ[∆]→0

m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

p83
この極限値を関数のからまでの定積分といい、

、関数はでリーマン積分可能であるという。
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■可積分の定義｛解析入門 Ip206～208｝
一次元区間 I = [a, b][= {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}]の分割とは、内点を共有しない有限個の小区間の合

併として Iを表わすことをいう。この場合一つの分割∆は小区間の端点

a = x0 < x1 < · · · < xn = b　｛t｝

を与えることによって定まる。

Ik の直径を d(Ik)とするとき、
d(∆) = max

k∈K(∆)
d(Ik)

を

定義 1　 n次元有界閉区間（2.1）上で定義された実数値函数 f が与えられているとする。区間 I
の任意の分割∆に対し、∆によって生ずる各小区間 Ik()の中から任意に一点 ξkを取って作った和

s(f ;∆; ξ) =
∑

k∈K(∆)

f(ξk)v(Ik)

。もしもある実数 Jが存在して、Ik の代表点 ξk のとり方によらず

lim
d(∆)→0

s(f ;∆; ξ) = J　｛t｝

[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、Max{xk −xk−1} < δとなる任意の分割∆に対し、代
表点 ξk()の取り方によらず常に

|
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− J | < ε

[|f(ξ1){x1 − x0}+ · · ·+ f(ξn){xn − xn−1} − J | < ε]

が成立つ]
となるとき、f は I 上で（）可積分であるといい、J を fの I上での（）積分という。そして

J =
∫

I

f(x)dx

等と記す。

[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、d(∆)[= Maxd(Ik)] < δとなる任意の分割∆に対し、
代表点 ξk()の取り方によらず常に

|s(f ;∆; ξ)− J | < ε

が成立つことを意味する。]
例

I = {x|0 ≤ x ≤ 1}上で定義された f(x) = x2 は I 上で可積分。 1
3

任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、Maxd(Ik) < δとなる任意の分割∆に対し、

|{ξ1}2{x1 − x0}+ · · ·+ {ξm}2{xm − xm−1} − 1
3
| < ε
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が成立つ。

ε = 20の場合、δ = 0.5はOK｛ちなみに n≧ 3となる｝。Maxd[0, 0.2], [0.2, 0.65], [0.65, 1] < 0.5、

|0.12{0.2− 0}+ 0.452{0.65− 0.2}+ 0.72{1− 0.65} − 1
3
| < 20

Maxd[0, 0.11], [0.11, 0.3], [0.3, 0.5], [0.5, 0.8], [0.8, 1] < 0.5、

|0.12{0.11− 0}+ 0.22{0.3− 0.11}+ 0.42{0.5− 0.3}+ 0.72{0.8− 0.5}+ 0.92{1− 0.8} − 1
3
| < 20

ε = · · ·

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀∆{Max{xk − xk−1} < δ}, |f(ξ1){x1− x0}+ · · ·+ f(ξn){xn− xn−1}− J | < ε]
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I = {x|0 ≤ x ≤ 1}
ε = 20のとき δ = 0.5でＯＫということは｛ちなみに n≧ 3となる｝
例えば I1 = [0, 0.2], I2 = [0.2, 0.65], I3 = [0.65, 1]や
I1 = [0, 0.11], I2 = [0.11, 0.3], I3 = [0.3, 0.5], I4 = [0.5, 0.8], I5 = [0.8, 1] 等でよいということで

ある。｛小区間の幅の最大値が 0.5より小｝
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記号

d(∆) = Maxd(Ik)　 (杉浦)

lim
d(∆)→0

s(f ; ∆; ξ) = J 　 (杉浦)

任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、d(∆)[= Maxd(Ik)] < δとなる任意の分割∆ ∈に対し、
代表点 ξk()の取り方によらず常に

|s(f ;∆; ξ)− J | < ε　 (杉浦 2.7)

が成立つことを意味する。

δ[∆] = max
k

(xk − xk−1)　 (小平)

|
m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− s| < ε　 (小平)

s = lim
δ[∆]→0

m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)　 (小平)

[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、maxk(xk − xk−1) < δとなる任意の分割∆ ∈に対し、
代表点 ξk()の取り方によらず常に

|
m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− J | < ε

が成立つことを意味する。]

v = v1

( ∂

∂x1

)
p
+v2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ vm

( ∂

∂xm

)
p
　 (松本)

v =
m∑

i=1

vi

( ∂

∂xi

)
p
　 (松本)

[任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、maxk(xk − xk−1) < δとなる任意の分割∆ ∈に対し、
代表点 ξk()の取り方によらず常に

|f(ξ1)(x1 − x1−1) + · · ·+ f(ξm)(xm − xm−1)− J | < ε

が成立つことを意味する。]
I = lim

δ→0

∑
f(ξi)δi　 (高木 9)

[I = lim
δ→0

∑
f(ξi){xi − xi−1}]

q : lim
x→a

f(x) = b　 (田島)

q : 任意の正の数εに対して、適当な正の数δを決めると、
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0 < |x− a| < δのすべての xについて |f(x)− b| < ε　 (田島)

q : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x(0 < |x− a| < δ), |f(x)− b| < ε　 (田島)

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀∆(0 < |δ − 0| < δ), |
∑

f(ξi){xi − xi−1} − I| < ε]

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀∆(0 < |δ| < δ), |f(ξ1){x1 − x1−1}+ +f(ξn){xn − xn−1} − I| < ε]

イプシロン-デルタ p44～

q : lim
x→a

f(x) = b

q : 任意の正の数εに対して、適当な正の数δを決めると、

0 < |x− a| < δのすべての xについて |f(x)− b| < ε

q : lim
x→a

f(x) = b

∀ε > 0, ∃δ > 0 : 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− b| < ε

q : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x(0 < |x− a| < δ), |f(x)− b| < ε

解析入門

任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、d(∆) < δとなる任意の分割 ∆に対し、代表点の取り
方によらず常に

|s(f ;∆; ξ)− J | < ε

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀∆(d(∆) < δ), |s(f ;∆; ξ)− J | < ε]

が成立つことを意味する。
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イプシロン-デルタ p44～

q : lim
x→a

f(x) = b

q : 任意の正の数εに対して、適当な正の数δを決めると、

0 < |x− a| < δのすべての xについて |f(x)− b| < ε

q : lim
x→a

f(x) = b

∀ε > 0, ∃δ > 0 : 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− b| < ε

q : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x(0 < |x− a| < δ), |f(x)− b| < ε

小平

δ[∆] = max
k

(xk − xk−1)

|
m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− s| <

s = lim
δ[∆]→0

m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

[∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀δ[∆](0 < |δ[∆]− 0| < δ), |
m∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)− s| < ε]
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P206～208
一次元の有界閉区間 [a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}

I = {x|a ≤ x ≤ b}

v(I) =

と定義する。この区間の直径 d(I) = b− a

一次元区間 Iの分割とは、内点を共有しない有限個の小区間の合併として Iを表わすことをいう。
このｍ個の小区間に適当な順序で番号をつけ、それを

Ik : k ∈ K(∆)

とする。

d(∆) = max
k∈K(∆)

d(Ik)

定義 1　 n次元有界閉区間｛2.1｝上で定義された実数値函数 fが与えられているとする。区間 I
の任意の分割∆に対し、∆によって生ずる各小区間 Ik(k ∈ K(∆))の中から任意に一点 ξk を取っ

て作った和

s(f ;∆; ξ) =
∑

k∈K(∆)

f(ξk)v(Ik)

を、fの∆に関するリーマン和という。もしもある実数 Jが存在して、Ik の代表点 ξk のとり方に

よらず

lim
d(∆)→0

s(f ;∆; ξ) = J

となるとき、fは I上で可積分であるとい

J =
∫

I

f(x)dx =

等と記す。

任意の ε > 0に対し、δ > 0が存在して、Maxd(Ik) < δとなる任意の分割∆に対し、

|s(f ;∆; ξ)− J | < ε

[|
∑

k∈K(∆)

f(ξk)v(Ik)− J | < ε]

[|f(ξ1){x1 − x0}+ · · ·+ f(ξm){xm − xm−1} − J | < ε]

が成立つことを意味する。
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p20

[a, b] = {xR|a ≤ x ≤ b}

P51
定義 2　 f を Rn の部分集合 Aで定義され、Rm の値を取る函数とし、a ∈ Ā, b ∈ Rm とする。

xが aに近づくときの f(x)の極限が bであるとは、どんな ε > 0に対しても、δ > 0が存在して、
|x− a| < δとなるすべての x ∈ Aに対し |f(x)− b| < εとなることを言う。このとき

lim
x→a

f(x) = b

などと表わす。

p148
定義　 =
が成り立つとき、は積分可能であるといい、この値を

∫ b

a

f(x)dx

と表わし、。

f(x)を区間 [a,b]で積分可能な関数とする。分点 a = x0 < x1 < x2 << xn = bに対応して、和

n−1∑

i=0

f(ξi)(xi+1 − xi)

[f(ξ0)(x0+1 − x0) + f(ξ1)(x1+1 − x1) + +f(ξn−1)(xn−1+1 − xn−1)]

を考える。

このとき分割の最大幅Max(xi+1 − xi)がに近づくように分点をとっていくと、上の和は

∫ b

a

f(x)dx

に近づく。

13



■可積分の定義｛解析入門� P206～207｝
一次元の有界閉区間

I = {x|a ≤ x ≤ b}
この区間の直径 d(I) = b− a

一次元区間 Iの分割とは、内点を共有しない有限個の小区間の合併として Iを表わすことをいう。
このｍ個の小区間に適当な順序で番号をつけ、それを Ik とする。

定義 1　一次元有界閉区間　上で定義された関数 f(x)が与えられているとする。区間 Iの任意
の分割∆に対し、∆によって生ずる各小区間 Ik の中から任意に一点 ξk を取

f(x)が I上で可積分であるとは、ある実数 Jが存在して、Ik の代表点 ξk のとり方によらず

{∀ε > 0}{∃δ > 0}{∀∆}{Maxd(Ik) < δ =⇒ |f(ξ1){x1− x0}+ · · ·+ f(ξm){xm− xm−1}− J | < ε}

となることをいう。このとき

J =
∫

f(x)dx

等と記す。

例と説明　 I = {x|0 ≤ x ≤ 1}
ε = 20のとき δ = 0.5でＯＫということは｛ちなみに n≧ 3となる｝
例えば I1 = [0, 0.2], I2 = [0.2, 0.65], I3 = [0.65, 1]や
I1 = [0, 0.11], I2 = [0.11, 0.3], I3 = [0.3, 0.5], I4 = [0.5, 0.8], I5 = [0.8, 1] 等でよいということで

ある。｛小区間の幅の最大値が 0.5より小｝
I = {x|0 ≤ x ≤ 1}上で定義された f(x) = x2 は I 上で可積分

εにどんな数｛＞０｝を選んでも、Maxd(Ik) < δとなるどんな∆においても
|{ξ1}2{x1 − x0}+ · · ·+ {ξm}2{xm − xm−1} − 1

3 | < ε

となる。そういう δが選べる。
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