
p267
集合の任意の二つの元と数体の任意の元に対し、和と積、およびスカラー積が定義されていて、

以下の条件が満たされるとき、はであるという。以後、多元環のことを単に代数とよぶことにする。

p276
まず、一般的な非可換代数 U を考え、そのなかの N個の生成子｛｝を {λi}i=1N とする。これ

から導かれる微分作用素を

ei = adλi

と定義し、これらの導分が作る空間をD(U)と書くことにする。そして、の双対基底は式と同様に
して、

により定義されるとする。ここで、Iは代数｛｝U の単位元である。

1形式 {}が張る空間のことを、可換の場合と同様に ()と表すことにする。
その写像 E を U 上線形であるとして、

E : Ω1(U)⊗ Ω1(U) → Ω2(U)

とする。が上のテンソル積であることはいうまでもない。具体的には代数の中心要素 ()Eij
klを用

いて、

E(θi ⊗ θj) = Eij
klθ

k ⊗ θl

とするのである。もし、このとき

Eij
kl =

1
2
(δi

kδj
l − δi

lδ
j
k)I

であったならば、、、

E(θi ⊗ θj) =
1
2
(θi ⊗ θj − θj ⊗ θi)

が成り立つ。写像はテンソルの交代化を意味していることになる。式はまさにこの一般化と考え

られ、単なる反交換の積とは限らない場合も含む。そこで以後、これを単に θiθj と表すことにす

る。、、。改めて記すと、

E(θi ⊗ θj) = Eij
klθ

k ⊗ θl = θiθj

はの元であるから、の線形結合で表される。その係数を式 (6.57)との類似でと記すことにすると

(6.73)

p284
多様体における計量の定義から始める。それは 1形式 {θi}を用いて、

g = gijθ
i ⊗ θj
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と表される。

gij = g(ei, ej)

以上述べてきた事柄を拡張し、非可換代数上のものに置き換えねばならないが、、{θi}が張る空
間 Ω1(U)に対しての成分を定義したほうが便利である。
、。それは Ω1(U)⊗ Ω1(U)上の作用素であり、

σ(θi ⊗ θj) = Sij
klθ

k ⊗ θl,　 Sij
kl ∈ U 　 (7.9)

として定義されるものである。最も簡単なフリップは

によって与えられるもので、式に代入してみると

となる。つまり、このときはテンソル積の順序を入れ換えるだけの操作をするのである。

p286
、。新たな空間として、U の作用が左側からのみ許される U−左加群 mL を導入し、線形写像

()Dをつぎのようにして定義する。Dは

D :

であり、、に対して

D(fξ) = df ⊗ ξ + fDξ　 (7.18)

を満たすものであるとする。

、両側加群 mの上で定義される両側接続について説明しよう。それには式 (7.9)で導入したフ
リップを用いる。ここでは

:

として、、に対する右側則を

D(ξf) = (7.38)

と定義する。

p291
非可換幾何学においてもそれを拡張して捩率を定義することができる。捩率を Tと表すと、そ

れはD(U)∗ に値をとる 2形式であり、∀ξ、∀η ∈ D(U)に対して

T (ξ, η) =
1
2
{(Dη)(ξ)− (Dξ)(η)− [ξ, η]}

として定義される。ここで、、としての基底を、を代入してみると、

となるが、式と同様にして、基底に関する共変微分を

と定義すると、

が得られる。これはに値をとるので、両辺にを作用させると、に注意して、

(7.49)
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ここで式 (6.73)を思い起こそう。それは
(7.50)

であった。

式 (6.75)より
= (7.51)

式 (7.51)より
であるので、結局

[ej , ek] = Qi
jkei

一方、(7.50)式から
=

であるので、式 (7.49)の右辺第三項は
=

と書き換えられる。したがって、式 (7.49)は

となる。が形式であることを考慮して、

=

となることを利用すると、結局

θi(T (ej , ek)) = (ωi
lθ

l + dθi)(ej , ek)

が得られることになる。

そこで、この左辺を捩率 T (ej , ek)のD(U)における第 i成分として、Θi(ej , ek)と表すことにす
ると、

Θi = dθi + ωi
lθ

l

と書けることがわかる。これは、微分形式を用いて通常定義されている捩率と同じ形をしている。

p294
、可換の場合と同様にして、の曲率形式

= dωi
l + ωi

kωk
l

を定義し、
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群と表現 p106
、複素正則行列の作る群、またはその部分群が与えられたときに、そのリー代数とは任意の実数

tに対してその群の元が
exp[tX] ∈ G

となるような行列 Xの全体を指すとする。ただし、の左辺は

=

で定義されている。

d個の独立なリー代数｛｝
L1, L2, , Ld

が与えられ、これらが交換関係

[LA, LB ] = iCC
ABLC　 (A,B,C = 1, 2, , d)

を満たすとする。()はつのリー代数を定義する。このときこれに対応するリー群の元 gは、tA(A =
1, 2, , d)を実数パラメターとして

g = exp[−itALA]

で与えられる。LA をリー群の生成子という。

p141

[LA, LB ] = iCD
ABLD

。。これを随伴表現という。

連続群とその表現 p114
随伴表現

接続の微分幾何 p92～
接ベクトル束 TMに定義された内積を gと書く。

gij = g
( ∂

∂xi
,

∂

∂xj

)

任意の接ベクトル場X =
∑

ξi ∂

∂xi
、Y =

∑
ηi ∂

∂xj
に対し

g(X, Y ) =
∑

gijξ
iηj
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であるから

g =
∑

gijdxidxj

と書く習慣がある。

接続の微分幾何 p103～
Mは n次元多様体とする｛｝。TMをその接ベクトル束とする。TM で定義された内積 gをM

のリーマン計量と呼ぶ。すなわち、各点 x ∈ M で gは接空間 TxM に内積｛｝gxを定義する｛s｝。
さらに gxは xに関して微分可能と仮定する。()のように、M の局所座標系 x1, · · · , xnに関して、g

を

g =
∑

gijdxidxj　 (ここで gij = g
( ∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
)

と書く。

Mの中に曲線 cが
xi = xi(t),　 a ≤ t ≤ b, i = 1, · · · , n

で与えられたとき、その接ベクトル（）は、
∑

dxi

dt
∂

∂xi、または、その成分だけ書いてで表わされ

る。その長さは (∑
gij

dxi

dt

dxj

dt

) 1
2

だから、曲線 cの長さは

L(c) =
∫ b

a

(∑
gij

dxi

dt

dxj

dt

) 1
2
dt　｛s｝

で与えられる。が常に 1になるような助変数 tを sと書く習慣がある。そのような助変数 sを使
うと、 ∑(

gij
dxi

ds

dxj

ds

) 1
2
ds = ds

だから、リーマン計量 gを
ds2 =

∑
gijdxidxj

と書く伝統がある｛｝。

接ベクトル束 TM の標構としてはでなく正規直交基をなす e1, · · · , en を使う方が便利なことが

多い。そのとき、定義により

g(ei, ej) = δij

である。e1, · · · , en に対して双対基となる（）1次微分形式 θ1, · · · , θn をとれば、

定理　リーマン計量 g =
∑

θiθi に対し、1次微分形式の行列 ω = (ωj
i)で次の性質をもつもの

がただ一つ存在する。

()　 ωj
i = −ωi

j

()　 dθi = −∑
ωj

i ∧ θj

証明　求むべき ωj
i を

ωj
i =

∑
ci

jkθk,　 ci
jk = −cj

ik
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と書く。ただし、ci
jk は ()関数である。一方、

dθi =
1
2

∑
ai

jkθj ∧ θk,　 ai
jk = −ai

kj

と書く ∗。これを

−
∑

ωj
i ∧ θj =

∑
ci

jkθj ∧ θk =

と比べて

を得る。、。でとを入れかえ、またとを入れかえ、次の二式を得る。

ここでを計算し、関係を使って

を得る。これでの存在と一意性が同時に証明された。

[g
(∑

ξi ∂

∂xi
,
∑

ηj ∂

∂xj

)
=

∑
g
( ∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
ξiηj ]

多様体 p39
微積分学において学んだように平面における滑らかな曲線の長さは

∫ b

a

√
(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2dt

で与えられる。

、被積分関数は接ベクトルの長さであると解釈される。

リーマン多様体において滑らかな曲線があるとき、その上の点の間の曲線の長さを

=
∫ b

a

√
gx(t)(x′(t), x′(t))dt

によって定義する。ここにはにおけるの接ベクトルを示す。

=
∫ b

a

√√√√
n∑

i,j=1

gij(x)
dxi

dt

dxj

dt
dt

[
∑

gijξ
iηj = g11ξ

1η1 + g12ξ
1η2 + g21ξ

2η1 + g22ξ
2η2

[= g
(
ξ1 ∂

∂x1
, η1 ∂

∂x1

)
+g

(
ξ1 ∂

∂x1
, η2 ∂

∂x2

)
+g

(
ξ2 ∂

∂x2
, η1 ∂

∂x1

)
+g

(
ξ2 ∂

∂x2
, η2 ∂

∂x2

)
]

[= g
(
ξ1 ∂

∂x1
+ ξ2 ∂

∂x2
, η1 ∂

∂x1
+ η2 ∂

∂x2

)
]
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例

相対論きき p114
2点 (x, y)と (x + dx, y + dy)の間の距離の 2乗は、ピタゴラスの定理より

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 = [dx, dy]

[
1 0
0 1

][
dx

dy

]

次に平面を、極座標

x = rcosθ,　 y = rsinθ

で表わしてみよう。2点 (r, θ)と (r + dr, θ + dθ)は、r方向には dr、θ方向には rdθ程度ずれてい

る。方向と方向は直交しているから、も微小ならばピタゴラスの定理を使うことはできて、

(ds)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 = (dr, dθ)

(
1 0
0 r2

) (
dr

dθ

)

一般の座標系をとすれば、もも

(ds)2 = [dx1, dx2]

[
g11 g12

g21 g22

][
dx1

dx2

]
=

∑

i,j

gijdxidxj

[= g11dx1dx1 + g21dx2dx1 + g12dx1dx2 + g22dx2dx2]

という形に書ける。

[g
( ∂

∂r
,

∂

∂r

)
drdr + + + g

( ∂

∂θ
,

∂

∂θ

)
dθdθ = (dr)2 + r2(dθ)2]

p115
半径 aの球面を考える。。この球面上の各点を、角度 θと ϕを使って図のように表わす。

微小にずれた 2点との間の距離を考えよう。ϕを一定にしたまま θが dθだけ増せば、球面上の

点は adθだけ動く。また ϕのほうだけ動かせば、点はだけ動く。このつの方向は直交しているの

で、移動が微小ならばピタゴラスの定理を使うことができて、

(ds)2 = a2(dθ)2 + a2sin2θ(dϕ)2

となる。したがって計量テンソルは

(gij) =

(
a2 0
0 a2sin2θ

)

球面は曲面だから、どのような座標系を使っても計量テンソルはユークリッド計量にはならない。

相対論きき p120

I =
∫

l

ds[=
∫

l

√
gijdxidxj ] =

∫

l

√
gij

dxi

ds

dxj

ds
ds

[
∫ b

a

√
g
(∑ dxi

ds

∂

∂xi
,
∑ dxi

ds

∂

∂xi

)
ds]
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理論 p202
V µ(x + ∆x)から V µ(x)を引くには V µ(x)を x + ∆xへ変化させずに移動してその違いを計算

しなければならない。このベクトルの移動を平行移動とよぶ。ベクトル V |xを x + ∆xへ平行移動

したものを Ṽ |x+∆x で表す。ここで成分 Ṽ µ は条件

Ṽ µ(x + ∆x)− V µ(x) ∝ ∆x

=

を満たすことを要請する。これらの条件は

Ṽ µ(x + ∆x) = V µ(x)− V λ(x)Γµ
νλ(x)∆xν　 (7.9)

と選べば満たされる。Vの xν に関する共変微分は

lim
∆xν→0

V µ(x + ∆x)− Ṽ µ(x + ∆x)
∆xν

∂

∂xµ
= (

∂V µ

∂xν
+ V λΓµ

νλ)
∂

∂xµ

で定義される。平行移動の方法は数多くあり、Γを選ぶごとに平行移動の規則が 1つ決まる。
例直交座標系 (x, y)において Ṽ µ(x + ∆x, y + ∆y) = V µ(x, y)が任意の∆x, ∆yについて成り立

つので Γの成分はすべてゼロとなる。次に極座標 (r, φ)を選ぶ。(r, φ) 7→ (rcosφ, rsinφ)を埋め込
みと考えると、

。V = V r∂/∂r+V φ∂/∂φを (r, φ)におけるベクトル場とする。このベクトルを (r+∆r, φ)に平行
移動すると、新しいベクトル Ṽ = Ṽ r∂/∂r|(r+∆r,φ) + Ṽ φ∂/∂φ|(r+∆r,φ)を得る。V r = V cosθ, V φ =
V (sinθ/r)に注意せよ。但し V =で、θは Vと ∂/∂rの間の角度である ∗1。このとき Ṽ r = V r と

Ṽ φ =
r

r + ∆r
V φ ' V φ − ∆r

r
V φ

を得る。これらの成分を (7.9)と比べて容易に

Γr
rr = 0　Γr

rφ = 0　Γφ
rr = 0　Γφ

rφ =
1
r

が求まる ∗2。同様に Vを (r, φ + ∆φ)に平行移動すると

Ṽ = Ṽ r ∂

∂r
|+ Ṽ φ ∂

∂φ
|

となる。ここで

Ṽ r = V cos(θ −∆φ) '=

および

である。これから

Γr
φr =　Γr

φφ =　Γφ
φr =　Γφ

φφ =

*1　∆x′ = ∆r、∆y′ = r∆φ。̃V φ = V (sinθ/r + ∆r)
*2

[Ṽ φ(x + ∆x) = V φ(x)− V φ(x)Γφ
rφ(x)∆xr]

[Ṽ φ(r + ∆r, φ) = V φ(r, φ)− V φ(r, φ)Γφ
rφ(r, φ)∆r]
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、Mを n次元部分多様体とする。
gを部分多様体Mのあるいはリーマン計量と呼ぶ。

× g =
∑

g
( ∂

∂xi
,

∂

∂xj

)
dxidxj =

∑
g
( ∂

∂xi
,

∂

∂xj

)dxi

ds

dxj

ds
dsds

(
gij

dxi

ds

dxj

ds

)
dsds

(
gij

dxi

ds

dxj

ds

)dxi

ds

∂s

∂xi

dxj

ds

∂s

∂xj

[g
(
ξ1 ∂

∂x1
+ ξ2 ∂

∂x2
+ · · ·+ ξn ∂

∂xn
, η1 ∂

∂x1
+ η2 ∂

∂x2
+ · · ·+ ηn ∂

∂xn

)
=]

多様体 p133

L(C) =
∫ b

a

√
gx(t)(x′(t), x′(t))dt　 (1)

gij(x) = gx((
∂

∂xi
)x, (

∂

∂xj
)x)　 (1i, jn)

x′(t) =
n∑

i=1

(
dxi

dt
)(

∂

∂xi
)x(t)

である。ゆえに（1）はつぎの形に書ける。

L(C) =
∫ b

a

√√√√
n∑

i,j=1

gij(x)
dxi

dt

dxj

dt
dt
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リーマン幾何学 p32
m次元多様体Mの各点 pでの接空間 TpM に内積 gpが与えられ、級ベクトル場に対して上の関

数が級であるとき、Mに Cr 級リーマン計量gが与えられたといい、
リーマン計量 gを ds2 = gijdxidxj と表わすこともある。

リーマン幾何学 p35
級曲線の長さを

L(c) =

で、

7.8.1
ここでは {}が直交系であることを要請する；

g(e, e) ==

を使って計量を表すと

g =

となる。

Mirrorp12

= r2,==,= r2sin2

相対性理論 p65
計量テンソル
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内積、リーマン計量、リーマン多様体｛多様体の基礎 p274～｝
定義 19　 V を R上のm次元ベクトル空間とする。V 上の k次形式｛p270｝ωが対称 k次形式

であるとは、X1, X2, · · · , Xk ∈ V の間にどのような置換を施しても、ω(X1, X2, · · · , Xk)の値が変
わらないことである。

定義を、置換群の言葉で表現すれば、次のようになる：V 上のk次形式｛｝ωが対称k次形式であると

は、∀X1, X2, · · · , Xk ∈ V と、∀σ ∈ Skについて、ω(Xσ(1), Xσ(2), · · · , Xσ(k)) = ω(X1, X2, · · · , Xk)
がなりたつことである｛｝。

｛定義　級多様体M上のテンソル場 ω =が k次対称テンソル場であるとは、Mの各点 pにお
いて、ωp が Tp(M)上の対称 k次形式｛｝になっていることである。｝
｛ベクトル空間 V上の対称 2次形式 ω : V × V → Rの大切な例に、｝Vの内積がある｛s｝。こ
れは、V上の対称 2次形式 ωであって、更に次の意味で正定値なものである。すなわち、Vの任
意の 0でないベクトル Xについて、ω(X, X) > 0がなりたつようなものである｛s｝。
｛たとえば、次元数ベクトル空間 Rm の場合、X = (a1, a2, , am)、Y = (b1, b2, , bm)に対し、

ω(X, Y ) == a1b1 + a2b2 + +ambm

とおけば、。｝

｛定義 19　級多様体M上の 2次の対称テンソル場 ωが、Mの各点 pにおいて正定値であると
き｝、ωをM上のリーマン計量という。
つまり、Mの各点 pの接ベクトル空間 Tp(M)に内積｛｝を与えるようなものがリーマン計量ω

である｛s｝。通常、リーマン計量は gという記号で表わされる。リーマン計量 gがひとつ与えられ
た多様体 (M, g)のことをリーマン多様体とよぶ｛s｝。
｛、接ベクトルX ∈ Tp(M)の長さ ||X||が

||X|| =
√

g(X, X)　 (≥ 0)

[=
√

g
(
ξ1

( ∂

∂x1

)
p
+ξ2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ ξm

( ∂

∂xm

)
p
, ξ1

( ∂

∂x1

)
p
+ξ2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ ξm

( ∂

∂xm

)
p

)
]

という式で定義できる｛s｝。、曲線 cの長さが

∫ d

c

||dc

dt
||dt[=

∫ d

c

√
g(

dc

dt
,
dc

dt
)dt]

という式で、定義できるのである。｝
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半径 aの球面を考える。
微小にずれた 2点との間の距離を考えよう。を一定にしたまま θが dθだけ増せば、球面上の点

は adθだけ動く。また ϕのほうだけ動かせば、点は asinθdϕだけ動く。この 2つの方向は直交し
ているので、移動が微小ならばピタゴラスの定理を使うことができて ()、

(ds)2 = a2(dθ)2 + a2sin2θ(dϕ)2[= [dθ, dϕ]

[
a2 0
0 a2sin2θ

] [
dθ

dϕ

]
]

となる。したがって計量テンソルは

(gij) =

(
a2 0
0 a2sin2θ

)

例

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 = [dx, dy]

[
1 0
0 1

][
dx

dy

]

(ds)2 = [dx1, dx2]

[
g11 g12

g21 g22

][
dx1

dx2

]
=

∑

i,j

gijdxidxj

[= g11dx1dx1 + g21dx2dx1 + g12dx1dx2 + g22dx2dx2]

I =
∫

l

ds =
∫

l

√
gijdxidxj =

∫

l

√
gij

dxi

ds

dxj

ds
ds

計量テンソル

p115

(ds)2 = a2(dθ)2 + a2sin2θ(dϕ)2

12
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p270
定義 19　 Vを R上のm次元ベクトル空間とする。V上の k次形式（正確には、k次の多重線

型形式）とは、Vの k個の直積から Rへの写像

ω : V × V ××V R

であって、｛ω(X1, X2, , Xk)が各Xi に関して線型であるようなものを言う｝。

たとえば、ω(X1, X2, , Xk)が第 1の変数X1に関して線型であるというのは、任意のX,Y V と

任意の実数 a, bRについて、

ω(aX + bY, X2, , Xk) = aω(X, X2, , Xk) + bω(Y, X2, , Xk)

がなりたつことである。、。

｛V上の k個の 1次形式を任意にとる。このとき、
という記号で表わされる V上の k次形式が、次の式で定義できる。

(η1 ⊗ η2 ⊗⊗ηk)(X1, X2, , Xk) = η1(X1)η2(X2)ηk(Xk)

η1 ⊗ η2 ⊗⊗ηk を η1, η2, , ηk のテンソル積とよぶ。｝

14



多様体入門 p11
との直積集合からへの写像が条件

(a + b, a′) = (a, a′) + (b, a′)

(a, a′ + b′) = (a, a′) + (a, b′)

()()()

をみたすとき、を上の双一次形式とよぶ。、。

さてを V上の（）双一次形式とする。任意のにたいして、

α(a, b) = α(b, a)

がなりたつとき、を V上の対称双一次形式とよ
V上の正則な対称双一次形式のことをの内積とよぶ。すなわち
V上の対称双一次形式が

α(x, x) > 0　 x ∈ V, x 6= 0

をみたすとき、をの正値内積とよぶ。

多様体入門 p41
Mの各点 pにおける接ベクトル空間 Tp(M)に正値な内積 gp(u, v)(u, v ∈)が与えられていると

する。gij(q) = gq(( ∂
∂xi )q, ( ∂

∂xj )q)
gij がすべてMの各点の近傍で Cr 級であるとき、Mの各点 pに Tp(M)の正値な内積gpを対応

させる対応 g : pgp をMの Cr 級リーマン計量とよび、。リーマン計量が与えられたとき、におけ

る接ベクトル vの長さ||v||を
||v||2 = gp(v, v)

により定義する。

リーマン計量 gをそなえた多様体のことをリーマン多様体とよぶ。
を開区間で定義された可積分曲線、のにおける接ベクトルをとするとはの連続関数である。とす

るとき、

=
∫ d

c

||vt||dt

をとの間の長さという。

幾何学 p144
一般の実線形空間に対しが 2次形式とは、、、に対し、という双 1次形式 B : V V Rがあることで

ある。さらに次形式が正値であるとは q(v)=0ならば v=0を満たすことである。上の双 1次形式
は、対称性 B(u, v) = B(v, u)を満たす。
この gをリーマン計量と呼ぶ。

15



xのまわりの座標近傍 (U, )により、に対し TxM の基底 ∂
∂x1

, , ∂
∂xn
が同時に定まる。そのような

基底について、は v =
∑

i vi
∂

∂xi
と書かれ、= g(v, v) = gij(x)vivj と書かれる。

このようなリーマン計量を持つ多様体をリーマン多様体と呼ぶ。

定義 7.2.1　リーマン計量と呼ぶことが多い。

2.2.4｛幾何学 p43｝
内積

7.1.1｛幾何学 p199｝
定義　Mを微分多様体とする。M上の Riemann計量gとは、各点 pMで次の公理
gp(U, V ) = gp(V, U)
gp(U,U)0、ただし等式は U=0のときのみ成り立つ
を満たすM上の型テンソルである。ここで U, V TpM,である。手短にいえばは正定値な対称双

1次形式である。
計量 gが存在する場合は、2つのベクトル U, V TpM の内積を gp(U, V )によって定義する。gpは

写像 TpMTpMRなので、線形写像 gp(U, ) : TpMRを V gp(U, V )によって定義することができる。
微分多様体Mが Riemann計量 gをもつとき、対 (M,g)を Riemann多様体とよぶ。

16



記号

点 pにおけるMの接ベクトルとは

v = a1

( ∂

∂x1

)
p
+a2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ am

( ∂

∂xm

)
p
　 (本 8.14)

v =
n∑

i=1

ξi
( ∂

∂xi

)
p
　 (島)

接ベクトル X
||X|| =

√
g(X, X)　 (≥ 0)

[=
√

g
(
ξ1

( ∂

∂x1

)
p
+ξ2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ ξm

( ∂

∂xm

)
p
, ξ1

( ∂

∂x1

)
p
+ξ2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ ξm

( ∂

∂xm

)
p

)
]

多様体の基礎 p

X = ξ1
∂

∂x1
+ ξ2

∂

∂x2
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm
　 (松本 16.14)

X =
m∑

i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

m∑

j=1

ηj
∂

∂xj

[g(ξ1 ∂

∂x1
+ · · ·+ ξm ∂

∂xm
, η1 ∂

∂x1
+ · · ·+ ηm ∂

∂xm
)]

微分形式の幾何学 p40

X =
n∑

i=1

ai
∂

∂xi
,　 Y =

n∑

i=1

bi
∂

∂xi

曲線と曲面の微分幾何 p97

{ξ + η}(u,v)=(a,b)

(ξ
∂

∂u
+ η

∂

∂v
)(u,v)=(a,b)

という微分作用そのものを接ベクトルと考えることにする。

領域 Dの各点に 1つずつ接ベクトルをつけたとき、それを D上の接ベクトル場と呼ぶ。

30p226
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いま、Mの各点 xに対し、接空間に、内積が与えられているとする。
局所座標近傍上での基底

を考え、各点に対して

=

とおく。

定義　各点 xに対し T (M)xに与えられた内積 (, )xが、次の条件（R）をみたすとき、Mにリー
マン計量が与えられたという：

(R)　各

p11
を上のベクトル空間とする。との直積集合からへの写像が条件

をみたすとき、を上の双一次形式とよぶ。

p12
を V上の（）双一次形式とする。任意のにたいして、

() = ()

がなりたつとき、を V上の対称双一次形式と
V上の正則な対称双一次形式のことを Vの内積とよぶ。すなわち、、

の二条件をみたす場合をいう。V上の対称双一次形式が

をみたすとき、を Vの正値内積とよぶ。
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p153
座標基底 {ei} = {∂/∂xi}を選ぶ。この基底で ωの成分は

ω(ei1 , ei2 , , eir
) = ωi1i2ir

[ω(∂/∂xi1 , ∂/∂xi2 , , ∂/∂xir ) = ωi1i2ir ]

である。

p280
定理 19.3　 Vの基底をとし、それに対応するの双対基底をとする。このとき、
がの基底になる。

をの任意の元として、実数を

ai1i2ik
= ω(ei1 , ei2 , , eik

)

と定義すれば、

=

がなりたつ。

の各点において、が、に対応するの双対基底になっている。したがって、定理 19.3により、の
各点における交代次形式を

=

の形に一意的に表わすことができる。この係数は、点で決まる実数だから、これを、

という関数とみなせる。、

と局所座標表示できたわけである。

p108
複素多様体 Xの Hermite計量はとしても定義できるが、ここでは Xの Riemann計量 gで次の

条件を満たすものとして定義する。

g(, ) = g(J, J)

多様体入門 p99
Mのリーマン計量 gがMの各点 pと任意の u, vTp(M)について

gp(Jpu, Jpv) = gp(u, v)

をみたすとき、gを複素多様体Mのエルミット計量とよぶ。
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p275
複素多様体Mの Riemann計量 gが、各点 pM と任意のX, Y TpM に対して

gp(JpX, JpY ) = gp(X, Y )

を満たすとき gは Hermite計量とよばれる。

p115
上の定理の条件を満たすような Hermite計量 gを Kahler計量とよび、

p280
定義 8.4　 Kahler多様体とは Hermite多様体 (M,g)で、その Kahler形式が閉形式であるもの

をいう := 0。計量 gはMの Kahler計量とよばれる。

20



p259
定義　 Vを R上のm次元ベクトル空間とする。V上の 1次形式とは、Vから Rへの写像

ω : V → R

であって、任意のベクトルX, Y ∈ V と任意の実数 a, b ∈ Rについて

ω(aX + bY ) = aω(X) + bω(Y )

がなりたつようなものをいう（すなわち、Vから Rへの線型写像 ω : V → Rのことである）。

V上の 1次形式全体のなす集合を V ∗ と書くことにする。

定義　 V ∗ を、Vの双対ベクトル空間または双対空間という。
e1, e2, · · · , em を、任意に選んだ Vの基底とする。Vの任意のベクトル Xは

X = a1e1 + a2e2 + · · ·+ amem　 (ai ∈ R)

のように、e1, e2, · · · , emの次結合で書ける。番号 i(1 ≤ i ≤ m)をひとつ固定して、ベクトルXに、
ei の係数 ai を対応させる写像 ωi : V → Rを考える：

ωi(X) = ai

この写像 ωi : V → Rは明らかに線型写像であるから、ωi は V上の 1次形式と考えられる。
番号 iを 1からmまで動かして得られる ω1, ω2, · · · , ωm というm個の 1次形式が、実は V ∗ の

基底になるのである。

定義　 ω1, ω2, · · · , ωm を、に対応する双対基底という。
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｛P290｝

ω =
∑

i1

· · ·
∑

ik

fi1···ik
()dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dω =
∑

i1

· · ·
∑

ik

∂fi1···ik

∂xj
()dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

例　 1次微分形式
ω =

∑

i1

fi1dxi1

= f1dx1 + f2dx2

dω =
∑

i1

∂fi1

∂xj
dxj ∧ dxi1

=
∂f1

∂xj
dxj ∧ dx1 +

∂f2

∂xj
dxj ∧ dx2

= [
∂f1

∂x1
dx1 ∧ dx1] +

∂f1

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂f2

∂x1
dx1 ∧ dx2[+

∂f2

∂x2
dx2 ∧ dx2]

=
∂f2

∂x1
dx1 ∧ dx2 − ∂f1

∂x2
dx1 ∧ dx2

ω =
∑

i1

fi1dxi1

= f1dx1 + f2dx2 + f3dx3

dω =
∑

i1

∂fi1

∂xj
dxj ∧ dxi1

=
∂f1

∂xj
dxj ∧ dx1 +

∂f2

∂xj
dxj ∧ dx2 +

∂f3

∂xj
dxj ∧ dx3

= [
∂f1

∂x1
dx1 ∧ dx1] +

∂f1

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂f1

∂x3
dx3 ∧ dx1

+
∂f2

∂x1
dx1 ∧ dx2[+

∂f2

∂x2
dx2 ∧ dx2] +

∂f2

∂x3
dx3 ∧ dx2

+
∂f3

∂x1
dx1 ∧ dx3 +

∂f3

∂x2
dx2 ∧ dx3[+

∂f3

∂x3
dx3 ∧ dx3]

=
∂f3

∂x2
dx2∧dx3− ∂f2

∂x3
dx2∧dx3 +

∂f1

∂x3
dx3∧dx1− ∂f3

∂x1
dx3∧dx1 +

∂f2

∂x1
dx1∧dx2− ∂f1

∂x2
dx1∧dx2
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2次微分形式
ω =

∑

i1

∑

i2

fi1i2dxi1 ∧ dxi2

=
∑

i2

{f1i2dx1 ∧ dxi2 + f2i2dx2 ∧ dxi2 + f3i2dx3 ∧ dxi2}

= [f11dx1 ∧ dx1] + f12dx1 ∧ dx2 + f13dx1 ∧ dx3

+f21dx2 ∧ dx1[+f22dx2 ∧ dx2] + f23dx2 ∧ dx3

+f31dx3 ∧ dx1 + f32dx3 ∧ dx2[+f33dx3 ∧ dx3]

= {f23 − f32}dx2 ∧ dx3

+{f31 − f13}dx3 ∧ dx1

+{f12 − f21}dx1 ∧ dx2

dω =
∑

i1

∑

i2

∂fi1i2

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2

=
∑

i2

{∂f1i2

∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ dxi2 +

∂f2i2

∂xj
dxj ∧ dx2 ∧ dxi2 +

∂f3i2

∂xj
dxj ∧ dx3 ∧ dxi2}

= [
∂f11

∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ dx1] +

∂f12

∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ dx2 +

∂f13

∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ dx3

+
∂f21

∂xj
dxj ∧ dx2 ∧ dx1[+

∂f22

∂xj
dxj ∧ dx2 ∧ dx2] +

∂f23

∂xj
dxj ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂f31

∂xj
dxj ∧ dx3 ∧ dx1 +

∂f32

∂xj
dxj ∧ dx3 ∧ dx2[+

∂f33

∂xj
dxj ∧ dx3 ∧ dx3]

=
∂

∂x1
{f23 − f32}dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂

∂x2
{f31 − f13}dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂

∂x3
{f12 − f21}dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

dω = [
∂f11

∂x1
dx1 ∧ dx1 ∧ dx1 +

∂f11

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dx1 +

∂f11

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dx1]

[+
∂f12

∂x1
dx1 ∧ dx1 ∧ dx2 +

∂f12

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dx2] +

∂f12

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dx2

[+
∂f13

∂x1
dx1 ∧ dx1 ∧ dx3] +

∂f13

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dx3[+

∂f13

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dx3]

[+
∂f21

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx1 +

∂f21

∂x2
dx2 ∧ dx2 ∧ dx1] +

∂f21

∂x3
dx3 ∧ dx2 ∧ dx1

[+
∂f22

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx2 +

∂f22

∂x2
dx2 ∧ dx2 ∧ dx2 +

∂f22

∂x3
dx3 ∧ dx2 ∧ dx2]
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+
∂f23

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3[+

∂f23

∂x2
dx2 ∧ dx2 ∧ dx3 +

∂f23

∂x3
dx3 ∧ dx2 ∧ dx3]

[+
∂f31

∂x1
dx1 ∧ dx3 ∧ dx1] +

∂f31

∂x2
dx2 ∧ dx3 ∧ dx1[+

∂f31

∂x3
dx3 ∧ dx3 ∧ dx1]

+
∂f32

∂x1
dx1 ∧ dx3 ∧ dx2[+

∂f32

∂x2
dx2 ∧ dx3 ∧ dx2 +

∂f32

∂x3
dx3 ∧ dx3 ∧ dx2]

[+
∂f33

∂x1
dx1 ∧ dx3 ∧ dx3 +

∂f33

∂x2
dx2 ∧ dx3 ∧ dx3 +

∂f33

∂x3
dx3 ∧ dx3 ∧ dx3]
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｛P290｝
m次元級多様体M上の ()k次微分形式を座標近傍 (U ; x1, x2, , xm)上で局所座標表示したものが

ω =
∑

i1<···<ik

fi1i2···ik
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

であったとする。

dω =
∑

i1<···<ik

dfi1i2···ik
∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

微分形式の幾何学 p61

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ik
(x1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

を Rn 上の k次の微分形式、。上記を簡単に、fI(x)と記す場合もある。外微分とは、つぎのよう
に定義される線形写像

d : Ak(Rn)Ak+n(Rn)

のことである。すなわち ω = f(x1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
に対して

dω =
n∑

j=1

∂f

∂xj
(x)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

30p213

dω =
∑

i1<i2<···<ik

dfi1i2···ik
∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

微分位相 p35

∑

h1

· · ·
∑

hp

ah1···hpdxh1 ∧ · · · ∧ dxkp

26



du ∧ du = 0,　 dv ∧ dv = 0,　 du ∧ dv = −dv ∧ du

次に外微分 dを
0次微分形式 ()fに対しては

df =
∂f

∂u
du +

∂f

∂v
dv

1次微分形式 = fdu + gdvに対しては

= df ∧ du + dg ∧ dv

(−∂f

∂v
+

∂g

∂u
)du ∧ dv

2次微分形式 = fdu ∧ dvに対しては

= df ∧ du ∧ dv

= (
∂f

∂u
du +

∂f

∂v
dv) ∧ du ∧ dv = 0

と定義する。
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｛P290｝

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ik
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dω =
∑

i1

· · ·
∑

ik

∂fi1···ik

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

例　 1次微分形式
ω = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3

dω = { ∂f1

∂x1
dx1 +

∂f1

∂x2
dx2 +

∂f1

∂x3
dx3} ∧ dx1

+{ ∂f2

∂x1
dx1 +

∂f2

∂x2
dx2 +

∂f2

∂x3
dx3} ∧ dx2

+{ ∂f3

∂x1
dx1 +

∂f3

∂x2
dx2 +

∂f3

∂x3
dx3} ∧ dx3

=
∂f1

∂x1
dx1 ∧ dx1 +

∂f1

∂x2
dx2 ∧ dx1 +

∂f1

∂x3
dx3 ∧ dx1

+
∂f2

∂x1
dx1 ∧ dx2 +

∂f2

∂x2
dx2 ∧ dx2 +

∂f2

∂x3
dx3 ∧ dx2

+
∂f3

∂x1
dx1 ∧ dx3 +

∂f3

∂x2
dx2 ∧ dx3 +

∂f3

∂x3
dx3 ∧ dx3

= 0− ∂f1

∂x2
dx1 ∧ dx2 +

∂f1

∂x3
dx3 ∧ dx1

+
∂f2

∂x1
dx1 ∧ dx2 + 0− ∂f2

∂x3
dx2 ∧ dx3

− ∂f3

∂x1
dx3 ∧ dx1 +

∂f3

∂x2
dx2 ∧ dx3 + 0

2次微分形式

ω = [f11dx1 ∧ dx1] + f12dx1 ∧ dx2 + f13dx1 ∧ dx3

+[f21dx2 ∧ dx1] + [f22dx2 ∧ dx2] + f23dx2 ∧ dx3

+[f31dx3 ∧ dx1] + [f32dx3 ∧ dx2] + [f33dx3 ∧ dx3]

= f23dx2 ∧ dx3 − f13dx3 ∧ dx1 + f12dx1 ∧ dx2

dω = {∂f23

∂x1
dx1 +

∂f23

∂x2
dx2 +

∂f23

∂x3
dx3} ∧ dx2 ∧ dx3

−{∂f13

∂x1
dx1 +

∂f13

∂x2
dx2 +

∂f13

∂x3
dx3} ∧ dx3 ∧ dx1

+{∂f12

∂x1
dx1 +

∂f12

∂x2
dx2 +

∂f12

∂x3
dx3} ∧ dx1 ∧ dx2

=
∂f23

∂x1
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − ∂f13

∂x2
dx2 ∧ dx3 ∧ dx1 +

∂f12

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dx2
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｛P290｝

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ik
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dω =
∑

i1

· · ·
∑

ik

∂fi1···ik

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

ストークスの定理｛P305｝
定理｛ストークスの定理｝ ∫

N

dη =
∫

∂N

η

証明

η =
m∑

i=1

gidx1 ∧ · · · ∧ dx̂i ∧ · · · ∧ dxm

dx̂i は dxi を除くことを表わす。

dη =
m∑

i=1

{−1}i−1 ∂gi

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxm

。により、
∫

N

dη = {−1}1−1

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

∂g1

∂x1
(x1, · · · , xm)dx1 · · · dxm

+ · · ·
+{−1}m−1

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

∂gm

∂xm
(x1, · · · , xm)dx1 · · · dxm

{−1}1−1

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

∂g1

∂x1
(x1, · · · , xm)dx1 · · · dxm

+ · · ·
+{−1}m−1 · · ·

∫ a

0

∫ a

0

∂gm

∂xm
(x1, · · · , xm)dxmdx1 · · ·

= {−1}1−1

∫ a

0

· · · {g1(a, · · · , xm)− g1(0, · · · , xm)} · · · dxm

+ · · ·
+{−1}m−1 · · ·

∫ a

0

{gm(x1, · · · , a)− gm(x1, · · · , 0)}dx1 · · ·

∫

∂N

η = {−1}1−1

∫ a

0

· · · g1(a, · · · , xm) · · · dxm − {−1}1−1

∫ a

0

· · · g1(0, · · · , xm) · · · dxm

+ · · ·
+{−1}m−1 · · ·

∫ a

0

gm(x1, · · · , a)dx1 · · · − {−1}m−1 · · ·
∫ a

0

gm(x1, · · · , 0)dx1 · · ·

[次のページへ続く。]
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例

{−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

∂g1

∂x1
(x1, x2)dx1dx2

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

∂g2

∂x2
(x1, x2)dx1dx2

= {−1}1−1

∫ a

0

g1(a, x2)dx2 − {−1}1−1

∫ a

0

g1(0, x2)dx2

+{−1}2−1

∫ a

0

g2(x1, a)dx1 − {−1}2−1

∫ a

0

g2(x1, 0)dx1

{−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g1

∂x1
(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g2

∂x2
(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

+{−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g3

∂x3
(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

= {−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

g1(a, x2, x3)dx2dx3 − {−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

g1(0, x2, x3)dx2dx3

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

g2(x1, a, x3)dx1dx3 − {−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

g2(x1, 0, x3)dx1dx3

+{−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

g3(x1, x2, a)dx1dx2 − {−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

g3(x1, x2, 0)dx1dx2
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｛微分幾何 P124｝
∫ b

0

∫ a

0

{∂g

∂u
− ∂f

∂v
}dudv

=
∫ b

0

∫ a

0

∂g

∂u
dudv −

∫ a

0

∫ b

0

∂f

∂v
dvdu

=
∫ b

0

[g(a, v)− g(0, v)]dv −
∫ a

0

[f(u, b)− f(u, 0)]du
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