
■共変微分｛接続の微分幾何 p36～｝

、Mは n次元多様体、Eはファイバーが Rr のM上のベクトル束｛p2｝とする｛｝。Eの切断

｛p4｝の全体を Γ(E)と書く。M上の（）関数の全体をA0(M)と書くことにした。関数 f ∈ A0(M)

と切断 ξ ∈ Γ(E)の積はまた切断 fξ ∈ Γ(E)である。

(一般に Ap(M)はM上の p次微分形式のつくるベクトル空間と定義した)。

、Eの共変微分作用素あるいは単に共変微分とは、線形写像｛｝

∇ : Γ(E) −→ Γ(T ∗M ⊗ E)

で Leibnizの公式

∇(fξ) = df ⊗ ξ + f · ∇ξ,　 f ∈ A0(M), ξ ∈ Γ(E)

を満たすものであると定義する ∗1。。Γ(T ∗M ⊗ E)の元を E に値をもつ 1次微分形式と呼んだり

する。接ベクトル｛｝X ∈ TxM に対し∇ξの値∇ξ(X)は Ex の元である ∗。

∇ξ(X) = ∇Xξ

とも書き ∗、∇Xξを ξの X方向の共変微分と呼ぶ｛s｝。したがって各X ∈ TxM に対し

∇X : Γ(E) −→ Ex

は線形写像で

　　　∇X(fξ) = (Xf) · ξ + f · ∇Xξ,　 f ∈ A0(M), ξ ∈ Γ(E)　｛sn｝

を満たし ∗3、また∇X はX に関しても線形である。

共変微分を接続とも呼ぶ。

ベクトル束 Eは局所的には直積だから、局所的には一次独立｛→S｝な切断 e1, · · · , er が存在す
る。そのような (e1, · · · , er)を Eの局所標構場と呼ぶ。E の任意の切断 ξは局所的には、

ξ =
∑

ξλeλ

と一意的に書ける ∗4。、∇を Eの共変微分とすると、∇eλ ∈ Γ(T ∗M ⊗E)は e1, , er の一次結合と

して書けるから

∇eλ =
∑

ωλ
µeµ

とおく。ここで、ωλ
µ は (局所的に定義された)1次微分形式である ∗5。、(1.2)により

∇ξ =
∑
{dξλ +

∑
ωµ

λξµ}eλ　 (1.9)

となる ∗。ω = (ωλ
µ)を∇の接続形式と呼ぶ。

次に局所標構場｛｝を (e1, , er)から (e′1, , e
′
r)に変えたとき、。

e′λ =
∑

aλ
µeµ　 (1.10)
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とおく。次に

∇e′λ =
∑

ω′
λ
µ
e′µ

により、1次微分形式の行列 ω′ = (ω′
λ
µ
)を定義する。これに (1.10)を代入し、(1.9)を使えば∑

ωµ
λaν

µ + daν
λ =

∑
aµ

λω′
ν
µ　 (1.12)

を得る。、(1.12)は

ωa+ da = aω′

すなわち、

ω′ = a−1ωa+ a−1da

となる。

解説

*3

[∇(fξ)(X) = df(X)⊗ ξ + f · ∇ξ(X)]

*4

[[∇X(fξ)] =
{ n∑
j=1

aj
∂f

∂xj

}
·

r∑
λ=1

ξλeλ + f · ∇ n∑
j=1

aj ∂

∂xj

{
r∑

λ=1

ξλeλ}]

*5←*1

∇ξ =
∑

αλeλ

∇Xξ =
∑

αλ(X)eλ

ξ =
∑

ξλeλ

∇ξ( ) =
∑

αλ( )eλ

∇Xξ =
∑

αλ(X)eλ

∇eλ( ) =
∑

ωλ
µ( )eµ
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∇Xξ =
∑

αλ
(∑

aj
∂

∂xj

)
eλ

*1

[ = df ⊗
r∑

λ=1

ξλeλ + f · ∇
r∑

λ=1

ξλeλ]

∇ξ =
∑

αλeλ

*2

∇Xξ =
∑

αλ(X)eλ

*3← p2、*4

[ =
{ n∑
j=1

aj
∂f

∂xj

}
·

r∑
λ=1

ξλeλ + f · ∇ n∑
j=1

aj ∂

∂xj

{
r∑

λ=1

ξλeλ}]

線形写像だから書ける。×

e1 = 1e1 ++0er −→


1
...

0



×∇e1 −→


ω1

1 · · · ωr
1

...
. . .

...

ω1
r · · · ωr

r




1
...

0

 =


ω1

1

...

ω1
r

←− ω1
1e1 ++ω1

rer

[∇eλ( ) =
∑

ωλ
µ( )eµ]

[∇(fξ)(X) = df(X)⊗ ξ + f · ∇ξ(X)]

[∇(fξ)( ) = df( )⊗ ξ + f · ∇ξ( )]

例

の開集合において二つのベクトル場 X,Yがあるとき、Yの Xによる共変微分と呼ぶところのや

はり上のベクトル場∇XY をつぎのように定義する。、

X =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi

とするとき

∇XY = ξj
∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+ ξjηkΓj

i
k

∂

∂xi

。

[∇X(fY ) = ξj
∂fηi

∂xj

∂

∂xi
+Γj

i
kξ

jfηk
∂

∂xi
= ξj

∂f

∂xj
ηi

∂

∂xi
+ξjf

∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+Γj

i
kξ

jfηk
∂

∂xi
= (Xf)Y+f∇XY ]
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リーマン幾何学 p26

τ : E → M をベクトル束、(E)を Eの断面のつくる加群とする。Mのベクトル場 X ∈と Eの

断面に対してが対応し次の条件

∇fX+gY ξ = f∇Xξ + g∇Y ξ

∇X(ξ+η) = ∇Xξ+∇Xη

∇X(fξ) = (Xf)ξ + f∇Xξ,　ξ ∈ (E), f ∈

をみたすとき、Eに線形接続が与えられたといい、∇Xξを ξのXによる共変微分という。(∇Xξ)(p) =∑
Xi(p)(∇∂/∂xiξ)(p)

T (X,Y ) := ∇XY −∇Y X − [X,Y ]

これを捩率テンソルという。

理論 p202

からを引くにはをへ変化させずに移動してその違いを計算しなければならない。このベクトルの

移動を平行移動とよぶ。ベクトル V |xを x+∆xへ平行移動したものを Ṽ |x+∆xで表す。ここで成

分は条件

Ṽ µ(x+∆x)− V µ(x) ∝ ∆x

=

を満たすことを要請する。これらの条件は

Ṽ µ(x+∆x) = V µ(x)− V λ(x)Γµ
νλ(x)∆xν　 (7.9)

と選べば満たされる。Vの xν に関する共変微分は

lim
∆xν→0

V µ(x+∆x)− Ṽ µ(x+∆x)

∆xν

∂

∂xµ
= (

∂V µ

∂xν
+ V λΓµ

νλ)
∂

∂xµ

で定義される。平行移動の方法は数多くあり、Γを選ぶごとに平行移動の規則が 1つ決まる。

理論 p204

アファイン接続∇とは、写像 :で次の条件を満たすものである：

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z

∇(fX)Y = f∇XY

∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY

5



ここで f およびX,Y, Z である。

M上で、座標 x =をもつチャート (, )を選びm3 個の接続係数と呼ばれる関数を

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓ
λ
νµ

で定義する。ここで {eµ} = {∂/∂xµ}は TpM の座標基底である。接続係数は基底ベクトルが点か

ら点へいかに変化するかを指定するものである。V = V µeµ とW = W νeν をの元とする。この

とき

∇V W = V µ∇eµ(W
νeν) = V µ(eµ[W

µ]eν +W ν∇eµeν)

= V µ(
∂Wλ

∂xµ
+W νΓλ

µν)eλ

[= V µ ∂W
λ

∂xµ
eλ + V µW νΓλ

µνeλ]

となる。

多様体 p153

Mを n次元多様体としてそこに一つの線形接続が与えられているとする。Mの開集合Oにおい

て二つのベクトル場X,Yがあるとき、YのXによる共変微分と呼ぶところのやはりOの上のベク

トル場∇XY をつぎのように定義する。Oに含まれる局所座標近傍 (U ;x1, , xn)において、線形接

続の成分を {Γj
i
k}とし Uにおいて、

X =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi

とするとき

∇XY =

n∑
i=1

ζi
∂

∂xi

で、ここに

ζi =
n∑

j=1

ξj
∂ηi

∂xj
+

n∑
j,k=1

Γj
i
kξ

jηk

とする。

=
n∑

h=1

∂xh

∂yi
∇Xh

( n∑
l=1

∂xl

∂yj
Xl

)
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ξ = ξ1e1 ++ξrer −→


ξ1

...

ξr



∇ξ −→


ω1

1 · · · ωr
1

...
. . .

...

ω1
r · · · ωr

r




ξ1

...

ξr

 =


ω1

1ξ1 ++ωr
1ξr

...

ω1
rξ1 ++ωr

rξr

←− {ω1
1ξ1++ωr

1ξr}e1++{ω1
rξ1++ωr

rξr}er

X = 1
∂

∂x1
+ 0

∂

∂x2

∇XY = 1
∂η1

∂x1

∂

∂x1
+ 1

∂η2

∂x1

∂

∂x2

∇eλ =
∑

ωλ
µeµ

[×∇ξ =
∑
{dξλ +

∑
ωµ

λξµ}eλ =


dξ1 +

∑
ωµ

1ξµ · · · dξr +
∑

ωµ
rξµ

...
. . .

...

am1 · · · amn




e1
...

er

]

[?


∇e1
...

∇er

 =


ω1

1 · · · ω1
r

...
. . .

...

ωr
1 · · · ωr

r




e1
...

er

]
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1.4.2

D(fs) = (df)⊗ s+ f ·Ds

相対性理論 p79

共変微分

8



記号

接続 p2

、X ∈ TpM を

X =
∑

ai
∂

∂xi

df(X) = X(f)　 (接続 2.6)

∇(fξ) = df ⊗ ξ + f · ∇ξ,　 f ∈ A0(M), ξ ∈ Γ(E)　 (接続 1.2)

∇ξ(X) = ∇Xξ　 (接続 1.3)

∇X(fξ) = (Xf) · ξ + f · ∇Xξ,　 f ∈ A0(M), ξ ∈ Γ(E)　 (接続 1.5)

ξ =
∑

ξλeλ　 (接続 1.7)

[∇X(fξ) = (Xf) ·
∑

ξλeλ + f · ∇X

∑
ξλeλ]

[∇X(fξ) = (
∑

aj
∂f

∂xj
) ·

∑
ξλeλ + f · ∇∑ aj ∂

∂xj

∑
ξλeλ]

[∇X(fξ) = (
n∑

j=1

aj
∂f

∂xj
) ·

r∑
λ=1

ξλeλ + f · ∇ n∑
j=1

aj ∂

∂xj

r∑
λ=1

ξλeλ]

[∇(f
∑

ηiei)
(∑

ξj
∂

∂xj

)
= df

(∑
ξj

∂

∂xj

)
⊗
∑

ηiei + f · ∇
∑

ηiei

(∑
ξj

∂

∂xj

)
]

ベクトル場X =
∑

ξj ∂
∂xj、Y =

∑
ηk ∂

∂xk に対しと（9.19）を使って∇XY を計算すると｛酒｝、

∇XY =
∑

ξj∇jη
i ∂

∂xi
,　ただし、∇jη

i =
∂ηi

∂xj
+
∑

Γi
jkη

k　 (接続 9.20)

[∇XY =
∑

ξj{ ∂η
i

∂xj
+
∑

Γi
jkη

k} ∂

∂xi
]

X =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi

とするとき

∇XY =

n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
　 (村上 1)

=
n∑

j=1

ξj
∂ηi

∂xj
+

n∑
j,k=1

Γj
i
kξ

jηk　 (村上 2)

∇XY = ξj
∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+ ξjηkΓj

i
k

∂

∂xi

。

[∇X(fY ) = ξj
∂fηi

∂xj

∂

∂xi
+Γj

i
kξ

jfηk
∂

∂xi
= ξj

∂f

∂xj
ηi

∂

∂xi
+ξjf

∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+Γj

i
kξ

jfηk
∂

∂xi
= (Xf)Y+f∇XY ]
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多様体 p140

定義　 n次元可微分多様体Mの各局所座標近傍 (U ;x1, , xn)ごとに、U上の n3個の C∞関数の

組 {Γj
i
k; 1 ≤ i, j, k ≤ n}が与えられつぎの条件がみたされるとき、Mに線形接続（またはアファイ

ン接続）が与えられたといい、{Γj
i
k}をこの線形接続の (U ;x1, , xn)における成分という。いま、

{Γj
i
k}、{Λj

i
k}をそれぞれ局所座標近傍 (U ;x1, , xn)、(V ; y1, , yn)における成分とし U ∩ V ̸= ϕ

とすれば、U ∩ V においては

Λj
i
k =

n∑
p,q,r=1

∂xp

∂yj
∂xq

∂yk
∂yi

∂xr
Γp

r
q +

n∑
i=1

∂2xl

∂yj∂yk
∂yi

∂xl

がなりたつ。

測地線

曲線Cに沿ったベクトル場 {Y (t)}とは曲線上の各点 x(t)においてMへの接ベクトル Y (t)が与

えられ、しかもMの U ∩ C ̸= ϕなる局所座標近傍 (U ;x1, , xn)では表示

Y (t) =
n∑

i=1

ηi(t)(
∂

∂xi
)x(t)

の係数 ηi(t)(1 ≤ i ≤ n)はいずれも tの C∞ 関数であるものとする。

補題 1.　曲線C = {x(t)}に沿ったベクトル場 {Y (t)}に対して、Cに沿ったベクトル場 {∇x′Y (t)}
がつぎの条件によって（）一意的に定義される。、x(t) = (x1(t), , xn(t))、Y (t) = (η1(t), , ηn(t))と

するとき、∇x′Y (t)は Uにおいて（）の左辺を成分とするベクトル場である。すなわち

∇x′Y (t) =

n∑
i=1

(
dηi

dt
+

n∑
j,k=1

Γj
i
k(x(t))

dxj

dt
ηk(t))(

∂

∂xi
)x(t)

曲線 C = {x(t)}とそれに沿ったベクトル場 {Y (t)}に対して同じく Cに沿った補題 1のベクト

ル場 {∇x′Y (t)}を {Y (t)}の共変微分という。
定理　が存在して、。

この状況において、の点におけるへの接ベクトルををに沿って平行移動して得られる接ベクトル

という。

多様体 p161

T (X,Y ) =
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多様体 p153

Mを n次元多様体としてそこに一つの線形接続が与えられているとする。Mの開集合Oにおい

て二つのベクトル場 X,Yがあるとき、｛Yの Xによる共変微分と呼ぶところのやはり Oの上のベ

クトル場∇XY をつぎのように定義する。｝Oに含まれる局所座標近傍 (U ;x1, , xn)において、線

形接続の成分を {Γj
i
k}とし Uにおいて、

X =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
　｛小｝

とするとき

∇XY =
n∑

i=1

ζi
∂

∂xi
　｛小｝

[∇XY =
n∑

i=1

n∑
j=1

ξj
∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+

n∑
i=1

n∑
j,k=1

Γj
i
kξ

jηk
∂

∂xi
]

で、ここに

ζi =

n∑
j=1

ξj
∂ηi

∂xj
+

n∑
j,k=1

Γj
i
kξ

jηk　｛小｝

とする。

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY

∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z

∇fXY = f∇XY

この定理は線形接続をばM上のベクトル場X,Yに対し第三のベクトル場∇XY を対応させる法

則で（i）、（ii）、（iii）、（iv）をみたすものとして定義できることを示している。
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微分形式の幾何学 p197

定義　多様体M上のベクトルバンドル π : E →M の接続とは、双線形写像

∇ : (M)(E)

であって、任意の f ∈, X ∈, s ∈ Γ(E)に対して、二つの条件

()　∇fXs = f∇Xs

()　∇X(fs) = f∇Xs+ (Xf)s

をみたすものをいう。∇Xsを sの Xに関する共変微分という。

微分形式の幾何学 p201

構造方程式と呼ばれる。

線形写像

を誘導し、この場合、接続の条件 (ii)は

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s

と表わされることになる。

p215

をみたすようなに値をとる上の形式が、ただ一つ存在する。

理論 p204

アファイン接続∇とは、写像 :で次の条件を満たすものである：

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z

∇(fX)Y = f∇XY

∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY

ここで f およびX,Y, Z である。

12
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p38

定理　リーマン多様体Mには次の条件をみたす TM の線形接続がただ 1つ存在する：　に対

して

()　∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z,　∇fXY = f∇XY

()　∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,　∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY

()　∇XY −∇Y X = [X,Y ]

()

この線形接続をレビ・チビタ接続、。特にチャート ()に関する自然基底 {∂i = ∂/∂xi}に対して、
m3 個の U上の級関数 Γi

k
j が

∇∂i∂j = Γi
k
j∂k

によって決まる。Γi
k
j をクリストッフェルの記号と呼ぶ。逆にをX|U = Xi∂i、Y |U = Y j∂j と成

分表示するとき

(∇XY )|U = (X · Y k + Γi
k
jX

iY j)∂k

と書ける。

理論 p204

アファイン接続∇とは、写像 :で次の条件を満たすものである：

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z

∇(fX)Y = f∇XY

∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY

ここで f およびX,Y, Z である。

M上で、座標 x =をもつチャート (, )を選びm3 個の接続係数と呼ばれる関数を

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓ
λ
νµ

で定義する。ここで {eµ} = {∂/∂xµ}は TpM の座標基底である。接続係数は基底ベクトルが点か

ら点へいかに変化するかを指定するものである。V = V µeµ とW = W νeν をの元とする。この

とき

∇V W = V µ∇eµ(W
νeν) = V µ(eµ[W

µ]eν +W ν∇eµeν)

= V µ(
∂Wλ

∂xµ
+W νΓλ

µν)eλ

[= V µ ∂W
λ

∂xµ
eλ + V µW νΓλ

µνeλ]

となる。
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多様体 p153

Mを n次元多様体としてそこに一つの線形接続が与えられているとする。Mの開集合Oにおい

て二つのベクトル場 X,Yがあるとき、｛Yの Xによる共変微分と呼ぶところのやはり Oの上のベ

クトル場∇XY をつぎのように定義する。｝Oに含まれる局所座標近傍 (U ;x1, , xn)において、線

形接続の成分を {Γj
i
k}とし Uにおいて、

X =
n∑

i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
　｛小｝

とするとき

∇XY =
n∑

i=1

ζi
∂

∂xi
　｛小｝

[∇XY =
n∑

i=1

n∑
j=1

ξj
∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+

n∑
i=1

n∑
j,k=1

Γj
i
kξ

jηk
∂

∂xi
]

で、ここに

ζi =

n∑
j=1

ξj
∂ηi

∂xj
+

n∑
j,k=1

Γj
i
kξ

jηk　｛小｝

とする。

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY

∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z

∇fXY = f∇XY

この定理は線形接続をばM上のベクトル場X,Yに対し第三のベクトル場∇XY を対応させる法

則でをみたすものとして定義できることを示している。

15



接続の微分幾何 p76

、TMの接続をMのアファイン接続と呼ぶ。

T (X,Y ) =
1

2
(∇XY −∇Y X − [X,Y ])　 (9.1)

とおくと、

Mの各点 xで Tは写像

TxM × TxM −→ TxM

を定義するからタイプ (1,2)のテンソル場である｛酒｝。Tをアフィン接続∇のねじれ率テンソル
とか捩率と呼ぶ。

接ベクトル束 TMの局所標構 e1, , en とその双対基 θ1, , θn を考える。

ねじれ率 Tを

T =
∑

Θiei ∈　 (9.4)

と書いてみる。ここで Θi, i = 1, , n,は 2次微分形式。(9.1)でX = ej , Y = ek とおき、

∇ek =
∑

ωk
iei,　∇ejek =

∑
ωk

i(ej)ei

を使うと

2T (ej , ek) =
∑

(ωk
i(ej)− ωj

i(ek))ei − [ej , ek]

となる。これを θi(∗)の ∗のところに代入し、1章の (2.3)、(2.11)を使って

2θi(T (ej , ek)) = ωk
i(ej)− ωj

i(ek)− θi([ej , ek]) = 2
∑

(ωi
l ∧ θl)(ej , ek) + 2dθi(ej , ek)

を得る。左辺は、(9.4)を見れば 2Θi(ej , ek)となるから ∗、

Θi = dθi +
∑

ωj
i ∧ θj　 ()

を得るが、

アファイン接続の第一および第二構造方程式と呼ぶ。

Mの局所座標系 x1, , xn を使い

e1 =
∂

∂x1
, , en =

∂

∂xn
,

としたとき

∇ejek =
∑

Γi
jkei

によりn3 個の関数Γi
jkを定義する。これらの関数を∇のx1, , xnに関するChristoffelの記号と呼ぶ。

ベクトル場X =
∑

ξj ∂
∂xj、Y =

∑
ηk ∂

∂xk に対しと（9.19）を使って∇XY を計算すると｛酒｝、

∇XY =
∑

ξj∇jη
i ∂

∂xi
,　ただし、∇jη

i =
∂ηi

∂xj
+
∑

Γi
jkη

k

16



を得る。

例

∇XY をつぎのように定義する。

X =

n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
,　 Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi

とするとき

∇XY = ξj
∂ηi

∂xj

∂

∂xi
+ ξjηkΓj

i
k

∂

∂xi

X = 1
∂

∂x1
+ 0

∂

∂x2

∇XY = 1
∂η1

∂x1

∂

∂x1
+ 1

∂η2

∂x1

∂

∂x2

説明

θi(Θiei) = Θiθi(ei) = Θi

7.3.1｛p209｝

多様体の曲がり具合を測る「ものさし」としての本質的な幾何学的意味をもち得ない。そこで本

質的な意味をもつものとして捩率テンソル T :と曲率テンソルを、それぞれ

T (X,Y ) ≡

R(X,Y, Z)

によって定義する。

p235

正規直交標構

p236

定理接続 1-形式は Cartan構造方程式

=

を満たす。ここで捩率形式と曲率形式を導入した。

9.4.2｛p21｝

フレーム束

接続 p76

Mの局所座標系 x1, , xn を使い

e1 =
∂

∂x1
, , en =

∂

∂xn
,

17



としたとき

∇ejek =
∑

Γi
jkei

により n3 個の関数 Γi
jk を定義する。これらの関数を ∇の x1, , xn に関する Christoffelの記号と

呼ぶ。ベクトル場X =
∑

ξj ∂
∂xj、Y =

∑
ηk ∂

∂xk に対しと（9.19）を使って∇XY を計算すると、

∇XY =
∑

ξj∇jη
i ∂

∂xi
,　ただし、∇jη

i =
∂ηi

∂xj
+

∑
Γi

jkη
k

を得る。

18



多様体 p133

、U上の各点 xで正定値対称行列 (gij(x))の逆行列をとって (gij(x))とする。すなわち
n∑

k=1

gik(x)gkj(x) = δij　 (1 ≤ i, j ≤ n)

とする。すると、U上の C∞ 関数を係数とする n次正方行列 (gij)を得るが、これを用いて U上

の関数系 {Γj
i
k; 1 ≤ i, j, k ≤ n}を

Γj
i
k =

1

2

n∑
h=1

gih(
∂ghj
∂xk

+
∂ghk
∂xj

− ∂gjk
∂xh

)　 (10)

によって定義しよう。

d2xi

dt2
+

n∑
j,k=1

Γj
i
k(x(t))

dxj

dt

dxk

dt
= 0　 ()　 (11)

定義　リーマン多様体 (M,g)における滑らかな曲線 C = {x(t); a ≤ t ≤ b}が測地線であるとは、
Cが通るような各局所座標近傍 (U ;x1, , xn)において

とするとき、x1(t), , xn(t)が方程式（11）を満足することとする。ここに {Γj
i
k; 1 ≤ i, j, k ≤ n}

は（10）によって定義され、クリストッフェルの記号と名づけられる U上の関数系である。

多様体 p140

定義　 n次元可微分多様体Mの各局所座標近傍 (U ;x1, , xn)ごとに、U上の n3個の C∞関数の

組 {Γj
i
k; 1 ≤ i, j, k ≤ n}が与えられつぎの条件がみたされるとき、Mに線形接続（またはアファイ

ン接続）が与えられたといい、{Γj
i
k}をこの線形接続の (U ;x1, , xn)における成分という。いま、

{Γj
i
k}、{Λj

i
k}をそれぞれ局所座標近傍 (U ;x1, , xn)、(V ; y1, , yn)における成分とし U ∩ V ̸= ϕ

とすれば、U ∩ V においては

Λj
i
k =

n∑
p,q,r=1

∂xp

∂yj
∂xq

∂yk
∂yi

∂xr
Γp

r
q +

n∑
i=1

∂2xl

∂yj∂yk
∂yi

∂xl

がなりたつ。

測地線

曲線Cに沿ったベクトル場 {Y (t)}とは曲線上の各点 x(t)においてMへの接ベクトル Y (t)が与

えられ、しかもMの U ∩ C ̸= ϕなる局所座標近傍 (U ;x1, , xn)では表示

Y (t) =
n∑

i=1

ηi(t)(
∂

∂xi
)x(t)

の係数 ηi(t)(1 ≤ i ≤ n)はいずれも tの C∞ 関数であるものとする。

補題 1.　曲線C = {x(t)}に沿ったベクトル場 {Y (t)}に対して、Cに沿ったベクトル場 {∇x′Y (t)}
がつぎの条件によって（）一意的に定義される。、x(t) = (x1(t), , xn(t))、Y (t) = (η1(t), , ηn(t))と

するとき、∇x′Y (t)は Uにおいて（）の左辺を成分とするベクトル場である。すなわち

∇x′Y (t) =

n∑
i=1

(
dηi

dt
+

n∑
j,k=1

Γj
i
k(x(t))

dxj

dt
ηk(t))(

∂

∂xi
)x(t)
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曲線 C = {x(t)}とそれに沿ったベクトル場 {Y (t)}に対して同じく Cに沿った補題 1のベクト

ル場 {∇x′Y (t)}を {Y (t)}の共変微分という。
定理　が存在して、。

この状況において、の点におけるへの接ベクトルををに沿って平行移動して得られる接ベクトル

という。

多様体 p147

いま、区分的に滑らかな曲線 C = {x(t)}の上の 2点 x(a), x(b)をとる。点 x(a)におけるMへ

の接ベクトル uaに対して、これを Cに沿って平行移動して得られる x(b)におけるMへの接ベク

トルを ub とすれば、対応 uaub によってMの接ベクトル空間の写像

:

が定義される。これを曲線 Cに沿った接ベクトル空間 Tx(a)(M)の Tx(b)(M)への平行移動という。

レヴィ・チヴィタの平行移動という。

20



du ∧ du = 0,　 dv ∧ dv = 0,　 du ∧ dv = −dv ∧ du

次に外微分 dを

0次微分形式 ()fに対しては

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

1次微分形式 = fdu+ gdvに対しては

= df ∧ du+ dg ∧ dv

(−∂f

∂v
+

∂g

∂u
)du ∧ dv

2次微分形式 = fdu ∧ dvに対しては

= df ∧ du ∧ dv

= (
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv) ∧ du ∧ dv = 0

と定義する。
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[次のページへ続く。]
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例

{−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

∂g1
∂x1

(x1, x2)dx1dx2

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

∂g2
∂x2

(x1, x2)dx1dx2

= {−1}1−1

∫ a

0

g1(a, x2)dx2 − {−1}1−1

∫ a

0

g1(0, x2)dx2

+{−1}2−1

∫ a

0

g2(x1, a)dx1 − {−1}2−1

∫ a

0

g2(x1, 0)dx1

{−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g1
∂x1

(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g2
∂x2

(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

+{−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g3
∂x3

(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

= {−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

g1(a, x2, x3)dx2dx3 − {−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

g1(0, x2, x3)dx2dx3

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

g2(x1, a, x3)dx1dx3 − {−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

g2(x1, 0, x3)dx1dx3

+{−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

g3(x1, x2, a)dx1dx2 − {−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

g3(x1, x2, 0)dx1dx2
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｛微分幾何 P124｝ ∫ b

0

∫ a

0

{∂g
∂u
− ∂f

∂v
}dudv

=

∫ b

0

∫ a

0

∂g

∂u
dudv −

∫ a

0

∫ b

0

∂f

∂v
dvdu

=

∫ b

0

[g(a, v)− g(0, v)]dv −
∫ a

0

[f(u, b)− f(u, 0)]du
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