
■外微分｛p290｝

m次元 C∞ 級多様体M上の (C∞ 級)k次微分形式｛p｝ω を座標近傍｛p｝(U ;x1, x2, · · · , xm)

上で局所座標表示したものが

ω =
∑

i1<···<ik

fi1i2···ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik　｛sn｝

[ω =
∑

i1<i2<···<ik

fi1i2···ik(p(x
1, x2, · · · , xm))dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik ]

であったとする｛m｝。

定義　 ωの外微分とは｛s｝、次の式で定義される k+1次微分形式 dωのことである｛｝。

dω =
∑

i1<···<ik

dfi1i2···ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik　｛msn｝

例　次微分形式の外微分を求めてみよう。定義から

dω =
m∑
i=1

dfi ∧ dxi

であるが、によりであるから、これをに代入して、

dω =
m∑
i=1

(
m∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj) ∧ dxi

=
m∑

i,j=1

∂fi
∂xj

dxj ∧ dxi

=
∑
i<j

(
∂fj
∂xi

− ∂fi
∂xj

)dxi ∧ dxj　 (20.4)

を得る。。

とくに、ω がそれ自身、ある ()関数 f の全微分 df であるような 1次微分形式の場合、すなわ

ち、のとき、ω =

m∑
i=1

fidxi の係数 fi は
∂f

∂xi
に等しいから、このことを (20.4)に代入すると、

dω =
∑
i<j

{ ∂

∂xi
(
∂f

∂xj
)− ∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)}dxi ∧ dxj

= 0

となる。ここで、もちろんを使った。

命題 20.1　任意の関数 f について d(df) = 0がなりたつ。

局所座標表示を使った外微分の定義は、、、計算結果がの局所座標表示に依らないがどうか、。実

際それは局所座標表示に依らない。これは次の定理から説明される。

定理 20.2　 ω をM上の k次微分形式｛p｝、。このとき、U上の任意の k + 1個のベクトル場

X1, X2, · · · , Xk+1 について、

dω(X1, X2, · · · , Xk+1)
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=

k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xk+1)　｛m｝

がなりたつ。

()の右辺は、ωの局所座標表示に依存しない操作だけから成り立っているからである。

定理 20.2の系　 ωがM上の 1次微分形式、が上のベクトル場のとき、

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])　｛m｝

がなりたつ。

命題　をそれぞれ上の次、次の微分形式とすると、次の公式がなりたつ。

d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)kω ∧ dη

命題　 ωをM 上の任意の微分形式とすると、

d(dω) = 0

がなりたつ。すなわち、外微分を回施すと必ずになる。

証明　の場合に証明すれば十分であろう。外微分の定義によって、

dω = df ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

であるが、ここに命題の系と、d(df) = 0, d(dxi) = 0(命題 20.1)を適用すれば、は明らかである。
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p281

微分形式 ωが Cs 級であるとは、が U上で Cs 級｛｝にな

[ω =
∑

1≤i1<···<ik≤m

fi1···ik(φ
−1(x1, · · · , xm))dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ]

[ω
(
, , ,

)
=

∑
i1<i2<···<ik

ω
( ∂

∂xi1
,

∂

∂xi2
, · · · , ∂

∂xik

)
dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

(
, , ,

)
]

例　 1次微分形式

ω =
∑
i1

fi1dxi1

= f1dx1 + f2dx2

dω =
∑
i1

∂fi1
∂xj

dxj ∧ dxi1

=
∂f1
∂xj

dxj ∧ dx1 +
∂f2
∂xj

dxj ∧ dx2

= [
∂f1
∂x1

dx1 ∧ dx1] +
∂f1
∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂f2
∂x1

dx1 ∧ dx2[+
∂f2
∂x2

dx2 ∧ dx2]

=
∂f2
∂x1

dx1 ∧ dx2 −
∂f1
∂x2

dx1 ∧ dx2

ω =
∑
i1

fi1dxi1

= f1dx1 + f2dx2 + f3dx3

dω =
∑
i1

∂fi1
∂xj

dxj ∧ dxi1

=
∂f1
∂xj

dxj ∧ dx1 +
∂f2
∂xj

dxj ∧ dx2 +
∂f3
∂xj

dxj ∧ dx3

= [
∂f1
∂x1

dx1 ∧ dx1] +
∂f1
∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂f1
∂x3

dx3 ∧ dx1

+
∂f2
∂x1

dx1 ∧ dx2[+
∂f2
∂x2

dx2 ∧ dx2] +
∂f2
∂x3

dx3 ∧ dx2

+
∂f3
∂x1

dx1 ∧ dx3 +
∂f3
∂x2

dx2 ∧ dx3[+
∂f3
∂x3

dx3 ∧ dx3]

=
∂f3
∂x2

dx2∧dx3−
∂f2
∂x3

dx2∧dx3+
∂f1
∂x3

dx3∧dx1−
∂f3
∂x1

dx3∧dx1+
∂f2
∂x1

dx1∧dx2−
∂f1
∂x2

dx1∧dx2
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2次微分形式

ω =
∑
i1

∑
i2

fi1i2dxi1 ∧ dxi2

=
∑
i2

{f1i2dx1 ∧ dxi2 + f2i2dx2 ∧ dxi2 + f3i2dx3 ∧ dxi2}

= [f11dx1 ∧ dx1] + f12dx1 ∧ dx2 + f13dx1 ∧ dx3

[+f21dx2 ∧ dx1][+f22dx2 ∧ dx2] + f23dx2 ∧ dx3

[+f31dx3 ∧ dx1][+f32dx3 ∧ dx2][+f33dx3 ∧ dx3]

= {f23 − f32}dx2 ∧ dx3

+{f31 − f13}dx3 ∧ dx1

+{f12 − f21}dx1 ∧ dx2

dω =
∑
i1

∑
i2

∂fi1i2
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2

=
∑
i2

{∂f1i2
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ dxi2 +
∂f2i2
∂xj

dxj ∧ dx2 ∧ dxi2 +
∂f3i2
∂xj

dxj ∧ dx3 ∧ dxi2}

= [
∂f11
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ dx1] +
∂f12
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ dx2 +
∂f13
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ dx3

[+
∂f21
∂xj

dxj ∧ dx2 ∧ dx1][+
∂f22
∂xj

dxj ∧ dx2 ∧ dx2] +
∂f23
∂xj

dxj ∧ dx2 ∧ dx3

[+
∂f31
∂xj

dxj ∧ dx3 ∧ dx1][+
∂f32
∂xj

dxj ∧ dx3 ∧ dx2][+
∂f33
∂xj

dxj ∧ dx3 ∧ dx3]

=
∂

∂x1
{f23 − f32}dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂

∂x2
{f31 − f13}dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

+
∂

∂x3
{f12 − f21}dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

dω = [
∂f11
∂x1

dx1 ∧ dx1 ∧ dx1 +
∂f11
∂x2

dx2 ∧ dx1 ∧ dx1 +
∂f11
∂x3

dx3 ∧ dx1 ∧ dx1]

[+
∂f12
∂x1

dx1 ∧ dx1 ∧ dx2 +
∂f12
∂x2

dx2 ∧ dx1 ∧ dx2] +
∂f12
∂x3

dx3 ∧ dx1 ∧ dx2

[+
∂f13
∂x1

dx1 ∧ dx1 ∧ dx3] +
∂f13
∂x2

dx2 ∧ dx1 ∧ dx3[+
∂f13
∂x3

dx3 ∧ dx1 ∧ dx3]

[+
∂f21
∂x1

dx1 ∧ dx2 ∧ dx1 +
∂f21
∂x2

dx2 ∧ dx2 ∧ dx1] +
∂f21
∂x3

dx3 ∧ dx2 ∧ dx1

[+
∂f22
∂x1

dx1 ∧ dx2 ∧ dx2 +
∂f22
∂x2

dx2 ∧ dx2 ∧ dx2 +
∂f22
∂x3

dx3 ∧ dx2 ∧ dx2]
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+
∂f23
∂x1

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3[+
∂f23
∂x2

dx2 ∧ dx2 ∧ dx3 +
∂f23
∂x3

dx3 ∧ dx2 ∧ dx3]

[+
∂f31
∂x1

dx1 ∧ dx3 ∧ dx1] +
∂f31
∂x2

dx2 ∧ dx3 ∧ dx1[+
∂f31
∂x3

dx3 ∧ dx3 ∧ dx1]

+
∂f32
∂x1

dx1 ∧ dx3 ∧ dx2[+
∂f32
∂x2

dx2 ∧ dx3 ∧ dx2 +
∂f32
∂x3

dx3 ∧ dx3 ∧ dx2]

[+
∂f33
∂x1

dx1 ∧ dx3 ∧ dx3 +
∂f33
∂x2

dx2 ∧ dx3 ∧ dx3 +
∂f33
∂x3

dx3 ∧ dx3 ∧ dx3]

[dω =
∑

1≤i1<···<ik≤m

∑
j

∂fi1···ik
∂xj

(φ−1(x1, · · · , xm))dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ]
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微分形式の幾何学 p61

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ik(x1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

を Rn 上の k次の微分形式、。上記を簡単に、fI(x)と記す場合もある。

外微分とは、つぎのように定義される線形写像

d : Ak(Rn)Ak+n(Rn)

のことである。すなわち ω = f(x1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik に対して

dω =
n∑

j=1

∂f

∂xj
(x)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

p71

定義　を多様体とする。がM上の k形式であるとは、、、が pに関して級であるときをいう。

p75

M上の k形式に対して、その外微分とは、ω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik とが局所表示されていると

きには

dω =
∑
j

∂f

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

と定義される演算である。

この局所座標系に関するの局所表示を ω =
∑

i1<···<ik
fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik とする。このとき

dω =
∑
i1···ik

dfi1···ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

である。
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多様体入門 p126

B.

ゆえに (),()によって (p+1)次の微分形式 dωが定義される。dωを ωの外微分とよぶ。

とくに ωが一次のときには

(dω)(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])

であることを注意しておこう。

多様体入門 p129

(x1, , xn)を開集合 Uにおける局所座標系とし、Uにおいて p次微分形式 ωを

ω =
∑

i1<···<ip

fi1ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip

とあらわす。このときやはり Uにおいて

dω =
∑

i1<···<ip

dfi1ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

となることを証明しよう。

5.4.2｛p155｝

定義 5.5 外微分 dr は写像で、その r-形式

ω =
1

r!
fi1···ikdx

i1 ∧ · · · ∧ dxir

への作用は

drω =
1

r!
(

∂

∂xj
fi1···ik)dx

j ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

で定義される。。

多様体 p60

ω =
∑

i1<···<ip

ωi1···ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip

dω =
∑

i1<···<ip

dωi1···ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip

30p212

k次の微分形式
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30p213

外微分

dω =
∑

i1<i2<···<ik

dfi1i2···ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

5.4.1｛p153｝

定義 5.4 (0,r)型の反対称テンソルを r次微分形式、あるいは r-形式という。

pM における r-形式全体からなるベクトル空間を (M)で表せば、、任意の元は

ω =
1

r!
fi1···ikdx

i1 ∧ · · · ∧ dxir

と表される。

｛P290｝

m次元級多様体M上の ()k次微分形式を座標近傍 (U ;x1, x2, , xm)上で局所座標表示したものが

ω =
∑

i1<···<ik

fi1i2···ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

であったとする。

dω =
∑

i1<···<ik

dfi1i2···ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

幾何学 3

n次元ユークリッド空間の開集合 U上で 1pnに対して微分 p形式を定義するために、。

定義（）n次元ユークリッド空間の開集合U上の連続関数に対して、dω =
∑

1≤i1<···<ip≤n

dfi1···ip ∧

dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik を、U上の微分形式と呼ぶ。

定義（）

d(
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧· · ·∧dxip) =
∑

i1<···<ip

dfi1···ip ∧dxi1 ∧· · ·∧dxip ここではの全微分である。

微分位相 p35 ∑
h1

· · ·
∑
hp

ah1···hpdx
h1 ∧ · · · ∧ dxkp
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du ∧ du = 0,　 dv ∧ dv = 0,　 du ∧ dv = −dv ∧ du

次に外微分 dを

0次微分形式 ()fに対しては

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

1次微分形式 = fdu+ gdvに対しては

= df ∧ du+ dg ∧ dv

(−∂f

∂v
+

∂g

∂u
)du ∧ dv

2次微分形式 = fdu ∧ dvに対しては

= df ∧ du ∧ dv

= (
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv) ∧ du ∧ dv = 0

と定義する。
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｛P290｝

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dω =
∑
i1

· · ·
∑
ik

∂fi1···ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

例　 1次微分形式

ω = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3

dω = { ∂f1
∂x1

dx1 +
∂f1
∂x2

dx2 +
∂f1
∂x3

dx3} ∧ dx1

+{ ∂f2
∂x1

dx1 +
∂f2
∂x2

dx2 +
∂f2
∂x3

dx3} ∧ dx2

+{ ∂f3
∂x1

dx1 +
∂f3
∂x2

dx2 +
∂f3
∂x3

dx3} ∧ dx3

=
∂f1
∂x1

dx1 ∧ dx1 +
∂f1
∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂f1
∂x3

dx3 ∧ dx1

+
∂f2
∂x1

dx1 ∧ dx2 +
∂f2
∂x2

dx2 ∧ dx2 +
∂f2
∂x3

dx3 ∧ dx2

+
∂f3
∂x1

dx1 ∧ dx3 +
∂f3
∂x2

dx2 ∧ dx3 +
∂f3
∂x3

dx3 ∧ dx3

= 0− ∂f1
∂x2

dx1 ∧ dx2 +
∂f1
∂x3

dx3 ∧ dx1

+
∂f2
∂x1

dx1 ∧ dx2 + 0− ∂f2
∂x3

dx2 ∧ dx3

− ∂f3
∂x1

dx3 ∧ dx1 +
∂f3
∂x2

dx2 ∧ dx3 + 0

2次微分形式

ω = [f11dx1 ∧ dx1] + f12dx1 ∧ dx2 + f13dx1 ∧ dx3

+[f21dx2 ∧ dx1] + [f22dx2 ∧ dx2] + f23dx2 ∧ dx3

+[f31dx3 ∧ dx1] + [f32dx3 ∧ dx2] + [f33dx3 ∧ dx3]

= f23dx2 ∧ dx3 − f13dx3 ∧ dx1 + f12dx1 ∧ dx2

dω = {∂f23
∂x1

dx1 +
∂f23
∂x2

dx2 +
∂f23
∂x3

dx3} ∧ dx2 ∧ dx3

−{∂f13
∂x1

dx1 +
∂f13
∂x2

dx2 +
∂f13
∂x3

dx3} ∧ dx3 ∧ dx1

+{∂f12
∂x1

dx1 +
∂f12
∂x2

dx2 +
∂f12
∂x3

dx3} ∧ dx1 ∧ dx2

=
∂f23
∂x1

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 −
∂f13
∂x2

dx2 ∧ dx3 ∧ dx1 +
∂f12
∂x3

dx3 ∧ dx1 ∧ dx2
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｛P290｝

ω =
∑

i1<···<ik

fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dω =
∑
i1

· · ·
∑
ik

∂fi1···ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

ストークスの定理｛P305｝

定理｛ストークスの定理｝ ∫
N

dη =

∫
∂N

η

証明

η =

m∑
i=1

gidx1 ∧ · · · ∧ dx̂i ∧ · · · ∧ dxm

dx̂i は dxi を除くことを表わす。

dη =

m∑
i=1

{−1}i−1 ∂gi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · ∧ dxm

。により、 ∫
N

dη = {−1}1−1

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

∂g1
∂x1

(x1, · · · , xm)dx1 · · · dxm

+ · · ·

+{−1}m−1

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

∂gm
∂xm

(x1, · · · , xm)dx1 · · · dxm

{−1}1−1

∫ a

0

· · ·
∫ a

0

∂g1
∂x1

(x1, · · · , xm)dx1 · · · dxm

+ · · ·

+{−1}m−1 · · ·
∫ a

0

∫ a

0

∂gm
∂xm

(x1, · · · , xm)dxmdx1 · · ·

= {−1}1−1

∫ a

0

· · · {g1(a, · · · , xm)− g1(0, · · · , xm)} · · · dxm

+ · · ·

+{−1}m−1 · · ·
∫ a

0

{gm(x1, · · · , a)− gm(x1, · · · , 0)}dx1 · · ·

∫
∂N

η = {−1}1−1

∫ a

0

· · · g1(a, · · · , xm) · · · dxm − {−1}1−1

∫ a

0

· · · g1(0, · · · , xm) · · · dxm

+ · · ·

+{−1}m−1 · · ·
∫ a

0

gm(x1, · · · , a)dx1 · · · − {−1}m−1 · · ·
∫ a

0

gm(x1, · · · , 0)dx1 · · ·

[次のページへ続く。]
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例

{−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

∂g1
∂x1

(x1, x2)dx1dx2

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

∂g2
∂x2

(x1, x2)dx1dx2

= {−1}1−1

∫ a

0

g1(a, x2)dx2 − {−1}1−1

∫ a

0

g1(0, x2)dx2

+{−1}2−1

∫ a

0

g2(x1, a)dx1 − {−1}2−1

∫ a

0

g2(x1, 0)dx1

{−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g1
∂x1

(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g2
∂x2

(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

+{−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

∂g3
∂x3

(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

= {−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

g1(a, x2, x3)dx2dx3 − {−1}1−1

∫ a

0

∫ a

0

g1(0, x2, x3)dx2dx3

+{−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

g2(x1, a, x3)dx1dx3 − {−1}2−1

∫ a

0

∫ a

0

g2(x1, 0, x3)dx1dx3

+{−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

g3(x1, x2, a)dx1dx2 − {−1}3−1

∫ a

0

∫ a

0

g3(x1, x2, 0)dx1dx2
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｛微分幾何 P124｝ ∫ b

0

∫ a

0

{∂g
∂u

− ∂f

∂v
}dudv

=

∫ b

0

∫ a

0

∂g

∂u
dudv −

∫ a

0

∫ b

0

∂f

∂v
dvdu

=

∫ b

0

[g(a, v)− g(0, v)]dv −
∫ a

0

[f(u, b)− f(u, 0)]du
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