
微分｛多様体の基礎 p93～｝｛多様体入門 p48～｝
M,Nをそれぞれm次元、n次元の Cr 級多様体、f : M → N を Cr 級写像とする()。
Tp(M)の任意の元 vをとる。、dc

dt

∣∣∣
t=0

= vとなるような、pを通る Cr 級曲線

c :

が存在する。この曲線を写像 fでうつすと、点 q = f(p)を通る Cr 級曲線

f ◦ c :

になる。t = 0における f ◦ cの速度ベクトル d(f◦c)
dt

∣∣∣
t=0
を w ∈ Tq(N)と書こう。、vに wを対応さ

せれば、写像 Tp(M) → Tq(N)が得られる。
定義　こうして得られた写像を

(df)p : Tp(M) → Tq(N)

と書き、点 pにおける f : M → N の微分とよぶ｛s｝。
f : M → N を Cr 級写像とする。Mの点 pにおける任意の接ベクトル v ∈ Tp(M)と、Nの点

f(p)のまわりで定義された任意の Cr 級関数 ξについて

((df)p(v))(ξ) = v(ξ ◦ f)

[((f∗)p(v))(ξ((, ))) = v(ξ(f(p(x1, ))))]

p103
命題　をそれぞれ次元、次元、次元の級多様体、を級写像、をの点とする。このとき

d(g ◦ f)p = (dg)f(p) ◦ (df)p : Tp(M) → Tg◦f(p)(Q)

[((g(f))∗)p = (g∗)f(p)((f∗)p)]

[v(ξ(g(f(p(x1, )))))]

がなりたつ。

｛証明

[((g(f))∗)p(v) = ((g(f))∗)p

(dc

dt

∣∣∣
t=0

)

=
dg(f(c))

dt

∣∣∣
t=0

= (g∗)f(p)

(df(c)
dt

∣∣∣
t=0

)

= (g∗)f(p)

(
(f∗)p

(dc

dt

∣∣∣
t=0

))

= (g∗)f(p)((f∗)p(v))]

1



2



多様体の基礎 p93～
M,Nをそれぞれm次元、n次元の Cr 級多様体、f : MN を Cr 級写像とする ()。
｛命題 9.1　 t=0におけるとの速度ベクトルをそれぞれ

dc

dt
|t=0 =

m∑

i=1

vi

( ∂

∂xi

)
p
[=

m∑

i=1

vi
∂f

∂xi
(p(x(c(0))))]

d(fc)
dt

|t=0 =
n∑

j=1

wj

( ∂

∂yj

)
p
[=

n∑

j=1

wj
∂g

∂yj
(q(y(f(p(x(c(0)))))))]

とおくと、係数との間には次の関係がある。

wj =
m∑

i=1

∂fj

∂xi
(p)vi[=

m∑

i=1

∂yj

∂xi
(f(p(x(c(0)))))vi]　 (j = 1, 2, , n)

Tp(M)の任意の元 vをとる。

｛dc
dt |t=0Tp(M)に d(fc)

dt |t=0Tq(N)を対応させる写像である。｝
定義　こうして得られた写像を

(df)p : Tp(M) → Tq(N)

[((df)pv)(g(q(y1, ))) = v(g(f(p(x1, ))))]

[((f∗)p(v))(g((, ))) = v(g(f(p(x1, ))))]

と書き、点 pにおける f : M → N の微分とよぶ。

(df)p : Tp(M) → Tq(N)を f∗ : Tp(M) → Tq(N)と書く流儀もある。

((df)p(v))(ξ)
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p48
ϕを多様体MからM’への可微分写像とする。fを ϕ(p)(pM)の近傍で定義された可微分関数と

すると ϕ∗f = f ◦ ϕは pの近傍で定義された可微分関数である。v ∈ Tp(M)にたいし

((ϕ∗)pv)(f) = v(ϕ∗f)[= v(f ◦ ϕ) = v(f(ϕ(p())))]

とおく。となるからはのにおける接ベクトルである。ゆえに (ϕ∗)p は Tp(M)から Tϕ(p)(M ′)への
写像で線型写像になることは容易にわかる。(ϕ∗)p を可微分写像 ϕの pにおける微分とよぶ。
とおけば

[((ϕ∗)p(
∂

∂xi
))(yi) = (

∂

∂xi
)(yi(ϕ(p()))) =

∂yj(ϕ(p))
∂xi

∂

∂yj
[yj(ϕ(p()))]]

となる。

ϕをMからM’への、ψをM’からM”への可微分写像とするとはMからM”への可微分写像
であって

((ψ ◦ ϕ)∗)p = (ψ∗)ϕ(p) ◦ (ϕ∗)p

[((g ◦ f)∗)p = (g∗)f(p) ◦ (f∗)p]

がなりたつ。

がにおける接ベクトルであることが明瞭なときにはとかくかわりにとかくことがある。

幾何学 p77
、写像 F∗TxMTF (x)N を導く。

こうして定義された写像をのにおける接写像という。

(F2 ◦ F1)∗ = (F2)∗(F1)∗

4



5.2.6｛p142｝
滑らかな写像 f : MN は、自然に微分写像とよばれる写像 f∗ を誘導する；

f∗ : TpM → Tf(p)N

ベクトル V ∈ TpM は g ◦ f に作用し、ある実数を与える。そこで f∗V ∈ Tf(p)N を

(f∗V )[g] ≡ V [g ◦ f ]

によって定義しよう。あるいはM,N上のチャートを使って

(f∗V )[g ◦ ψ−1(y)] ≡ V [g ◦ f ◦ ϕ−1(x)]　 (5.32)

[(f∗V )[g ◦ ψ−1(ψ(f(p)))] ≡ V [g ◦ f ◦ ϕ−1(ϕ(p))]]

[(f∗V )(g(ψ−1(y))) ≡ V (g(f(ϕ−1(x))))]

によって定義する。ここで x = ϕ(p), y = ψ(f(p))である。V = V µ∂/∂xµ, f∗V = Wα∂/∂yα とす

る。このとき (5.32)から

Wα ∂

∂yα
[g ◦ ψ−1(y)] = V µ ∂

∂xµ
[g ◦ f ◦ ϕ−1(x)]

もし g = yα と選べばとの間の関係式

[Wα ∂

∂yα
[yα ◦ ψ−1(y)] = V µ ∂

∂xµ
[yα ◦ f ◦ ϕ−1(x)]]

[Wα ∂

∂yα
[yα(ψ−1(y(f())))] = V µ ∂

∂xµ
[yα(f(ϕ−1(x())))]]

[Wα ∂

∂yα
[yα(q(y(f())))] = V µ ∂

∂xµ
[yα(f(p(x())))]]

Wα = V µ ∂

∂xµ
yα(x)

が得られる。

5.2.2｛p138｝

df(c(t))
dt

|t=0

p219

dx

dt
(0)

p103
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命題　M,N,Qをそれぞれ次元、次元、次元の級多様体、、を級写像、をの点とする。このとき
がなりたつ。

系

級微分同相写像なら、任意のについて、(df)p : Tp(M)Tf(p)(N)は線型写像として同型であって、

(df−1)f(p) = (df)p
−1

がなりたつ（）。

(ii)を示そう、f−1f = idM , ff−1 = idN であるから、

系　級微分同相写像が存在すれば、の次元との次元は等しい：

多様体入門 p48
ϕをMからM’への、ψをM’からM”への可微分写像とするとはMからM”への可微分写像

であって

((ψ ◦ ϕ)∗)p = (ψ∗)ϕ(p) ◦ (ϕ∗)p

[((g ◦ f)∗)p = (g∗)f(p) ◦ (f∗)p]

がなりたつ。とくにをからの上への微分同型とすると ϕ−1 ◦ϕはの恒等写像、ϕ◦ϕ−1はの恒等写像

であるから、は Tp(M)から Tϕ(p)(M ′)の上への 1:1線型写像で、その逆写像 (ϕ∗)p
−1と (ϕ∗−1)ϕ(p)

とが一致する。ゆえにの次元との次元はひとしい。したがってからの上への微分同型 ϕが存在す

ればMとM’は同次元である。

6



記号

(df)p : Tp(M) → Tq(N)　 (基礎)

((df)p(v))(ξ) = v(ξ ◦ f)　 (基礎)

((ϕ∗)pv)(f) = v(ϕ∗f)[= v(f ◦ ϕ) = v(f(ϕ(p())))]　 (入門)

(f∗V )[g ◦ ψ−1(y)] ≡ V [g ◦ f ◦ ϕ−1(x)]　 (理論 5.32)

[((f∗)p(v))(ξ) = v(ξ(f))]

[((f∗)p(v))(ξ(())) = v(ξ(f(p(x))))]
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p80
定義 8　点 p[= p(a1, a2, · · · , am)]における方向微分 vとは、pの開近傍で定義された Cr 級関数

fに実数 v(f)を対応させる操作であって、次のの性質をもつものである。
()　 v(af + bg) = av(f) + bv(g)
[v(af(p(a1, a2, · · · , am))+bg(p(a1, a2, · · · , am))) = av(f(p(a1, a2, · · · , am)))+bv(g(p(a1, a2, · · · , am)))]。

ここにであり、f,gは pの開近傍で定義された任意の Cr 級関数。

()　 v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)
[v(f(p(a1, a2, · · · , am))g(p(a1, a2, · · · , am)))
= v(f(p(a1, a2, · · · , am)))g(p(a1, a2, · · · , am)) + f(p(a1, a2, · · · , am))v(g(p(a1, a2, · · · , am)))]
例　 p。pのまわりで定義された Cr 級関数 fに、pにおける xi 方向の偏微分係数

∂f

∂xi
(p) ∈ R

を対応させる操作を
( ∂

∂xi

)
p
と書こう。

このとき、は、における方向微分の性質を持つ。

■接ベクトル空間、接ベクトルの定義｛p83～｝｛30講 P217｝｛微分幾何 P47｝

定義 8　m個のベクトル
( ∂

∂x1

)
p
,
( ∂

∂x2

)
p
, · · · ,

( ∂

∂xm

)
p

[
∂f

∂x1
(p(a1, a2, · · · , am)),

∂f

∂x2
(p(a1, a2, · · · , am)), · · · , ∂f

∂xm
(p(a1, a2, · · · , am))]の張るベクトル空

間を、点 p[= p(a1, a2, · · · , am)]におけるMの接ベクトル空間とよび、

Tp(M)

という記号で表わす。Tp(M)に属するベクトルを、点 pにおけるMの接ベクトルという。
この定義によれば、点 pにおけるMの接ベクトルとは

v = a1

( ∂

∂x1

)
p
+a2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ am

( ∂

∂xm

)
p

という 1次結合の形をした方向微分 vのことである。

例　M =








1 sin x1 cosx2

1 sin x1 sin x2

1 cos x1




∣∣∣∣∣
0 < x1 < π

0 < x2 < 2π




とすると、

∂p

∂x1

(π

2
,
π

2

)
=




0
0
−1


 ,

∂p

∂x2

(π

2
,
π

2

)
=



−1
0
0




点 pのまわりで、と別の局所座標系を選んだとき、
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点 pのまわりで定義された任意の Cr 級関数 fについて、次の変換公式がなりたつ。

∂f

∂xi
(p) =

m∑

j=1

∂yj

∂xi
(p)

∂f

∂yj
(p)

[
∂f

∂xi
(pβ(y1(pα(a1, , · · · , )), , · · · , ) =

m∑

j=1

∂yj

∂xi
(pα(a1, , · · · , )) ∂f

∂yj
(pβ(y1(pα(a1, , · · · , )), , · · · , )]
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p138
∂f/∂xi は ∂(fϕ−1(x))/∂xi の意味である。

接ベクトル

p80
定義 8　点 p[= ϕ−1(a1, a2, · · · , am)]における方向微分 vとは、pの開近傍で定義された Cr 級

関数 fに実数 v(f)を対応させる操作であって、次のの性質をもつものである。
()　 v(af + bg) = av(f) + bv(g)
[v(af(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))+bg(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))) = av(f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))+bv(g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))]。

ここにであり、f,gは pの開近傍で定義された任意の Cr 級関数。

()　 v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)
[v(f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))
= v(f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))+f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))v(g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))]
例　 p。pのまわりで定義された Cr 級関数 fに、pにおける xi 方向の偏微分係数

∂f

∂xi
(p) ∈ R

を対応させる操作を
( ∂

∂xi

)
p
と書こう。

このとき、は、における方向微分の性質を持つ。

■接ベクトル空間、接ベクトルの定義｛p83～｝｛30講 P217｝｛微分幾何 P47｝

定義 8　m個のベクトル
( ∂

∂x1

)
p
,
( ∂

∂x2

)
p
, · · · ,

( ∂

∂xm

)
p

[
∂f

∂x1
(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)),

∂f

∂x2
(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)), · · · , ∂f

∂xm
(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))]の張るベ

クトル空間を、点 p[= ϕ−1(a1, a2, · · · , am)]におけるMの接ベクトル空間とよび、

Tp(M)

という記号で表わす。Tp(M)に属するベクトルを、点 pにおけるMの接ベクトルという。
この定義によれば、点 pにおけるMの接ベクトルとは

v = a1

( ∂

∂x1

)
p
+a2

( ∂

∂x2

)
p
+ · · ·+ am

( ∂

∂xm

)
p

という 1次結合の形をした方向微分 vのことである。

例　M =








1 sin x1 cosx2

1 sin x1 sin x2

1 cos x1




∣∣∣∣∣
0 < x1 < π

0 < x2 < 2π




とすると、

∂ϕ−1

∂x1

(π

2
,
π

2

)
=




0
0
−1


 ,

∂ϕ−1

∂x2

(π

2
,
π

2

)
=



−1
0
0



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点 pのまわりで、と別の局所座標系を選んだとき、
点 pのまわりで定義された任意の Cr 級関数 fについて、次の変換公式がなりたつ。

∂f

∂xi
(p) =

m∑

j=1

∂yj

∂xi
(p)

∂f

∂yj
(p)

[
∂f

∂xi
(ψ−1(ψ1(ϕ−1(a1, , · · · , )), , · · · , ) =

m∑

j=1

∂ψj

∂xi
(ϕ−1(a1, , · · · , )) ∂f

∂yj
(ψ−1(ψ1(ϕ−1(a1, , · · · , )), , · · · , )]
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■｛P84～｝｛｝
命題 8.3　

∂f

∂y1
(ϕ−1

2 (b1, b2, · · · , bm)),
∂f

∂y2
(ϕ−1

2 (b1, b2, · · · , bm)), · · · , ∂f

∂ym
(ϕ−1

2 (b1, b2, · · · , bm))

の張るベクトル空間は、
∂f

∂x1
(ϕ−1

1 (a1, a2, · · · , am)),
∂f

∂x2
(ϕ−1

1 (a1, a2, · · · , am)), · · · , ∂f

∂xm
(ϕ−1

1 (a1, a2, · · · , am))

の張るベクトル空間に一致する。

証明
∂f

∂xi
(ϕ−1

1 (a1, a2, · · · , am)) =
m∑

j=1

∂yj

∂xi
()

∂f

∂yj
(ϕ−1

2 (b1, b2, · · · , bm))

1次結合
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｛p80｝
例 1　 fに、

∂f

∂xi
(p)R

を対応させる操作を
( ∂

∂xi

)
p
と書こう。

｛多様体の基礎 p83｝

定義 8　m個のベクトル { ∂

∂x1
}p, { ∂

∂x2
}p, · · · , { ∂

∂xm
}p の張るの部分ベクトル空間を、点 pに

おけるM の接ベクトル空間と

｛p84～｝
命題 8.3　

{ ∂

∂y1
}p, { ∂

∂y2
}p, · · · , { ∂

∂ym
}p

の張るベクトル空間は、{ ∂

∂x1
}p, { ∂

∂x2
}p, · · · , { ∂

∂xm
}p の張るベクトル空間に一致する。

証明
∂f

∂xi
(p) =

m∑

j=1

∂yj

∂xi
(p)

∂f

∂yj
(p)

1次結合

幾何学�

MRn

定義（）　多様体の点を通る級の曲線全体の集合

= {Φi : (ai, bi) −→ M |}

を考える。点のまわりの座標近傍 (U,ϕ)をとり、の元の間の関係を

Φ1 ∼ Φ2 ⇐⇒ d(ϕ ◦ Φ1)
dt

(t1) =
d(ϕ ◦ Φ2)

dt
(t2)

により定義すると、これは同値関係となり、さらに同値関係は座標近傍のとり方に依らない。この

同値類をMのにおける接ベクトルと呼ぶ。

曲線と曲面の微分幾何 p47

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

点 p(a, b)におけるこの曲線の速度ベクトルは

pu(a, b),　 pu =
∂p

∂u
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多様体入門 p38
多様体Mの点 pのまわりで定義された任意の級関数 fにたいし、実数 v(f)が対応して
1)　 v() = v(f) + v(g)
[v(af(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))+bg(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))) = av(f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))+bv(g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))]
2)　 v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)
[v(f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))
= v(f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))+f(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))v(g(ϕ−1(a1, a2, · · · , am)))]
という条件をみたしているとき、対応 vを pにおけるMの接ベクトルとよぶ。
このベクトル空間を Tp(M)であらわし、pにおけるMの接ベクトル空間とよぶ。
をに Uおける局所座標系とし、Uの点 pにおいて

( ∂

∂xi

)
p
f =

∂f

∂xi
(p)[=

∂f

∂xi
(ϕ−1(a1, a2, · · · , am))]　 (i = 1, , n)

とおくと、
( ∂

∂xi

)
p
は pにおける接ベクトルである。
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p16
Vから Rへの写像で線形なものを考える。すなわち写像

(x + y) = (x) + (y)

このようなを V上の線形関数ということにしよう。

30講 p18
定義　 V上の線形関数全体のつくるベクトル空間を Vの双対ベクトル空間、あるいは簡単に双

対空間といい、によって表わす。

30講 p217
定義　の双対空間をと表わして、におけるMの接空間という。の元を、におけるMの接ベクト

ルという。

p138
f : MR。方向微分

[の意味である。]
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■接ベクトル空間、接ベクトルの定義｛P83｝｛30講 P217｝｛微分幾何 P47｝
定義 8　

∂~p

∂x1
(a1, · · · , am),

∂~p

∂x2
(a1, · · · , am), · · · , ∂~p

∂xm
(a1, · · · , am)

の張るベクトル空間を、点 ~p(a1, · · · , am)におけるMの接ベクトル空間と

例　M =








1 sin x1 cosx2

1 sin x1 sin x2

1 cos x1




∣∣∣∣∣
0 < x1 < π

0 < x2 < 2π




とすると、

∂~p

∂x1

(π

2
,
π

2

)
=




0
0
−1


 ,

∂~p

∂x2

(π

2
,
π

2

)
=



−1
0
0



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