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6.1 運動方程式運動方程式運動方程式運動方程式 

(i) 積分形積分形積分形積分形 

 質量保存 

0=+ ∫∫ S
jj

V
dSuldV

dt

d
ρρ      (6.2) 

 運動量保存 

∫∫∫ =−+
V

i
S

ijji
V

i dVFdSpuludVu
dt

d
ρρρ )(    (6.3) 

エネルギー保存 

[ ] ∫∫∫ =+−++





 +

V
ii

S
jjiijji

V
j dVuFdSqlupuleudVeu

dt

d
ρρρρρ )(

2

1 22
 

        (6.4) 

(ii) 微分形微分形微分形微分形 

 質量保存 

  ( ) 0=ρ
∂
∂

+
∂
ρ∂

j

j

u
xt

      (6.7) 

 運動量保存 

  ( ) ( )
ijiji

j

i Fpuu
x

u
t

ρ=−ρ
∂
∂

+ρ
∂
∂

     (6.8) 

 エネルギー保存 

  iijjjiji

j

i uFqupueu
x

eu
t

ρ=








+−





 ρ+ρ

∂
∂

+





 ρ+ρ

∂
∂ 22

2

1

2

1
 (6.9) 

6.3 粘性粘性粘性粘性、、、、熱伝導熱伝導熱伝導熱伝導、、、、緩和効果緩和効果緩和効果緩和効果がががが無視無視無視無視できるばあいのできるばあいのできるばあいのできるばあいの運動方程式運動方程式運動方程式運動方程式 

(1) 粘性を考えないとき，応力について下記の式が成り立つ。 

  jiji pp δ−=        (6.22) 

粘性を考えると，速度の勾配に比例する応力を考えて，Navier-Stokes 方程式をあたえる項が導入される。 












∂
∂

+
∂

∂
+









∂
∂

−−=
j

i

i

j

ji
k

k
jiji

x

u

x

u

x

u
pp µδµδ

3

2
    (6.28) 

(2) 熱伝導を考えないときは 

  0=jq         (6.23) 

が成り立つ。熱伝導を熱勾配に比例すると仮定すると， 

i
i

x

T
q

∂
∂

−= λ        (6.29) 

(3) 気体が熱力学的に局所的に平衡と仮定すると， 
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  ),p(ee ρ=        (6.24) 

とおける。これは，熱力学的平衡に達するまでの緩和時間を考えない仮定である。 

上記の仮定ができるとき、運動方程式は、以下のように置かれる。 

  ( ) 0=ρ
∂
∂

+
∂
ρ∂

j

j

u
xt

      (6.25) 

  ( ) ( )
i

i

ji

j

i F
x

p
uu

x
u

t
ρ=

∂
∂

+ρ
∂
∂

+ρ
∂
∂

     (6.26) 

  iijjjiji

j

i uFqupueu
x

eu
t

ρ=








+−





 ρ+ρ

∂
∂

+





 ρ+ρ

∂
∂ 22

2

1

2

1
 (6.27) 

6.4 熱力学上熱力学上熱力学上熱力学上のののの関係式関係式関係式関係式 

(1) エントロピーの定義 

  







ρ

+=
1

pddeTdS       (6.31) 

(2) 理想気体に状態方程式 

  TRp ρ=        (6.32) 

すると、(6.31)式は 

  ( )ρ−= logRd
T

de
dS  

となり、内部エネルギーは温度のみの関数となる。 

  )T(ee =        (6.33) 

(3) 定積比熱で表すと 

  dTcde v=        (6.34) 

ここに(6.30)式を適用すると 

  dTc
p

ed p=







ρ

+       (6.35) 

(4) エンタルピー 

  
ρ

+=
p

eh        (6.36) 

(5) 比熱が一定の理想気体 

  Tce v=   Tch p=       (6.37) 

したがって 

  Rcc vp =−  

ここで、比熱比 vp cc=γ を導入すると 

  vc)(R 1−γ=  
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ρ−γ

=
p

e
1

1
 

  
ρ−γ

γ
=

p
h

1
 

となり、エントロピーの式は 

  









ρ
ρ

γ−=









ρ

+=

d

p

dp
cv

d
T

p

T

de
dS

1

 

となるので 

  const
p

logcS v +
ρ

=
γ

 

または 

  vcSep γκρ=        (6.39) 

が得られる。比熱が一定な理想気体を polytropic gas と呼ぶ。 

6.5 運動方程式運動方程式運動方程式運動方程式のののの他他他他のののの表現表現表現表現 

流体粒子に従う微分を表す作用素を導入する。 

  

j

j
x

u
tDt

D

∂
∂

+
∂
∂

=  

すると、質量保存則は 

  0=
∂

∂
ρ+

ρ

j

j

x

u

Dt

D
       (6.44) 

運動量保存則は、 

  i

i

i F
x

p

Dt

Du
ρ=

∂
∂

+ρ       (6.45) 

エネルギー保存則は 

  0=
∂

∂
+ρ

j

j

x

u
p

Dt

De
      (6.46) 

この式は質量保存則(6.44)をつかうと次のように書き換えられる。 

  0
2

=
ρ

ρ
−ρ

Dt

Dp

Dt

De
 

さらに、熱力学の関係式(6.31)を用いて 

  0=
Dt

DS
T        (6.47) 

なお、 )S,(pp ρ= は S について解けるので、 
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constS

p
a,

Dt

D
a

Dt

Dp

=








ρ∂

∂
=

ρ
= 22

     (6.48) 

が(6.47)式と同様なものとなる。 

まとめると， 















=

=
∂
∂

+

=
∂

∂
+

0

0

Dt

DS

F
x

p

Dt

Du

x

u

Dt

D

i
i

i

j

j

ρρ

ρ
ρ

      (6.49) 

第 3 の式は， 

02 =−
Dt

D
a

Dt

Dp ρ
 

によっても代えられる。 

 また、polytropic gas については 

ρ−γ
=

p
e

1

1
 

  
γρ

=
p

logcS v  

  
ρ
γ

=
p

a 2
       (6.50) 

であり、isentropic のときには 

  
γκρ=p  

である。 

6.6 音音音音のののの波波波波 

 擾乱が小さい場合、すなわち 

  )(app 0

2

00 ρ−ρ=−       (6.51) 

  )(pa 0

2

0 ρ′=        (6.52) 

とおいたとき、 00 /)( ppp − , 00 ρρ−ρ /)( , 0a/u が小さいときには以下の式となる。 

  00 =
∂

∂
ρ+

∂
ρ∂

j

j

x

u

t
       (6.53) 

  00 =
∂
∂

+
∂
∂

ρ
i

i

x

p

t

u
       (6.54) 
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すると、(6.54)式は 

  ∫ −
∂
∂

+=
t

i
ii dtpp

x
uu

0
0

)0(
)(

1
)(

ρ
x  

と積分できる。 

 いま速度ポテンシャルϕを ϕ∇=u  で定義すると 

  

i

i
x

u
∂
ϕ∂

=  

  
t

pp
∂
ϕ∂

ρ−=− 00  

  
ta ∂
ϕ∂ρ

−=ρ−ρ
2

0

0

0       (6.55) 

となり、(6.54)は自動的に満足されている。結局、速度ポテンシャルに対する式は、(6.53)式より、 

  
iixxtt a ϕ=ϕ 2

0        (6.56) 

すなわち、波動方程式となる。 

 1 次元のばあいの解は、以下の式で与えられる。 

  )tax(g)tax(f 00 ++−=ϕ  

  )tax(g)tax(fu 00 +′+−′=  

  )tax(g)tax(f
a

pp
00

00

0 +′−−′=
ρ
−

    (6.57) 

 

6.7 非線形平面波非線形平面波非線形平面波非線形平面波 

 1 次元の平面波を考える。方程式(6.49)は次のように書き換えられる。 

  0=ρ+ρ+ρ xx uu       (6.60) 

  0=ρ+++ρ xxt )uuu(       (6.61) 

  0=+ xt uSS        (6.62) 

ここに、 )S,(p ρ が関数として得られているとすると、(6.62)式は次のような別の表現が得られる。 

  02 =ρ+ρ−+ )u(aupp xtxt      (6.63) 

となる。ここに， 

  

constS

p
a

=








ρ∂

∂
=2

       (6.64) 

である。 

 この系に関する特性方程式は次のように与えられる。 

  0=ρ+
dt

du
a

dt

dp
  on   au

dt

dx
:C +=+    (6.67) 
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  0=ρ−
dt

du
a

dt

dp
  on   au

dt

dx
:C −=−    (6.68) 

  0=
dt

dS
   on   u

dt

dx
:P =     (6.69) 

これを線形化すると、 

  000 =ρ+
dt

du
a

dt

dp
 on   0a

dt

dx
:C =+    

  000 =ρ−
dt

du
a

dt

dp
 on   0a

dt

dx
:C −=−    

  0=
dt

dS
   on   0=

dt

dx
:P     

となり、これらは積分できて 

  )tax(Fua)pp( 0000 −=ρ+−  

  )tax(Gua)pp( 0000 +=ρ−−  

  )t(HSS =− 0        (6.70) 

 

6.10 衝撃波衝撃波衝撃波衝撃波 

 衝撃波におけるジャンプ条件は 

  [ ] [ ] 0=ρ+ρ− uU        (6.87) 

  [ ] [ ] 02 =+ρ+ρ− puuU       (6.88) 

  0
2

1

2

1 22 =







+






 ρ+ρ+



 ρ+ρ− puueueuU    (6.89) 

において、相対速度 

  uUv −=  

を導入すると 

  0][ =− vU ρ  

  0][ 2 =−+ vUvp ρρ  

  0
2

1

2

1 222 =







ρ+ρ+−






 +ρ vUU)vp(vhv  

が得られる。ここに ρ+= /peh はエンタルピーである。上式は、 

  [ ] 0=ρv  

  0][ 2 =+ vp ρ  

  0
2

1 2 =













 +ρ vhv  

と変形できる。 

 衝撃波とともにある座標系から見ると、第 3 式より vρ を落とすことができて 

  1122 vv ρ=ρ        (6.95) 
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2

111

3

222 vpvp ρ+=ρ+       (6.96) 

  
2

11

2

22
2

1

2

1
vhvh +=+       (6.97) 

となる。 

 いま、polytropic gas のときには 

  
ρ−γ

=
p

e
1

1
   

ρ−γ
γ

=
p

h
1

   
ρ

γ=
p

a 2
   (6.98) 

であり、上流の状態に関するマッハ数を 

  

1a

uU
M

−
=  

で定義すると、次のような関係式が得られる。 

  
M)(

)M(

a

uu

1

12 2

1

12

+γ
−

=
−

      (6.99) 

  
21

1
2

2

1

2

+−γ
+γ

=
ρ
ρ

M)(

M)(
      (6.100) 

  
1

12 2

1

12

+γ
−γ

=
− )M(

p

pp
      (6.101) 

  
{ } { }

M)(

M)()(M

a

a

1

2112
212212

1

2

+γ
+−γ−γ−γ

=     (6.102) 

さらに衝撃波の強さを表す変数 

  

1

12

p

pp
z

−
=  

を導入すると、衝撃波の関係式は次のようになる。 

  

21

1

1

2

1
1 








γ
+γ

+=
−

= z
a

uU
M      (6.103) 

  
21

1

12

2

1
1 








γ
+γ

+γ

=
−

z

z

a

uu
     (6.104) 

  

z

z

γ
−γ

+

γ
+γ

+
=

ρ
ρ

2

1
1

2

1
1

1

2
       (6.105) 
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21

1

2

2

1
1

2

1
11





















γ
+γ

+









γ
−γ

++
=

z

z)z(

a

a
     (6.106) 

〔〔〔〔補記補記補記補記〕〕〕〕 

衝撃波の関係式は、下記の式がわかりやすい。 

  

12

21

1

2

11

11

p)(p)(

p)(p)(

+γ+−γ
+γ+−γ

=
ρ
ρ

 

  

21

1

2

21

1

1 )1()1(
2 








++−







=

p

pp
U shock γγ

ρ
 

ここに、音速は

21

1

1









ρ
γp

だから、衝撃波の速度は音速よりはやい。 

 

衝撃波衝撃波衝撃波衝撃波によるによるによるによるエントロピーエントロピーエントロピーエントロピーにににに増加増加増加増加 

なお、polytropic gas では )/plog(cS v

γρ= だから、(6.105)式と z に定義から 

  

γ

γ

γ

γ

γγ









γ
+γ

+









γ
−γ

++
=










ρ
ρ

=

ρ
−

ρ
=

−

z

z)z(

log

p

p
log

p
og

p
log

S

SS

2

1
1

2

1
11

2

1

1

2

1

1

2

2

1

12

     (6.107) 

すなわち、エントロピーがジャンプしているのがわかる。 

 

弱弱弱弱いいいい衝撃波衝撃波衝撃波衝撃波 

 弱い衝撃波については、衝撃波の強さを表すパラメータｚについて級数展開できて、次の式が得られる。 

  
( )

)z(Ozz
a

uU 32

2

2

1

1

32

1

4

1
1 +

γ
+γ

−
γ
+γ

+=
−

  

  
( )

)z(Ozz
z

a

uu 43

3

2

2

2

1

12

32

13

4

1
+

γ
+γ

+
γ
+γ

−
γ

=
−
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  )z(Oz
z 32

2

1

12

2

1
+

γ
−γ

−
γ

=
ρ

ρ−ρ
  

  )z(Oz
))((

zz
a

aa 43

3

2
2

2

2

1

12

16

11

8

1

2

1
+

γ
+γ−γ

+
γ
−γ

−
γ
−γ

=
−

 

  )z(Oz
S

SS 43

2

2

1

12

12

1
+

γ
−γ

=
−

 

  )z(Oz
)(

a

uu

a

aa

s

ss 43

3

2

1

12 1

32

1

1

12

1

12

1

2
+

γ
+γ

=
−

−
−

−γ
=

−
 

ここに、 

  u
a

s −
−γ

=
1

2
 

は Riemann invariant である。 

 上の式は、弱い衝撃波においては、エントロピーと Riemann invariant の変化を無視してよい（すなわち、

simple wave の仮定が成り立つ）ことを示している。 

 

強強強強いいいい衝撃波衝撃波衝撃波衝撃波 

 逆に、強い衝撃波については、 ∞→z として、次の式が成り立つ。 

  

1a

U
M ≈  

  Uu
1

2
2 +γ
=  

  
1

1

1

2

−γ
+γ

≈
ρ
ρ

 

  
2

12
1

2
Up ρ

+γ
≈        (6.110) 

6.16 相似解相似解相似解相似解 

 円筒形または球形の波の運動を考える。基礎方程式は、(6.49)式より 

  0=





 +ρ+ρ+ρ

r

ju
uu rrt      (6.132) 

  0
1

=
ρ

++ rrt puuu       (6.133) 

  ( ) 02 =ρ+ρ−+ rtrt uaupp      (6.134) 

となる。ここに、 rは中心からの距離であり、 21,j = は、それぞれ、円筒または球のばあいである。 

 特性方程式は 

  0
2

=
ρ

+ρ±
r

ua
j

dt

du
a

dt

dp
  on  au

dt

dr
±=    (6.135) 
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  02 =
ρ

−
dt

d
a

dt

dp
   on  u

dt

dr
=    (6.136) 

いま、isentropic flow を仮定すると、 −C 特性方程式は 

  0
1

2
=+








−

−γ r

au
jua

dt

d
 on  au

dt

dr
−=    (6.137) 

となる。この式は直ちには積分できないので単純波に対する厳密解を求めることはできない。しかし、

特別な場合には相似解を求めることができる。 

 

Point Blast WavePoint Blast WavePoint Blast WavePoint Blast Wave 

 強い衝撃波の場合には 

  Uu
1

2

+γ
=  

  0
1

1
ρ

−γ
+γ

=ρ  

  
2

0
1

2
Up ρ

+γ
=        (6.138) 

と近似できる。ここにU は衝撃波の速度，添え字 0 は衝撃波前方（擾乱の来る前の位置）での値である。 

 いま、次元解析の議論を適用しよう。 

  
[ ]
[ ] ,

,

3
0

22

−

−

=

=

ML

TMLE

ρ
 

であるから，長さと時間の次元を持つ変数は 

  [ ] ,/ 25
0

−= TLE ρ  

に限られる。一方，衝撃波の位置は， )(tRr = と表され，これは長さの次元を持つから，これの時間に対

する依存性を示す唯一の形式は， kを無次元パラメータとして， 

  
5/2

5/1

0

)( t
E

ktR 







=

ρ
      (6.139) 

となる。 

すると、衝撃波後方の圧力と速度は 

  
56

52

0

0
2

125

8 −









+
= t

Ek
p

ργ
ρ

,  
5/3

51

015

4 −









+
= t

Ek
u

ργ
 

または 

  
3

2

125

8 −

+
= ER

k
p

γ
,  

23

21

0

25

15

4 −









+
= R

Ek
u

ργ
    (6.140) 

で与えられる。 

流れ場における物理量の具体的な形を求めよう。前述のように，代表長さと代表時間がないことから，

25 TL という次元を持つ 0ρE が唯一の変数で，長さと時間の関数となるどんな無次元変数は

5
0

2 rEt ρζ = のみの関数となる。そこで， 
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)(tR

r
=ξ         (6.140a) 

とおくと，これは 51−ζ に比例する（(6.139)式参照）。したがって，例えば， Rut / , 0/ ρρ , 
2

0
2 / Rpt ρ は

無次元数であり，またξ のみの関数である。G.I. Taylor の定式化に従うと， 

  

)(
5

2

),(

),(
5

2

0
2

0

ξ
γ
ρ

ξψρρ

ξϕ

f
t

R
p

t

R
u








=

=

=

      (6.141) 

とおける。ここに係数 2/5 は，衝撃波の速度が， 

  

1

152

51

0

53

51

0

5

2

5

2

5

2

−

−

−

=









=









=

Rt

tt
E

k

t
E

k
dt

dR

ρ

ρ

 

であることから，入れた。 

衝撃波は 1=ξ に位置し，その速度は tRRU 5/2== & であり，衝撃波関係式は， 

  

1

2
)1(

,
1

1
)1(

,
1

2
)1(

+
=

−
+

=

+
=

γ

γ
γ

ψ

γ
ϕ

f

       (6.142) 

となる。 

(6.141)式を運動方程式に代入すると，常微分方程式が得られる。これを，初期条件(6.142)を満たすよう

に， 1=ξ から 0=ξ まで積分するわけである。 

パラメータ kは方程式には表れない。この値はエネルギー保存則から導かれる。流れの全エネルギーは， 

  
⌡

⌠








+

−
=

)(

0

22 4
2

1

1

tR

drru
p

E πρ
γ

 

で表される。ここに，(6.140a),(6.141)式を代入すると，積分範囲は，ゼロから 1 までとなり， 

  

( )


⌡

⌠
















+

−
=



⌡

⌠
⋅




















⋅⋅+






⋅
−

=

1

0

23
2

0
2

1

0

2
2

0
0

2

2

1

)1(

1

25

16

4
5

2

2

1

5

2

1

1

ξξρψϕ
γγ

π

ξξπϕψρ
γ
ρ

γ

dR
t

R
f

RdR
t

R
f

t

R
E

 

となる。ここで(6.139)式，すなわち， 
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  EktR 52
0

5 =−ρ  

の関係をつかうと， 

  
⌡

⌠








+

−
=

1

0

225

2

1

)1(

1

25

16
1 ξξψϕ

γγ
π

dfk  

となる。この式が kを決める。 

解を示そう。 

Blast Wave Solution

0

0.5

1

0 0.5 1

r/r0

v/
v2

, 
p/

p2
, 
ro

w
/
ro

w
2

v/v2

row/row2

p/p2

 

 

補記補記補記補記[G. I. Taylorのののの方法方法方法方法] 

G. I. Taylor の方法1を復習してみよう。この論文は，工学の発想，解析手法，結果の評価等のあらゆる面

で工学の見本となる最高級の論文である。ぜひ，原論文はインターネットから入手できる。 

 G. I. Taylor は， Rを衝撃波の位置として， Rr /=η の関数 

  

1
2/3

0

1
3

0

,

,/,

,/,

φ

ψρρ
−

−

=

=

==

Ruvelocityradial

density

fRypppressure

 

を定義し，基礎方程式 

  ,0

r

yp

r

u
u

t

u

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

ρ
 

                                                   

1 Geoffrey Taylor, The Formation of a Blast Wave by a Very Intense Explosion. I. Theoretical Discussion. Proceedings of the 

Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences, Vol. 201, No. 1065. (Mar. 22, 1950), pp. 159-174. 
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  ,0
2

=






 +
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

r

u

r

u

r
u

t
ρ

ρρ
 

  ( ) 0=







∂
∂

+
∂
∂ −γρp

r
u

t
 

に代入した。そこで， 

  
2/3−= AR

dt

dR
 

を仮定し， 

  
22

1 / Aaff = , 

  A/1φφ =  

と置きなおすと，基礎方程式は， 

  φ
ψγ

φηφ
2

31
)( −

′
=−′ f

,      (7a) 

  
φη

ηφφ
ψ
ψ

−
+′

=
′ /2

,       (9a) 

  0)(3 =′−+−
′

+′+ ffff φφη
ψ
ψγ

η      (11a) 

となる。Taylor は積分の手順まで記述した。すなわち，(7a)と(9a)をつかって(11a)式からψ ′を消去すると， 

  { }






 −++−=−−′ ηγφγφηψφη /2)

2

1
3(3/)( 22 fff    (14) 

が得られ，これが f ′を求める式となる。すると，(7a)式よりφ ′がもとまり，さらに，(9a)式よりψ ′がもと

ます。つまり，任意の ψφη ,,, f  が求まると，逐次計算で次のステップのこの組み合わせが求まることに

なる。 

衝撃波の位置での物理量は Rankine-Hugoniot の関係式を強い衝撃波のばあいに近似した式 

  { }

.
1

2

)1(1

)1(2

,
1

2
)1(1

2

1

,
1

1

)1(1

)1(1

1

11

112

2

1

1

0

1

+
≈

++−
−

=

+
≈++−=

−
+

≈
−++
++−

=

γγγ

γ
γγγ

γ

γ
γ

γγ
γγ

ρ
ρ

y

y

U

u

yy
a

U

y

y

     (15a-17a) 

で表される。したがって， 1=η における境界条件は， 

  

.
1

2

,
1

2

,
1

1

+
=

+
=

−
+

=

γ
φ

γ
γ

γ
γψ

f        (15b-17b) 

となる。 
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全エネルギーは kinetic energy と heat energy の和として，次の式で表される。 

  drr
p

uE
22

12

1
4 

⌡

⌠









−
+=

γ
ρπ  

この式に，無次元化した式を代入すると， 

  

( ) ( )

ηη
γ

ψφρπ

ηη
γ

φψρπ

d
a

p
A

RdR
a

A
RpARE

2

1

0

2

02
0

2

2

1

0

2

2
3

0

22/3
0

)1(2

1
4

1

1

2

1
4


⌡

⌠













−
+⋅=

⋅
⌡

⌠













⋅
−

+⋅⋅= −−

 

となるが， 

  ,/0
2

0 γρap =  

  
2

0ABE ρ=  

から 

  ηη
γγ
π

ηπψφ dfB 
⌡

⌠









−
+=

1

0

222

)1(

4
2      (18) 

となる。 

 

補記補記補記補記[Sedovのののの方法方法方法方法] 

Sedov は解析解を求めている。Sedov の教科書2には解の形が explicit に表示されているが，解の求め方

に関する記述はない。後述する Landau-Lifshitz の本に解の求め方の記述がある。 

Sedov の無次元数は次のような定義である。 

  

P
tr

a
p

R
tr

a

V
t

r
v

sk

sk

21

3
,

,

++

+

=

=

=

ρ  

解の形を示そう。 

  ,
2

13
1

7

)1(5
1

2

5

1

1

4

)1(5
125/2

2

αα
γ

γ
γγ

γ
γγ

−−−
















 −
−

−
+
















 −
−
+






 +
= VVV

r

r
 

  ,
2

13
1

7

)1(5

2

5
1

1

1
1

2

5

1

1
453

2

ααα
γ

γ
γ

γ
γγ

γ
γ

ρ
ρ
















 −
−

−
+
















 −
−
+
















 −
−
+

= VVV  

  ,
2

13
1

7

)1(5

2

5
1

1

1

4

)1(5
124155/6

2

ααα
γ

γ
γ

γ
γγ

−+
















 −
−

−
+
















 −
−
+






 +
= VVV

p

p
 

                                                   
2 L. I. Sedov, Similarity and Dimensional Methods in Mechanics, Academic Press, New York, 1959. Original Russian edition 4th 

ed. 1957. 
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  ,
4

)1(5

22

V
r

r

v

v







+
=

γ
 

  
ρ
ρ2

22 p

p

T

T
=  

ここに 

  

2

2
5

,
)12)(13)(2(

12713

2

5
4

,
12

3
3

,
12

1
2

,
)12)(13(5

12713
1

2

2

−
=

+−−
+−

=
−

=

+
=

+
−

=

+−
+−

=

γ
α

γγγ
γγ

γ
α

γ
α

γ
γ

α

γγ
γγ

α

 

である。 

Sedov は spherical のほかに，cylindrical と plane のばあいの厳密解を示している。 

 

補記補記補記補記[Landau-Lifshitz のののの方法方法方法方法] 

Landau-Lifshitz の本3の記述は教育的である。（初版と第 2 版で表現がちがう。） 

前述のように，流れを示すパラメータが，衝撃は前方の気体の密度 1ρ と爆発のエネルギー Eしかないこ

とに着目する。そして，衝撃波の位置を 

  

5/1

1

2











=

ρ
β
Et

R        (L1) 

とおく。すると，衝撃波の速度は， 

  
5/25/1

1

5/1

1
5

2

5

2

t

E

t

R

dt

dR
u

ρ
β===      (L2) 

で表される。 

そこで無次元変数を以下の式で定義する。 

  V
t

r
v

5

2
= ,  G1ρρ = ,  Z

t

r
c

2
2

25

4







=     (L4) 

  

5/1

1

2

)(

−











==

ρβ
ξ

Etr

tR

r
      (L5) 

すると，衝撃波後方の条件は， 

  
1

2
)1(

+
=

γ
V , 

                                                   
3 L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Fluid Mechanics, 2nd ed., Elsevier, 1987. Translated by J.B. Sykes and W. H. Reid 
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1

1
)1(

−
+

=
γ
γ

G , 

  
2)1(

)1(2
)1(

+

−
=

γ
γγ

Z  

で表される。 

基礎方程式， 

  

0log

,0
2)(

,
1

=







∂
∂

+
∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

γρ

ρρρ
ρ

p

r
v

t

r

v

r

v

t

r

p

r

v
v

t

v

       

は上記の無次元パラメータによって，以下のように変形される。 

  ( ) V
d

d
V

d

dV
3

log

log
1

log
−=

′
−−

ξ
ρ

ξ
 

  .
1

25

log

log
)1(

log

log

V

V

d

Gd

d

Zd

−
−

−=−−
ξ

γ
ξ

 

一方，エネルギー保存則から 

  )2/(4)2/(4 2222 vvrdtvwvrdt n +⋅=+⋅⋅ ερπρπ  

がなりたち，これに関係式 

  
)1( −

=
γρ

ε
p

,  γε=w  

を代入し，無次元変数で表された第一積分がえられる。 

  
)1(2

)1)(1( 2

−
−−

=
V

VV
Z

γ
γγ

      (L.8) 

第一積分がえられているから基礎方程式は初等的な操作で積分できて，つぎの結果を得る。  

  { }
212

5 )1(
1

1
)13(5

7

1
)1(

2

1
νν

γ
γ
γ

γ
γ

γ
γξ 








−

−
+









−−

−
+






 +=
−

VVV  

{ }
543

)1(
1

1
)13(5

7

1
)1(

1

1

1

1
ννν

γ
γ

γ
γ

γ
γ

γ
γ

γ
γ









−

−
+









−−

−
+









−

−
+

−
+

= VVG    

ここに 

  ,
)12)(13(

12713
1

2

+−
+−

−=
γγ
γγ

ν  

  ,
12

)1(5
2

+
−

−=
γ
γ

ν  

  ,
12

3
3

+
=

γ
ν  
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  ,
)12)(13)(2(

12713

2
4

2
1

+−−
+−

=
−

−=
γγγ

γγ
γ

ν
ν  

  .
2

2
5

γ
ν

−
−=  

である。 

定数 β はエネルギーの保存則から求まる。すなわち， 

  drr
cv

E

R

2

0

22

4
)1(2

π
γγ

ρ

⌡

⌠











−
+=  

この式は，無次元量をもちいて表せば 

  1
)1(2

1

25

16
1

0

425 =
⌡

⌠








−

+ ξξ
γγ

π
β d

Z
VG     

 (99.11) 

となる。たとえば， 4.1=γ のばあいには 033.1=β である。 

 

補記補記補記補記[Chernyiのののの近似解近似解近似解近似解] 

Zel’dovich-Raizer の本4に Chernyi の近似解の説明がある。 

（仮定 a）爆発にかかわる気体は衝撃波の後方のごく薄い層に限られる。 

（仮定 b）この層の中の密度は一定とし，衝撃波後方の密度 01 )1/()1( ργγρ −+= に等しい。 

すると，この層の厚さを r∆ とすると，質量保存則は， 

  0

3

1
2

3

4
4 ρ

π
ρ∆π

R
rR =  

と表される。変形すると， 

  
1

1

33 1

0

+
−

==
γ
γ

ρ
ρ

∆
RR

r  

である。たとえば， 3.1=γ のときには， 0435.0/ =Rt∆ である。 

（仮定 c）この層の中の速度は一定とし，衝撃波後方の速度 1u と等しい。 

（仮定 d）層の中では密度は無限大，厚さは無限小，しかし質量は有限で初期の半径 Rに含まれるそれに

等しい。すなわち， 0
3)3/4( ρπRM = とする。 

（仮定 e）層の中の圧力 cp は一定で，衝撃波後方の圧力 1p に対して 1ppc α= と表せる。 

すると，運動方程式は， 

  1
22

1 44)( pRpRMu
dt

d
c αππ ==  

となる。質量 0
3)3/4( ρπRM = は時間の関数である。外力は内側からかかり，外側からの圧力はゼロと仮

定している。 

                                                   
4 Ya. B. Zel’dovich and Yu. P. Raizer, Physics of Shock Waves and High-Temperature Hydrodynamic Phenomena, 
Vol. 1 & 2, Ed. by W. D. Hayes and R. F. Probstein, Academic Press, 1966. 
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そこで，衝撃波の関係式 

  
dt

dR
D = , 

  Du
1

2
1 +
=

γ
, 

  
2

01
1

2
Dp ρ

γ +
=  

をつかうと， 

  
2

0
2

0
3

1

2
4

1

2

3

4
DRDR

dt

d
ρ

γ
απ

γ
ρπ

+
⋅=








+

⋅  

すなわち 

  ( ) 223

3

1
DRDR

dt

d
=  

がえられる。ここで， 

  
dR

d
D

dR

d

dt

dR

dt

d
==  

に注意すると， 

  ( ) 223

3

1
DRDR

dR

d
D =  

となり，この積分が， aを積分定数として， 

  
)1(3 α−−= aRD  

と求まる。 

定数 aとα はエネルギー保存則から求める。すなわち，運動エネルギー 

  
2

1
2

1
MuEk =  

と内部エネルギー（無限小の厚さの層の中で圧力は cp ）は 

  cT pRE
3

3

4

1

1
π

γ −
=  

であり，全エネルギーはこれらの和である。これに衝撃波の関係式を代入すると， 
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となる。これを変形すると， 
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となる。爆発のエネルギーは半径に依存せずに一定だから 

  0)1(63 =−− α  

すなわち， 

  2/1=α  

でなければならない。したがって，この式が定数 aを決める。 
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13
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E
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さらに，衝撃波の速度をかんがえると， 

  
t

R
aRD

5
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すなわち， 
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R
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5
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−− attaR  

がえられる。上記の結果を代入すると， 
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となる。一方， 

  
5/2

5/1

0
0 t

E
R 





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
=

ρ
ξ  

であったから， 
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
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となる。 

この近似と厳密解の比較を次の表と図に示す。 

γ 厳密解 Chernyi 近似 

1.2 0.89 0.89 

1.4 1.033 1.014 
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Chernyi Approximation of Blast Wave
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相似解一般論相似解一般論相似解一般論相似解一般論    

Point blast wave に対する相似解は次のように一般化できる。無次元変数を 

  ),(ξV
t

r
nu =  

  )(

2

0
2 ξρ P

t

r
np 






=  

  ),(0 ξΩρρ =  

  
nCt

r

)(
=ξ        (6.143) 

とおき，微分操作 

  ),()()( ξξξξξ f
t

nff
t

t ′−=′=
∂
∂

 

  )()()( ξξξξξ f
r

ff
r

r ′=′=
∂
∂

 

および，音速の表式 

  )(ξA
t

r
na =  

  

2/1







=
Ω
γP

A  

に注意すると，基礎方程式(6.132)-(6.134)は次のように変換される。 

  { } )
1

)(1(
)1(2

)1()1( 22

n
VVVA

n

n
Vj

d

dA
AV −−−







 −

−+=−−
γξ

ξ ,  (6.144) 
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ξ

,  (6.145) 

  { } )1()1()
1

()1(
1

)1(2)1( 212 −+−−−−






 −

−+=−− − VVj
n

VVAV
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n
Vj

d

d
AV

γξ
Ω

Ω
ξ

 

          (6.146) 

ただし， 

  0)1( 22 =−− AV  

となる点で特異点となり，これは， .const=ξ の線上にある。もとの方程式は双曲型なので特異点はつぎ

の特性曲線上にある。 

)( AV
t

nr
au

dt

dr
±=±= .      (6.14.8) 

したがって，曲線 .const=ξ は特性曲線であり， 1=± AV をみたす。 

 

 

6.17 定常超音速流定常超音速流定常超音速流定常超音速流 

定常超音速流れは非定常流れにたいして用いた手法が適用できる。2 次元の定常流れは非定常な平面波

動に対応する。定常軸対称流れは円筒波に対応する。 

定常流れに関する基礎方程式は，物体力が無視できるばあいには，次のようにあらわされる（ qcurl=ω ）。 

0)( =⋅∇ qp        (6.149) 

p∇−=×+






∇
ρ

ω
1

2

1 2
qq       (6.150) 

0=∇⋅ Sq .       (6.151) 

ここで熱力学的な関係式 

  dpdhTdS
ρ
1

−=  

をもちいると，(6.150)式は 

  STh ∇=×+






 +∇ qωq
2

2

1
      (6.152) 

すなわち， 

  0
2

1 2 =






 +∇⋅ hqq        (6,153) 

と変形される。したがって，エントロピーSと“全エンタルピー” 2

2

1
q+h  は流線にそって一定であるこ

とがわかる。 

一様流の条件を 0SS = , 0hh = , Uq =  とあらわすと次の式がえられる。 
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2

0
2

2

1

2

1
Uhqh +== ，      (6.154) 

  0SS =         (6.155) 

すると(6.152)式は 

  0=×qω         (6.156) 

となるが，われわれは 2 次元または軸対称のばあいを考えているので，結局， 0=ω ，すなわち非回転流

れ(irrotational)の条件がえられる。 

とくに polytropic gas すなわち )1/(2 −= γah のときには，Bernoulli 方程式(6.154)は次のようになる。 

  )(
2

1 222
0

2
Uqaa −

−
−=

γ
      (6.157) 

(i) 2次元次元次元次元のばあいのばあいのばあいのばあい 

2 次元流れのばあいには， ),( vu=q とかくと，連続の式(6.149)式と非回転の条件 0=ω より，地祇の式

がえられる。 

  0)()( =+ yx vu ρρ , 

  0=− yx uv  

音速 aと密度 ρ は 12 −∝ γρa の関係にあるので 

  
22

2 )(

1

1

a

vdvudu

a

add +
−=

−
=

γρ
ρ

 

であり，結局，方程式はつぎの組で表される。 

0)(2)(
2222 =−++− yyx vavuvuuau      (6.158) 

0=− yx uv        (6.159) 

[計算詳細] 
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(ii) 特性方程式特性方程式特性方程式特性方程式 

下記の線形結合を考える。 

  0)()2()(
2222 =−++−+− yxyx vavlvuluvuau  

これは,もし 

0)())((
22 =+++− yxyx mvvlmuuau  

が満たされるとすると，次の characteristic form となる。 

0)()2()(
2222 =−++−+− yxyx vavlvuluvuau  

mに対する条件は 

0)(2)( 22222 =−+−− avuvmmau      (6.160) 

であり， 222 avu >+ のときに二つの実根をもつ。したがって，超音速領域では方程式は双曲型となる。

特性方程式は 

0)()( 2222 =−+−
dx

dv
av

dx

du
mau   on m

dx

dy
=     (6.161) 

となる。変数が二つであるから，微分形式 

  dvavmduau )()( 2222 −+−       (6.162) 

は積分できて二つの Riemann 変数が得られる。 

いま，mは特性曲線の傾きであるから，(6.160)式は， dydx, の関係式として表される。 

  0)(2)( 222222 =−+−− dxavuvdxdydyau  

整理して， 

  )()( 2222 dydxavdxudy +=−  

ここで χ を特性曲線のｘ軸に対する傾き，θ を流線の傾きとすると， 

  dsdx χcos= , dsdy χsin= , 

  θcosqu = , θsinqv =  

であり，上記の関係式は次のようになる。 

  222 )(sin aq =−θχ        (6.163) 

そこで変数 µ を 
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q

a
=µsin ,  

2
0

π
µ <<       (6.164) 

で定義すると，特性曲線の条件(6.162)式は次のような簡単な形となる。 

  µθχ ±=        (6.165) 

すなわち，特性曲線は流れの方向に対して角度 µ± をとることになる。この量 µ は Mach angle と呼ばれ

る。 

式(6.162)の関係を Riemann 変数で表すことを考えよう。特性曲線の上では(6.162)式はゼロとなるから，

(6.160)式をもちいて， 

  )()( 2222 dvduauduvdv +=+  

これは， qとθ であらわすと 

  )( 222222 θdqdqadqq +=  

すなわち， 
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したがって，Riemann 変数は 

  )(µθ P±  

となる。ここに 
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     (6.166) 

結局，特性方程式は次のようになる。 

  .)( constP =+ µθ  on )tan(: µθ +=+
dx

dy
C  

  .)( constP =− µθ  on )tan(: µθ −=−
dx

dy
C     (6.167) 

 


