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始めに

この資料は大阪大学大学院基礎工学研究科入学試験における科目のうち、数理科学の解答集である。私は２００９年

の受験生であるが、２００９年４月から８月までに数理科学コースの友人たちと行った院試対策の勉強会で出された解

答案を整理し、ここに記した。

この資料を作ろうと思った動機は

• 院試勉強会では良いアイディアがたくさん出されたが、そのアイディアが我々の間だけで留まるのはもったいない
と思ったため

• 過去問題には解答がなく、２００９年以降の受験生が一人だけで勉強し、悩むことがないようにするため

• よく勉強会をさぼる友人が後で一人で自習できるようにするため

である。２０１０年以降の受験生にとって役立つものであると確信している。

この解答集は平成１２年度から平成２２年度までの１１年分の解答を収録している。使う際に留意してほしい点は以下

の３点である。

• この解答集は学部４年生によって書かれたものであること（つまり解答としては極めて甘く試験で満点がもらえる
ような答案ではない）

• 誤植が多いこと（書いたのは私１人であり、多くの人の目が入ったものではない）

• 無料で公開していること（つまりこの解答が間違っていた時に何らかの損害をこうむっても私は一切の責任を持た
ない）

この解答集が２０１０年以降の受験生のみなさんのお役に立つことを願っている。

終りに、院試勉強会で多くの意見を述べてくれた S.U君、S.N君、H.M君、Y.M 君、T.K君、H.Y君、N.Y君、T.Y君、

T.Y君、F.K君、には厚くお礼申し上げる。難易度 4以上の問題の多くを解いてくれた S.N君、T.K君、N.Y君には特に

感謝の意を表したい。
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1 傾向と対策

出題されるのは次の５項目である。

• 微積分（ルベーグ積分を含む）

• 線形代数

• 常微分方程式

• 複素関数論

• 統計学
フーリエ解析や群論といった代数学は出題されたことがない。ルベーグ積分を除けば学部２年レベルの知識で解ける問

題である。

1.1 傾向

1.1.1 専門１

１番が微積分の必答問題、２番が線形代数の必答問題というのはこの１０年以上変わっていない。ただ平成２０年まで

は１番はチェインルールの問題で２番は直交行列による対角化をする問題だったが、平成２１年以降傾向が変わったみ

たいで、出題傾向が読めなくなってしまった。だが、難問というわけではないので、微積分と線形代数の基本をしっか

りと身につけておけば恐れる必要はないだろう。

３番から６番までは選択問題であり（年によっては７問あるが）３，４のうちどちらかは常微分方程式に関する問題で、

どちらかは線形代数か微積分の問題である事が多い。２２年度の４番のような問題が今までに数回出題されているが、こ

の手の問題はかなり難度が高いので、避けた方が良い。

５，６は統計の問題で２問とも取り組めないことは少ない。年にもよるが、取り組みやすい問題が多いのでここで統計

から１問は取ることが望ましい。

1.1.2 専門 2

１０問あり、（年によっては１１ないしは１２問ある）１～５くらいまでが微積分、線形代数、複素関数論、常微分方程

式の問題。６～１０までが統計の問題である。近年は１番が複素積分の問題である事が多いが、２１年度のみ極座標変

換させて図を描かす問題であった。その他のおもな傾向は

• 統計の問題の方が取り組みやすいことが多いので統計から最低２問は取るのが望ましい。

• 微積分の問題は取り組みにくいことが多い。

• 線形代数は取り組みいやすいことが多い。

1.2 対策

1.2.1 専門１

まず過去問でチェインルールの問題は全て解いてパターンになれることを勧める。ここ２年は２０年度までのチェイン

ルールの問題は出題されていないが、いつあの形式が復活してもおかしくはない。
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1.2.2 専門２

まず、複素積分の出題頻度がきわめて高いので留数定理を使った複素積分の問題のパターンを全て把握することを勧め

たい。また統計が大きな得点力になるので統計の勉強に力を入れるといいだろう。ルベーグ積分の問題が過去に３回ほ

ど出題されているが、どれも難しかったのでルベーグ積分ができなくても大きなマイナスにはならない。（入ってから困

るだろうが）

1.2.3 専門１と専門２のどちらにも言えること

選択問題は難易度１の非常に簡単な問題から難易度５の手も足も出ない問題までが混ざっており、どの問題を選択する

かというのは極めて難しい。これは高校受験の時から経験していると思うが、見た目は難しそうだが実は簡単というこ

とが結構多い。逆に小問に分かれていて、(3)くらいまでは簡単だが (4)が難しくて完答が狙えない問題もいっぱい混ざっ

ている。どの問題を選択するかを慎重に見極める練習を過去問を使ってやってほしい。

2 どれくらいできればいいのか？

年にもよるが、専門１と２を合わせて全体の６割できていれば間違いなく合格ラインは超えていると思われる。２２年

は５割出来ていれば合格していた。専門１は８割から９割、専門２は６割から７割を目指して頑張ってもらえばいいと

思う。

3 裏情報

3.1 英語の配点について

TOEICや TOEFLの点数について色々な噂が飛びがっている。そのいくつかを紹介すると、

• TOEICの点数は 1/20に圧縮されて数学の点数に足される。

• TOEICや TOEFLの点数は数学の点数がボーダーラインすれすれの時のみに参考程度に見られる

英語の配点は極めて低いというのは確かなようではあるが・・・

3.2 試験で取る問題について

基本的には選択問題は簡単そうな問題から順に選んでもらえばいいと思うが、研究室によって取るのが望ましくない問

題がある。どういうことかというと

• 鈴木研で統計の問題を解いたら面接で「なぜ統計の問題を解いたのか」と糾弾された

• 長井研で専門２の４問を統計にしたら面接で怒られた

といった噂があり、どうもこれは本当のことのようである。例えば鈴木研はあまり統計をやらないので微積分等の問題

で勝負しろというのが研究室の方針のようである。各研究室の方針は

• 鈴木研・・統計の問題は１問も選択しないのが望ましい
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• 長井、会田研・・選択問題を全て統計でそろえるのは望ましくない

• 白旗研、狩野研、内田・熊谷研・・選択問題で１問も統計を選ばないのは望ましくない

• 名和研・・微積分の問題を解くのが望ましい

という感じだと思われる。ただ、面接で嫌味を言われるだけで、合否には関係ないというのが通説である。

4 面接

4.1 面接での受け答え

面接は基本的に希望する研究室の教授または准教授から質問される。その受け答えの一部を公開する。ここの生徒は全

員合格している。

4.1.1 生徒１の場合

教師１：大学院でやりたいことは何ですか？

生徒１：製薬です。

教師１：分かりました。では他の先生方で何かご質問はありますか？

他の先生から２，３の質疑応答。面接時間約５分

4.1.2 生徒２の場合

教師３：大学院でやりたいことは何ですか？

生徒２：関数解析をやりたいです。

教師４：君、僕の関数解析の授業取ってなかったよね？？

生徒２：・・・・

教師５：えらい痛いところつかれたなあ

一同笑い。面接時間約５分

4.1.3 生徒３の場合

教師６：この問題今だったらできますか？

生徒３：はい、

問題を説明する

教師５：それ、××君の解答と一緒だよね？教えてもらったの？

生徒３：・・・(冷や汗)

面接時間約１０分
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4.1.4 生徒４の場合

教師６：なぜ統計の問題に一問も手を出さなかったんですか？

生徒４：どの問題も完答が狙いにくそうだったので敬遠してしまいました。

教師６：そうですか、微積分の問題の出来はどうでしたか？

生徒４：できたとは言えませんが、悪くはなかったと思います。

面接時間約５分

4.2 知っておいた方が良いこと

基本的に試験での出来が良ければ面接時間は５分程度で終わる。ボーダーラインすれすれの生徒は「この問題今だった

らできますか？」と聞かれることが多い。ここで正しく答えられると点数がもらえる。なので本番の出来が悪くてもあ

きらめず、試験問題を復習して欲しい
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平成１２年度　情報数理系　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

１番¶ ³

双曲線関数 sinh(x), cosh(x)は

sinh(x) = ex−e−x

2 , cosh(x) = ex+e−x

2

で定義される。次の問に答えよ。

(1)sinh(x), cosh(x)を微分せよ。
(2)関数

u(x) = sinh(kx)
sinh(x)

は x > 0で単調増加であることを示せ。ここに kは k > 1なる定数である。
(3)a, b, c, dを a > b > c > d > 0a

b = c
d なる定数とする。このとき

A = sinh(a) sinh(d), B = sinh(b) sinh(c)

の大小を判定し、その理由を述べよ。
µ ´

1.1 解答

1.1.1 (1)

(sinh(x))′ = ex+e−x

2

(cosh(x))′ = ex−e−x

2

1.1.2 (2)

u′(x) = ( sinh(kx)
sinh(x) )′

=k cosh(kx) sinh(x)−sinh(kx) cosh(x)
sin2 h(x)

（u′(x)の分子）=k ekx+e−kx

2 ・ex−e−x

2 − ekx−e−kx

2
ex+e−x

2

=1
4{k(e(k+1)x − e(k−1)x + e(−k+1)x − e−(k+1)x)− (e(k+1)x + e(k−1)x − e(−k+1)x − e−(k+1)x)}

=1
2{(k − 1) sinh((k + 1)x)− (k + 1) sinh((k − 1)x)}
ここで g(x)=(k − 1) sinh((k + 1)x)− (k + 1) sinh((k − 1)x)とおくと
g′(x) = (k2 − 1){cosh((k + 1)x)− cosh((k − 1)x)}
cos h(x)は x > 0で単調増加関数なので
cosh(k + 1)x > cosh(k − 1)x
よって x > 0で g′(x) > 0また g(0) = 0
以上より x > 0で g(x) > 0
よって x > 0で u′(x) > 0
以上より u(x)は x > 0で単調増加関数である。
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1.1.3 (3)

sinh(a)
sinh(b)と

sinh(c)
sinh(d) を考える。

a
b = c

d より a = c
db, c = a

b d

a > b > c > dなので c
d > 1, a

b > 1
(2)より sinh(kx)

sinh(x) は k > 1の時、単調増加関数なので、b > dより
sinh(a)
sinh(b) > sinh(c)

sinh(d)

よって sinh(a) sinh(d) > sinh(c) sinh(b)となるので A > B

1.2 １番の総評

（１）は高校生でもできる問題

（２）は計算がやや複雑で難しい。

（３）はちょっと難しい。解答を読めば十分理解できるとは思いますが。（２）を使うのがポイントです。

全体的な難易度は５段階で３と判断しました

2 （２）

2番¶ ³

次の問に答えよ。

（１）行列

A =




0 1 1
1 0 1
1 1 0


の固有値と固有ベクトルを全て求めよ。

(2)任意の自然数 nについて trAn を計算せよ。ただし、trAn は行列 An の対角成分の和を表す。
µ ´

2.1 予備知識

一般に対称行列は直交行列を使って対角化することができる。しかし、これは特性方程式が重解をもたないときであ

る。なぜなら、

「対称行列の異なる固有値に対する固有ベクトルは直交する」（線形代数　馬場敬之　マセマ出版社１９１ページ）

からである。例えば λ = 1が２重解であり、この λに対して二つの固有ベクトルが求まった時、この二つの固有ベクト

ルは直交していない。

よってこの行列は直交行列では対角化できない。

2.2 解答

2.2.1 (1)

| A− tE |=

∣∣∣∣∣∣∣

−t 1 1
1 −t 1
1 1 −t

∣∣∣∣∣∣∣
=−t3 + 1 + 1 + t + t + t = 0

⇔ −t3 + 3t + 2 = 0
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⇔ (t− 2)(t + 1)2 = 0
⇔ t = 2,−1
t=2の時、

(A− 2E)x = 0 ⇔



−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2







x1

x2

x3


 =




0
0
0


よって




x1

x2

x3


 = t




1
1
1


 (tは定数)

t=-1の時、

(A + E)x = 0 ⇔




1 1 1
1 1 1
1 1 1







x1

x2

x3


 =




0
0
0


よって




x1

x2

x3


 = c1



−1
1
0


 + c2



−1
0
1


 (c1, c2は定数)

以上より固有値 2に対応する固有ベクトルが




1
1
1




固有値-1に対応する固有ベクトルが



−1
1
0


と



−1
0
1




2.2.2 (2)

（１）より P =




1 −1 −1
1 1 0
1 0 1


とおくと、

P−1AP =




2 0 0
0 −1 0
0 0 −1




よって P−1AnP =




2n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 (−1)n


となるので

An = P




2n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 (−1)n


 P−1

ここで掃き出し法により Pの逆行列を求めると

P−1 = 1
3




1 1 1
−1 2 −1
−1 −1 2




よってAn =




1 −1 −1
1 1 0
1 0 1







2n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 (−1)n


 1

3




1 1 1
−1 2 −1
−1 −1 2


 =1

3




2n + 2(−1)n 2n + 3(−1)n 2n + (−1)n+1

2n − (−1)n 2n + 2(−1)n 2n − (−1)n

2n − (−1)n 2n − (−1)n 2n + 2(−1)n




以上より

tr(An) = 1
3・3(2n + 2(−1)n)

=2n + 2(−1)n
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2.3 総評

教科書の例題レベルの問題。計算はやや煩雑かもしれないが、絶対にできなくてはならないと思う。

3 ３番

3番¶ ³

t ≥ 0について x(t)を常微分方程式
dx(t)

dt = −x(t) + sin t

x(0) = 1
の解とする。次の問に答えよ。

(1)この方程式を解け。

(2)上極限と下極限

A = limt→∞x(t), B = limt→∞x(t)
を求めよ。

µ ´

3.1 （１）

dx
dt = −x(t)を解くと。
x(t) = Ce−t(Cは定数)

ここで x(t) = C(t)e−t とおくと（定数変化法）
dx
dt = C ′(t)e−t − C(t)e−t = −c(t)e−t + sin t

よって C ′(t) = et sin t

これより C(t) = 1
2et(sin t− cos t) + C2 (C2)は定数

以上より x(t) = e−tC(t) = 1
2 (sin t− cos t) + C2e

−t

x(0)=1より − 1
2 + C2 = 1

⇔ C2 = 3
2

よって x(t) = 1
2 (sin t− cos t) + 3

2e−t

3.2 （２）

sin t− cos t =
√

2 sin(t− π
4 )

よって limt→∞x(t) = limk→∞ supt≥k x(t)
=limk→∞

√
2

2 + 3
2e−k =

√
2

2

limt→∞x(t) = limk→∞ inft≥k x(t)
=−

√
2

2 + 0 = −
√

2
2

3.3 ３番の総評

(1)はただの線形一階常微分方程式

(2)は上極限と下極限の意味さえ知っていれば難しくはない。難易度は５段階で２くらい
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4 ４番

4番¶ ³

次の各問に答えよ。

(1)α > −3, n = 1, 2,・・・とする。積分

In =
∫ 1

0
rα+2(log r)ndr

について Inを In−1 で表せ。

(2) α ≥ −3, n = 1, 2,・・・とする。積分

F (α, n) =
∫∫∫

x2+y2+z2≤1
(x2 + y2 + z2)

α
2 (log(x2 + y2 + z2))ndxdydz

の収束、発散を判定し、収束する時はその値を求めよ。
µ ´

4.1 （１）

log r = tとおくと、r : 0 → 1のとき t : −∞→ 0
よって In =

∫ 0

−∞(et)α+2tnr・dt (log r = tよりdr
dt = 1

r )

=
∫ 0

−∞(et)α+3tndt

=
∫ 0

−∞ tn( 1
α+3e(α+3)t)′

=[ 1
α+3 tne(α+3)t]0−∞ − n・

∫ 0

−∞ tn−1 1
α+3e(α+3)tdt

=− n
α+3In−1

4.2 （２）

(1)α > −3の時
x = r sin θ cos ψ, y = r sin θ sin ψ, z = r cos θ (0 ≤ r, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ ψ < 2π)
と極座標変換すると x2 + y2 + z2 ≤ 1なので
r2 ≤ 1すなわち 0 ≤ r ≤ 1
またヤコビアンは

J=

∣∣∣∣∣∣∣

∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ψ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ψ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ψ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

sin θ cos ψ r cos θ cosψ −r sin θ sinψ

sin θ sin ψ r cos θ sin ψ r sin θ cosψ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
=r2 sin θ

よって F (α, n) =
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ π

0
rα(log r2)nr2 sin θdrdθdψ

=2n
∫ 1

0
rα+2(log r)ndr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dψ

=2n・2・2π
∫ 1

0
rα+2(log r)ndr

ここで（１）より In =
∫ 1

0
rα+2(log r)ndr

=− n
α+3In−1

=− n
α+3（− n−1

α+3In−2）

=n(n−1)
(α+3)2 In−2

=・・・

= n!
(α+3)n−1 I1(−1)n−1

ここで I1 =
∫ 1

0
rα+2 log rdr = [ rα+3

α+3 log r]10 − 1
α+3

∫ 1

0
rα+2dr = − 1

(α+3)2

以上より In = n!(−1)n

(α+3)n+1

12



よって F (α, n)は収束し、その値は 2n+2π n!(−1)n

(α+3)n+1

(2)α = −3の時
In =

∫ 1

0
r−1(log r)ndr

=[ 1
n+1 (log r)n+1]10

=




∞ nが奇数の時

−∞ nが偶数のとき
以上（１）、（２）より

F (α, n) =





∞ α = −3で nが奇数の時

−∞ α = −3で nが偶数のとき

2n+2π n!(−1)n

(α+3)n+1 それ以外

4.3 総評

三次元の極座標変換さえ知っていれば難しくはないでしょう。難易度は５段階で 2.5くらい。

5 ５番

5番¶ ³

平均 µ1,分散 σ2
1 の正規分布に従う１群（第一群）の観測値と平均 µ2、分散 σ2

2 の正規分布に従う別の１群（第二群）

の観測値が得られたとする。ここに µ1, µ2(µ2 ≥ µ1), σ2
1 , σ2

2(σ2 ≤ σ1)は既知である。いずれの群に所属するか不明
の個体の観測値 yが新たに得られた時、その個体をいずれかの群に判別したい。

(1)第１群と第２群への所属を判別する点を y∗とおくとき、y ≥ y∗であれば第２群に、y < y∗であれば第１群に判

別する。このときそれぞれの対応する確率密度関数が交わる小さい方の値として y∗ を定めよ。

(2)µ1 = 1, µ2 = 3, σ2
1 = 1, σ2

2 = 1
9 とするとき、y∗の値を求め、第１群に所属する個体が第２群に所属すると誤って

判定される確率を評価せよ。ただし、
√

36 + 16 log 3 + 7.320とし、標準正規分布関数
Φ() =

∫ u

−∞
1√
2π

exp{−x2

2 }dx

にういて、Φ(1.335) = 0.9091とする。
µ ´

5.1 （１）

(1)σ2 < σ1 の時
1√

2πσ1
exp(− (x−µ1)

2

2σ2
1

) = 1√
2πσ2

exp(− (x−µ2)
2

2σ2
2

)
これを xについて解いて、小さいほうの値が y∗ である。その値は

y∗ =
(
µ1
σ2
1
−µ2

σ2
2
)+

√
(
µ1−µ2
σ1σ2

)2+2( 1
σ2
1
− 1

σ2
2
) log

σ2
σ1

1
σ2
1
− 1

σ2
2

(2)σ2 = σ1 の時

x = µ1+µ2
2

13



5.2 （２）

与えられた値を代入すると

y∗ = 2.335となる。
よってX～N(1, 1)とおくと、
P (X ≥ y∗) = P (X−1

1 ≥ 2.335−1
1 )

=1− Φ(1.335) = 0.0909

5.3 総評

計算は非常に複雑だが、考え方は大して難しくはない。（１）はもう少し詳しく書くべきである。（１）で計算間違いを

していないか、（２）で確認できる。難易度は５段階で 2.5くらい

6 ６番

6番¶ ³

確率変数X1, X2, X3は互いに独立で、平均 µ、分散 σ2を持つ同一の分布に従うものとする。X1, X2, X3について、

２つの実数係数の一次結合を考え

Y = a1X1 + a2X2 + a3X3

z = b1X1 + b2X2 + b3X3

と置いたとき、以下の問に答えよ。

(1)Yが µの不偏推定量（E[Y]=µ）になるように、a1, a2, a3 の満たすべき条件を求めよ。

(2)(1)の条件の下で、Ｙが最小の分散を持つように a1, a2, a3 を決定せよ。

(3)Z2がσ2 の不偏推定量（E(Z2) = σ2）になるように、b1, b2, b3 の満たすべき条件を求めよ。

(4)(2)で求めたＹと（３）で求めたＺの共分散は０であることを示せ。
µ ´

6.1 （１）

E[Y ] = µ(a1 + a2 + a3) = µより

a1 + a2 + a3 = 1

6.2 （２）

V [Y ] = (a2
1 + a2

2 + a2
3)σ

2

よって a2
1 + a2

2 + a2
3 を a1 + a2 + a3 = 1という条件の下で最小にすればよい。

シュワルツの不等式

(x, y)2 ≤|| x ||2|| y ||2
を使う。x = (1, 1, 1), y = (a1, a2, a3)とおくと、
1 = (x, y)2 ≤ (12 + 12 + 12)(a2

1 + a2
2 + a2

3)
1
3 ≤ a2

1 + a2
2 + a2

3

等号が成立するのは
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a1
1 = a2

1 = a3
1

よって a1 = a2 = a3 = 1
3 の時、最小となる。

6.3 （２）の別解（こっちの方が良いかも）

V [Y ] = (a2
1 + a2

2 + a2
3)σ

2

よって a2
1 + a2

2 + a2
3 を a1 + a2 + a3 = 1という条件の下で最小にすればよい。

f(a) = a1 + a2 + a3 − 1, g(a) = a2
1 + a2

2 + a2
3 としてラグランジュの未定乗数法を使うと

∂g
∂a1
∂f

∂a1

=
∂g

∂a2
∂f

∂a2

=
∂g

∂a3
∂f

∂a3

, f(a) = 0

これを解くと a1 = a2 = a3 = 1
3

この時に最大または最小となる。

ここで a1 = 1, a2 = 0, a3 = 0とおくと、 1
3 < a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1
よって a1 = a2 = a3 = 1

3 の時最小となる。

6.4 （３）

Z2 = b2
1X

2
1 + b2

2X
2
2 + b2

3X
2
3 + 2b1b2X1X2 + 2b1b3X1X3 + 2b2b3X2X3

ここで E[X2
1 ] = E[X2

2 ] = E[X2
3 ] = σ2 + µ2

E[x1x2] = E[x2x3] = E[x3x1] = µ2(X1, X2, X3は独立なので)
よって E[Z2] = (σ2 + µ2)(b2

1 + b2
2 + b2

3) + 2µ2(b1b2 + b1b3 + b2b3)
=(b2

1 + b2
2 + b2

3)σ
2 + (b1 + b2 + b3)2µ2

よって b1 + b2 + b3 = 0, b2
1 + b2

2 + b2
3 = 1となればよい。

6.5 （４）

Cov(Y, Z) = E[Y Z]− E[Y ]E[Z]
E[Y Z] = E[( 1

3X1 + 1
3X2 + 1

3X3)(b1X1 + b2X2 + b3X3)]
=( 1

3b1 + 1
3b2 + 1

3b3)(σ2 + µ2) + 1
3b2µ

2 + 1
3b3µ

2 + 1
3b1µ

2 + 1
3b3µ

2 + 1
3b1µ

2 + 1
3b2µ

2

=( 1
3b1 + 1

3b2 + 1
3b3)(σ2 + µ2) + 2

3µ2(b1 + b2 + b3)
=0(b1 + b2 + b3 = 0より)
E[Y ]E[Z] = µ・E[b1X1 + b2X2 + b3X3]
=0(b1 + b2 + b3 = 0より)
以上より Cov(Y, Z) = 0

6.6 ６番の総評

(2)は知っていないとできないし、(2)を間違えると (4)は絶対にできない。難易度は５段階で 2.5くらい

全体的な総評

全体的に取り組みやすいと思われる。選択問題は統計の方がやりにくいので、微積分の方を選択する方が良い。
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平成１２年度　情報数理系　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 平成１２年度専門２の１番

1番¶ ³

n次元列ベクトル a1, a2,・・・an, an+1 とスカラー u1, u2,・・・un+1 が

u1a1 + u2a2 +・・・+ unan + un+1an+1 = 0
を満たすとする。n× n行列

An = (a1, a2,・・・an−1, an+1), An+1 = (a1, a2,・・・an−1, an)
の行列式を | An |, | An+1 |と書くとき
un | An+1 |= −un+1 | An |
を示せ。

µ ´

1.1 予備知識

行列式の次のような性質を解答で使う。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ・・・ a1n

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

ak1 + bk1 ak2 + bk2 ・・・ akn + bkn

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

an1 an2 ・・・ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ・・・ a1n

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

ak1 ak2 ・・・ akn

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

an1 an2 ・・・ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ・・・ a1n

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

bk1 bk2 ・・・ bkn

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

an1 an2 ・・・ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ・・・ a1n

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

bk1 bk2 ・・・ bkn

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

bk1 bk2 ・・・ bkn

・ ・ ・ ・

an1 an2 ・・・ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (同じ行または列があるとその行列の行列式は０になる。)

1.2 解答

u1a1 + u2a2 +・・・unan + un+1an+1 = 0より
an+1 = − u1

un+1
a1 − u1

un+1
a2 −・・・− un

un+1
an

よって | An |=| a1a2・・・an−1(− u1
un+1

a1 − u2
un+1

a2 −・・・− un

un+1
an) |

=− u1
un+1

| a1a2・・・an−1a1 | − u2
un+1

| a1a2・・・an−1a2 |・・・− u1
un+1

| a1a2・・・an−1an |-（Ａ）(予備知識１を使った。)

ここで同じ列を持つ行列の行列式は０なので

| a1a2・・・an−1a1 |=| a1a2・・・an−1a2 |=・・・| a1a2・・・an−1an−1 |= 0
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よって（Ａ）より −un+1 | An |= un | a1・・・an−1an |
=un | An+1 |

1.3 １番の総評

行列式の性質さえ知っていれば簡単。１０問の中では一番易しい問題でしょう。難易度は５段階で１。

2 平成１２年度専門２の２番

２番¶ ³

x > 0において f(x) > 0, f ′(x) < 0であるとき、関数
u(x) =

∫∞
−∞ e−|x−y|f(| y |)dy

について次の問に答えよ。

(1)−u”(x) + u(x) = 2f(| x |)を示せ。
(2)u(x)は x > 0で単調減少であることを示せ。

µ ´

2.1 解答

2.1.1 （１）

u(x) =
∫ x

−∞ e−(x−y)f(| y |)dy +
∫∞

x
e−(y−x)f(| y |)dy

u′(x) = −e−x
∫ x

−∞ eyf(| y |)dy + ex
∫∞

x
e−yf(| y |)dy

u”(x) = e−x
∫ x

−∞ eyf(| y |)dy − e−xexf(| x |) + ex
∫∞

x
e−yf(| y |)dy − f(| x |)

=e−x
∫ x

−∞ eyf(| y |)dy + ex
∫∞

x
e−yf(| y |)dy − 2f(| x |)

よって −u”(x) + u(x) = 2f(| x |)が成立する。

2.1.2 （２）

u′(x) = ex
∫∞

x
e−yf(| y |)dy − e−x

∫ x

−x
eyf(| y |)dy − e−x

∫ −x

−∞ eyf(| y |)dy

=(ex − e−x)
∫∞

x
e−yf(| y |)dy − e−x

∫ x

−x
eyf(| y |)dy

ここで A = (ex − e−x)
∫∞

x
e−yf(| y |)dy, B = e−x

∫ x

−x
eyf(| y |)dyとおくと

A < (ex − e−x)
∫∞

x
e−yf(x)dy (f(x)は x > 0で単調減少なので)

=f(x)(ex − e−x)[−e−y]∞x
=f(x)(ex − e−x)e−x

=f(x)(1− e−2x)
B > e−x

∫ x

−x
eyf(x)dy

=f(x)e−x(ex − e−x) = f(x)(1− e−2x) (f(x)は x > 0で単調減少なので)
よって u′(x) = A−B < f(x)(1− e−2x)− f(x)(1− e−2x) = 0
以上より u(x)は x > 0で単調減少である。
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2.2 総評

（１）はできるだろうが、（２）はかなり難しい。この解答は（２）において（１）を利用していない。もしかしたら（１）

を利用する方法もあるかもしれない。難易度は５段階で４くらい

3 ３番（解答発案者Y.M）

３番¶ ³

漸化式

fn+2 − fn+1 − fn = 0, f0 = 0, f1 = 1, n = 0, 1, 2,・・・

により定まるフィボナッチの数列 {fn}n=0,1,2,・・・とその母関数

G(x) =
∑∞

n=0 fnxn

について次の問いに答えよ。

(1)G(x)を用いて A =
∑∞

n=0 fn+1x
n と B =

∑∞
n=0 fn+2x

n を表せ。

(2)(1)の結果を用いて G(x)を xの有理式で表せ。
µ ´

3.1 解答

3.1.1 （１）

G(x) =
∑∞

n=0 fnxn

=f0 + f1x + f2x
2 +・・・

f0 = 0なので
G(x)

x = f1 + f2x + f3x
2 +・・・= A

f1 = 1より
G(x)−x

x2 = f2 + f3x + f4x
2 +・・・= B ー（L）

3.1.2 （２）

B =
∑∞

n=0(fn+1 + fn)xn

=A + G(x)
=(1 + 1

x )G(x)ー (M)
(L) と (M) より
G(x)
x2 − 1

x = G(x) + G(x)
x

⇔ ( 1
x2 − 1− 1

x )G(x) = 1
x

よって (1− x− x2)G(x) = x

以上より G(x) = x
1−x−x2

3.2 ３番の総評

（２）で fn+2 − fn+1 − fn = 0, f0 = 0が使えるかどうかがポイントでしょう。難易度は５段階で 1.5くらい
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4 ４番（解答発案者N.Y）

４番¶ ³

次の問に答えよ。

(1)区間 [a, b]上の関数列 {fn(x)}がある定数Ｋについて
| f ′n(x) |< K, (x ∈ [a, b], n = 1, 2,・・・)
を満たすとする。任意の x ∈ [a, b]に対して
limn→∞ fn(x) = 0
ならば fn(x)は区間 [a, b]上で０に一様収束することを示せ。
(2)区間 [0,∞)上の関数列 {fn(x)}が
limx→∞ f(x) = 0
を満たす関数 f(x)、及び、ある定数 K について

| fn(x) |≤| f(x) |, | f ′n(x) |≤ K (x ∈ [0,∞), n = 1, 2,・・・)
を満たすとする。任意の x ∈ [0,∞)に対して
limn→∞ fn(x) = 0
ならば、fn(x)は区間 [0,∞)上で０に一様収束することを示せ。

µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

∀x ∈ [a, b] limn→∞ fn(x) = 0なので
∀x ∈ [a, b] ∀ε > 0 ∃N(x, ε)∀n ≥ N | fn(x)− 0 |< εー (A) となる。

fn(x)が０に一様収束することを示すには、任意の ε > 0に対して N(ε)が存在し、n > N に対し任意の xで

| fn(x)− 0 |< ε

とできることを証明できればよい。

ε > 0を固定する。
I > K(b−a)

ε/2 となるようにＩをおく。

この区間 [a,b]を I 等分し、a = x1 < x2 <・・・< xI < xI+1 = bとする。

この x1～xI は (A) よりN(xi,
ε
2 )が存在する。

Nmax = maxi=1,2,・・・IN(xi,
ε
2 )をとると、n > Nmaxに対して | fn(xi)− 0 |< ε

2 -(b)

とできる。ここから任意の点 xで | fn(x)− 0 |< εとできることを示す。

x ∈ [a, b]を固定する。
xには I 等分した点の中で xより小さくその中で最も大きい点 xj が存在する。

１区間の大きさは I > K(b−a)
ε/2 より高々(b− a)/(K(b−a)

ε/2 ) = e
2K となる。

x− xj < e
2K である。

ここで仮定 | f ′n(x) |< K より

| fn(x)− fn(xj) |< K・ ε
2K = ε

2 -(C)

よって | fn(x)− fn(xj) + fn(xj) |<| fn(x)− fn(xj) | + | fn(xj) |< ε
2 + ε

2 = ε((B)、(C)より)
よって | fn(x) |< ε

これは任意の x, εで言える。よって題意を示せた。
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4.1.2 （２）

仮定より任意の ε > 0に対してX(ε)が存在し、x > X に対し、| f(x)− 0 |< εとできる。ー（A）

fn(x)が０に一様収束することを示すには、任意の ε > 0に対してN(ε)が存在し、n > Nに対し、任意のxで | fn(x)−0 |< ε

とできることを示せばよい。

ε > 0を固定する。
（A）よりX(ε)が存在し、x > X に対し、| f(x)− 0 |< εすなわち、x > X に対し、| fn(x)− 0 |< ε

が示せる。つまり、区間 (X,∞)は任意のＮで（１でもよい）n > N に対し、| fn(x)− 0 |< εとできる。

区間 [0, X]に関しては a = 0, b = 1として（１）を適用して、ある N(e)で n > N に対し、| fn(x)− 0 |< εとできる。

よって、任意の ε > 0に対して、N(ε)をとると、x ∈ [0,∞)で一様収束させることができる。

4.2 総評

非常に難しい。（２）は（１）ができれば何とかなるが・・難易度は５段階で５。

5 ５番

５番¶ ³

次の定積分の値を求めよ。

I=
∫∞
0

x2

(1+x4)2 dx

µ ´

5.1 解答

f(z) = z2

(1+z4)2 とおく。

1 + z4 = 0とおくと、z4 = −1 = eiπ(1+2n)(nは整数)

よって z = e
πi
4 (1+2n)(n = 0, 1, 2, 3)

このうち上半平面にあるのは z1 = e
π
4 i, z2 = e

3π
4 i

z1, z2 は共に２位の極である。

ここで Resz=z1f(z) = 1
1! limz→z1

d
dz{(z − z1)2f(z)}

=lim
z→e

πi
4
{ z2

(z−e
3πi
4 )2(z−e

5πi
4 )2(z−e

7πi
4 )2

}′

=
√

2i−√2
16 + 3

16
√

2
(1− i)

同様に Resz=z2f(z) = 1
1! limz→z2

d
dz{(z − z2)2f(z)}

=lim
z→e

3πi
4
{ z2

(z−e
πi
4 )2(z−e

5πi
4 )2(z−e

7πi
4 )2

}′

=
√

2i+
√

2
16 − 3

16
√

2
(1 + i)

ここで次のように積分路 C1, C2 を設定する。

C1 = [−R, R], C2 = {| z |= R, Imz ≥ 0}(Rは実数)

また z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)とおくと dz
dθ = iReiθ

よって limR→∞ | ∫
C2

f(z)dz |≤ limR→∞
∫

C2
| z2

(1+z4)2 || dz |
= limR→∞

∫
C2
| R2e2iθ

(R4e4iθ+1)2
| Rdθ

≤ limR→∞
∫

C2

R3

|R4e4iθ+1||R4e4iθ+1|
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≤ limR→∞
∫

C2

R3

(|R4e4iθ|−1)(|R4e4iθ|−1)
(| α + β |≥| α | − | β |を使った)

=limR→∞ π R4

(R4−1)2 =0-(１)

さらに I= 1
2

∫∞
−∞

x2

(1+x4)2 dx ( x2

(1+x4)2の対称性より)
よって I = 1

2 limR→∞
∫

C1+C2
f(z)dz

= 1
2 limR→∞

∫
C1

f(z)dz (（１）より)

=1
2・2πi{Resz=z1f(z) + Resz=z2f(z)} =πi{Resz=z1f(z) + Resz=z2f(z)}

=πi{
√

2i−√2
16 + 3

16
√

2
(1− i) +

√
2i+

√
2

16 − 3
16
√

2
(1 + i)}

=πi{
√

2
8 i− 3i

8
√

2
}

=π{ 3
8
√

2
−
√

2
8 }

=
√

2π
16

5.2 ５番の別解

x2 = tとおくと、
∫∞
0

x2

(1+x4)2 dx =
∫∞
0

t
(1+t2)2

dt
2
√

t
= 1

2

∫∞
0

√
t

(1+t2)2 dt

f(z) =
√

z
(1+z2)2 とおくと f(z)の上半平面における極は z = iで２位の極。

Resz=if(z) = limz→i
1
1!

d
dz

√
z

(z+i)2 = limz→i

1
2
√

z
(z+i)2−2

√
z(z+i)

(z+i)4 =
√

2(1−i)
16

ここで積分路 C1 = [0, R], C2 = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π), C3 = [−R, 0]を設定し C = C1 + C2 + C3 とおく。

留数定理より
∫

C
f(z)dz = 2πiResz=if(z) = 2

√
2π(1+i)
16 ー (１)∫

C1
f(z)dzにおいて z = xeiπ とおくと

− ∫
C3

f(z)dz =
∫

C1

√
xe

iπ
2

(1+x2)2 eiπdx = −i
∫

C1

√
x

(1+x2)2 dx = −i
∫

C1
f(z)dz

これより
∫

C3
f(z)dz = i

∫
C1

f(z)dz

また deg((1 + t2)2) ≥ deg(
√

t) + 2なのでジョルダンの補題より limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0

よって limR→∞
∫

C
f(z)dz = (1 + i)

∫∞
0

√
x

(1+x2)2 dx = 2
√

2π(1+i)
16 （(1)より）

よって
∫∞
0

√
x

(1+x2)2 dx = 2
√

2π
16

以上より
∫∞
0

x2

(1+x4)2 dx = 1
2

∫∞
0

√
t

(1+t2)2 dt =
√

2
16 π

5.3 ５番の総評

基本的な複素積分の問題であるが、教科書レベルの解法（始めの方の解き方）だと計算が非常に複雑。最悪の場合１時

間以上かかる。別解のような解法であれば計算量は５分の１程度になる。是非このような解法も身につけましょう。難

易度は５段階で 3.5くらい。
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6 ６番

６番¶ ³

次の問に答えよ。

(1)f(x)を条件∫∞
−∞ f(x)dx < ∞,

∫∞
−∞ | x | f(x)dx < ∞

を満たす関数とする。恒等式

f(x) = d2

dx2

∫∞
−∞max(y − x, 0)f(y)dy

を証明せよ。

(2) t > 0,−∞ < x < ∞について
g(t, x) = 1√

2πt
e−

x2
2t

で定義される関数 g(t, x)は
∂g(t,x)

∂t = 1
2

∂2g(t,x)
∂x2

を満たすことを示せ。

(3) G(t,x)=
∫∞
−∞max(y − x, 0)g(t, y)dy

で定義される関数 G(t, x)は
∂G(t,x)

∂t = 1
2

∂2G(t,x)
∂x2

を満たすことを示せ。
µ ´

6.1 解説

6.1.1 （１）

y − x ≤ 0のとき、max(y − x, 0) = 0
y − x ≥ 0のとき、max(y − x, 0) = y − x

よって
∫∞
−∞max(y − x, 0)f(y)dy

=
∫ x

−∞ 0・f(y)dy +
∫∞

x
(y − x)f(y)dy

=
∫∞

x
yf(y)dy − x

∫∞
x

f(y)dy

よって d
dx{

∫∞
x

yf(y)dy − x
∫∞

x
f(y)dy}

=−xf(x)− ∫∞
x

f(y)dy + xf(x)
=− ∫∞

x
f(y)dy

d
dx{−

∫∞
x

f(y)dy} = f(x)
以上より f(x) = d2

dx2

∫∞
−∞max(y − x, 0)f(y)dy

6.1.2 （２）

∂g
∂t = 1√

2πt
3
2
(− 1

2 )e−
x2
2t + 1√

2πt
e−

x2
2t ( x2

2t2 ) = 1√
2πtt

e−
x2
2t {− 1

2 + x2

2t } = 1
2
√

2πtt
e−

x2
2t {−1 + x2

t }
∂g
∂x = 1√

2πt
e−

x2
2t (−x

t ) =− x√
2πtt

e−
x2
2t

∂2g
∂x2 =− 1√

2πtt
e−

x2
2t − x√

2πtt
e−

x2
2t (−x

t ) = 1√
2πtt

e−
x2
2t {−1 + x2

t }
以上より ∂g

∂t = 1
2

∂2g
∂x2
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6.1.3 （３）
∫∞
−∞ g(t, x)dx < ∞∫∞
−∞ | x | g(t, x)dx < ∞
なので（１）より

（右辺）＝ 1
2

∂2

∂2x

∫∞
−∞max(y − x, 0)g(t, y)dy =1

2g(t, x)
（左辺）＝ ∂

∂t

∫∞
−∞max(y − x, 0)g(t, y)dy = ∂

∂t

∫∞
x

(y − x)g(t, y)dy

= ∂
∂t

∫∞
x

y√
2πt

e−
y2

2t dy − x ∂
∂t

∫∞
x

1√
2πt

e−
y2

2t dy

ここで ∂
∂t

∫∞
x

y√
2πt

e−
y2

2t dy = ∂
∂t [− t√

2πt
e−

y2

2t ]∞x

= ∂
∂t (

t√
2πt

e−
x2
2t )

=1
2g(t, x) + x2

2t g(t, x)
また 0 < ε < t < ηの範囲内で g(t, y)を考える。（εは任意に小さく、 ηは任意に大きく取れるので）
∂g
∂t = 1

2
√

2πtt
e−

x2
2t {−1 + x2

t }
なので | ∂g

∂t |≤ e−Cx2
・{C1

ε3 − C2
ε2 }(C1, C2, C はある定数)∫∞

−∞ e−Cx2
・{C1

ε3 − C2
ε2 }dx < ∞

よって微分積分の順序交換可能定理より

−x ∂
∂t

∫∞
x

1√
2πt

e−
y2

2t dy =−x ∂
∂t

∫∞
x

g(t, y)dy =−x
∫∞

x
∂g
∂t (t, y)dy =−x

2

∫∞
x

∂2g
∂y2 (t, y)dy

= x
2t

∫∞
x

1√
2πt

e−
y2

2t dy − x
2t2

∫∞
x

y2
√

2πt
e−

y2

2t dy

ここで − x
2t2

∫∞
x

y2
√

2πt
e−

y2

2t dy

= x
2t

∫∞
x

y 1√
2πt

(e−
y2

2t )′dy

= x
2t (−x 1√

2πt
e−

x2
2t )− x

2t

∫∞
x

1√
2πt

e−
y2

2t dy

=−x2

2t
1√
2πt

e−
x2
2t − x

2t

∫∞
x

1√
2πt

e−
y2

2t dy

以上より −x ∂
∂t

∫∞
x

1√
2πt

e−
y2

2t dy = −x2

2t
1√
2πt

e−
x2
2t = −x2

2t g(t, x)

よって（左辺）＝ 1
2g(t, x) + x2

2t g(t, x)− x2

2t g(t, x) = 1
2g(t, x)

よって ∂G(t,x)
∂t = 1

2
∂2G(t,x)

∂x2

6.2 ６番の総評

（１）、（３）はかなり難しいと思う。計算も複雑。（３）において微分積分の順序交換可能定理が使えることを示すのが

特に難しい。選ばない方が良いかもしれない。難易度は５段階で５。
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7 ７番

７番¶ ³

確率変数 Y1, Y2,・・・Yn は互いに独立で

E[Yi] = θxi, V ar(Yi) = x2
i , i = 1, 2,・・・n

である。ただし、x1, x2,・・・xnは与えられた定数であり、すべての iで xi 6= 0である。θを推定したい。以下の問に

答えよ。

(1)
∑n

i=1(Yi − θxi)2/x2
i を最小にする θ = θ̂を求めよ。

(2)θ̂は θの不偏推定量であることを示せ。

(3)θ̂の分散 Var(θ̂)を求めよ

(4)
∑n

i=1 aiYi の形の不偏推定量の中で θ̂が最も分散を小さくすることを示せ。
µ ´

7.1 予備知識

7.1.1 ヘッセ行列について（すいません、これはこの問題には必要ありません。）

f(x1, x2,・・・xn)を C2 関数とし、点 P=(a1, a2,・・・an)で
∂f
∂x1

(P ) = ∂f
∂x2

(P ) =・・・∂f
∂xn

(P ) = 0
を満たすとする。n次対称行列

[ ∂2f
∂xi∂xj

(P )]
(f のヘッセ行列という)の固有値が

(1)すべて正ならば f(x1, x2,・・・xn)はＰで極小
(2)すべて負ならば f(x1, x2,・・・xn)はＰで極大
(3)正負が混合しているならば、f(x1, x2,・・・xn)はＰで極値をとらず、(P,f(P))がグラフの峠の点となる。

7.1.2 ラグランジュの未定乗数法について

nと kを自然数で k < nとする。n次元閉領域Ｄ上に、k+1個のC1関数 f(x1, x2,・・・xn),φ1(1, x2,・・・xn)・・・φk(1, x2,・・・xn)
が与えられているとする。λ1,・・・λk を k個のパラメータとして

F (x1,・・・xn, λ1,・・・λk) = f(x1, x2,・・・xn) +
∑k

i=1 λiφj(x1・・・xn)
とおく。

条件 φj(x1・・・xn) = 0 (1 ≤ j ≤ k)
のもとでの f(x1, x2,・・・xn)の最大値、最小値を与える点、(x1, x2,・・・xn)は、次の（１）～（３）のどれかの点である。
（１）Dの境界の点で、φj(x1・・・xn) = 0, (1 ≤ j ≤ k)を満たす点。
（２）Dから Rk への写像

Φ : (x1, x2,・・・xn) → (φ1(x1・・・xn),・・・φk(x1・・・xn))
のヤコビ行列 dΦの階数が kより小さくなる点

（３）x1,・・・xn, λ1,・・・λk を未知数とする次の連立方程式の解を与える点:

Fxi = 0(1 ≤ i ≤ n), φj = 0 (1 ≤ j ≤ k)
（１）、（２）はあまり気にしなくてもいいと思う。（３）についてしか言及していない本もある。これはあくまで必要条

件であるので、求まった点で本当に最大、最小となるかについては確かめる必要がある。
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7.2 解説

7.2.1 （１）番

∂
∂θ

∑n
i=1

(Yi−θxi)
2

x2
i

= −2
∑n

i=1(
Yi−θxi

xi
)

∂
∂θ

∑n
i=1(

Yi−θxi

xi
) = 0を解くと∑n

i=1
yi

xi
= nθ ⇔ θ̂ = 1

n

∑n
i=1

Yi

xi

ここで増減表を書くと

θ ・・・ 1
n

∑n
i=1

Yi

xi
・・・

(
∑n

i=1(Yi − θxi)2/x2
i )’ - 0 +∑n

i=1(Yi − θxi)2/x2
i ↘ 極小 ↗

表 1:増減表

となり
∑n

i=1(Yi − θxi)2/x2
i を最小にする θ = θ̂は 1

n

∑n
i=1

Yi

xi

7.2.2 （２）番

E[θ̂] = E[ 1
n

∑n
i=1

Yi

xi
] = 1

nθ・n = θ

7.2.3 （３）番

V [θ̂] = V [ 1
n

∑n
i=1

Yi

xi
] = 1

n2x2
i

x2
i・n = 1

n (Y1・・・Ynは独立なので)

7.2.4 （４）番

∑n
i=1 aiYi が θの不偏推定量であるので

E[
∑n

i=1 aiYi] = θ
∑n

i=1 aixi = θ

よって
∑n

i=1 aixi = 1
また V [

∑n
i=1 aiYi] =

∑n
i=1 a2

i x
2
i (Y1, Y2,・・・Ynは独立なので)

よって
∑n

i=1 aixi = 1という条件の下で
∑n

i=1 a2
i x

2
i の最小値が

1
n であることを示せばよい。

ラグランジュの未定乗数法を使うと

f(a) =
∑n

i=1 aixi − 1
g(a) =

∑n
i=1 a2

i x
2
i において

fa1
ga1

= fa2
ga2

=・・・= fan

gan
より

x1
2a1x2

1
= x2

2a2x2
2

=・・・ xn

2anx2
n

よって a1x1 = a2x2 =・・・= anxn∑n
i=1 aixi = 1より a1x1 = a2x2 =・・・= anxn = 1

n

以上より a1 = 1
nx1

, a2 = 1
nx2

,・・・an = 1
nxn
において最大値または最小値を取る可能性がある。

このとき
∑n

i=1 a2
i x

2
i =

∑n
i=1

1
n2 = 1

n
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また a1 = 1
2nx1

, a2 = 3
2nx1

, ai = 1
nxi

(3 ≤ i ≤ n)とおくと、∑n
i=1 a2

i x
2
i = 2n+1

2n2 > 1
n

以上より
∑n

i=1 aixi = 1の下での
∑n

i=1 a2
i x

2
i の最小値は

1
n なので

∑n
i=1 aiYiの形の中で θ̂ = 1

n

∑n
i=1

Yi

xi
が分散を最も小

さくする推定量である。

7.3 ７番の総評

（３）までは統計の知識があれば難しくはないが、（４）はラグランジュの未定乗数法を使いこなせないとちょっとやりに

くい。ただ１０問の中では比較的やりやすい問題。難易度は５段階で２くらい。

8 ８番（解答発案者S.N）

８番¶ ³

N(t), t ∈ T = [0,∞)は時刻 tまでに、ある店に到着した店の数を表すとし、(1)N(0)=0,(2)任意の t1 < t2 <・・・<

tn, ti ∈ T に対して、N(t2)−N(t1), N(t3)−N(t2),・・・N(tn)−N(tn−1)が互いに独立、(3)任意の s, t ∈ T に対し、

P (N(t + s)−N(s) = x) = e−λt(λt)x

x! , x = 0, 1, 2,・・・

を満たすとする。ただし、λは正の定数、店に到着した客は、当たる確率 p > 0のくじを引き、当たった客の時刻 t

までの総数を N1(t)、外れた客の時刻 tまでの総数を N2(t)とする。m,nを非負の整数として次の問に答えよ。

(1)条件付き確率

P (N1(t) = m,N2(t) = n|N(t) = m + n)
を求めよ。

(2)確率

P (N1(t) = m,N2(t) = n)
を求めよ。

(3)N1(t),とN2(t)が独立であることを示せ。
µ ´

8.1 解説

8.1.1 （１）

P (N1(t) = m,N2(t) = n|N(t) = m+n)は (m+n)人の客が時刻 tまでに来たという条件の下でくじに当たった客がm人、

外れた客が n人という確率なので

m+nCmpm(1− p)n

8.1.2 （２）

P (N1(t) = m,N2(t) = n|N(t) = m + n) = P ((N1(t)=m,N2(t)=n)∩(N(t)=m+n))
P (N(t)=m+n) =P ((N1(t)=m,N2(t)=n))

P (N(t)=m+n)

ここで条件より P (N(t) = m + n) = P (N(t)−N(0) = m + n) =e−λt(λt)m+n

(m+n)!

よって P ((N1(t) = m,N2(t) = n)) = e−λt(λt)m+n

(m+n)! m+n
Cmpm(1− p)n

=e−λt(λt)m+n

m!n! pm(1− p)n
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8.1.3 （３）

{N1 = m} = {N1 = m,N2 = 0} ∪ {N1 = m, N2 = 1} ∪・・・
=∪∞n=0{N1 = m, N2 = n} (ただし {N1 = m, N2 = p} ∪ {N1 = m, N2 = q} = φ(p 6= q))
よって P (N1(t) = m) = P (∪∞n=0{N1 = m,N2 = n})
=
∑∞

n=0 P (N1 = m,N2 = n)(確率測度の完全加法性より)

=
∑∞

n=0
e−λt(λt)m+n

m!n! pmqn(（２）より、q=1-pとした)

=e−λt(λt)m

m! pm
∑∞

n=0
(λtq)n

n! =e(q−1)λt(λt)mpm

m! =e−pλt(λt)mpm

m!

同様に P (N2(t) = n) = e−qλt(λt)nqn

n!

よって P (N1(t) = m)P (N2(t) = n) = e−λt(λt)m+n

m!n! pmqn = P (N1(t) = m,N2(t) = n)
以上より N1(t)と n2(t)は独立である。

8.2 ８番の総評

（１）と（２）はそこまでではないが、（３）はかなり難しい。部分点はとれるだろうが、完答は極めて難しいだろう。難

易度は５段階で４くらい。

9 ９番（解答発案者T.K）

９番¶ ³

ある寿命 T ≥ 0の分布関数を F(t)、密度関数 f(t)とし、その平均 µを、分散 σ2をとする。その時、寿命 Rの分布関

数は

G(t) = 1
µ

∫ t

0
[1− F (s)]ds

で表されるという。

次の問に答えよ。

(1)G(t)は分布関数の性質を満たすことを示せ。

(2)平均余命 E(R)の寿命の平均 µと分散 σ2 で表せ。
µ ´

9.1 予備知識

9.1.1 分布関数の性質について

分布関数の性質とは次のようなものである。

(1)任意の x ∈ Rに対して、0 ≤ F (x) ≤ 1であり、かつ
F (−∞) = 0, F (∞) = 1
(2)F(x)は単調非減少である。x < y → F (x) ≤ F (y)
(3)F(x)は右側連続：limy→x+0 F (y) = F (x)
ただし、この問題においては、T ≥ 0より証明することは少し違う。詳しくは解答
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9.2 解説

9.2.1 （１）

(1)t1 < t2 とする。

F(s)は分布関数なので 1− F (s) ≤ 0
よって G(t1) = 1

µ

∫ t1
0

(1− F (s))ds ≤ 1
µ

∫ t2
0

(1− F (s))ds = G(t2)
よって t1 < t2 ならば G(t1) ≤ G(t2)
(2)G(∞) = 1

µ

∫∞
0

(1− F (s))(s)′ds

= 1
µ{[(1− F (s))s]∞0 +

∫∞
0

f(s)・sds}
= 1

µ{0 + µ}ー (A)
=1

(A) について

1− F (t) =
∫∞

t
f(s)ds

s > 1の時
∫∞

t
f(s)ds < s

∫∞
t

f(s)ds <
∫∞

t
sf(s)ds

t →∞とする時、limt→∞
∫∞

t
f(s)ds = 0, limt→∞

∫∞
t

sf(s)ds = 0（平均が存在するので）
よってはさみ打ちの原理より limt→∞ s

∫∞
t

f(s)ds = 0
また G(0) = 1

µ

∫ 0

0
[1− F (s)]ds = 0

(3)limt→x+0 G(t)
=limt→x+0

∫ t

0
(1− F (s))(s)′ds

=limt→x+0[(1− F (s))s]t0 +
∫ t

0
f(s)sds

=limt→x+0{(1− F (t))t +
∫ t

0
f(s)sds}

=(1− F (x))x +
∫ x

0
f(s)sds(Fは右連続関数なので)

=
∫ x

0
(1− F (s))(s)′ds

=
∫ x

0
(1− F (s))ds

=G(x)

よって Gは右連続関数である。

9.2.2 （２）

dG
dt = 1

µ (1− F (t)) = g(t)
よって

E[R]=
∫∞
0

tg(t)dt

= 1
µ

∫∞
0

t(1− F (t))dt

= 1
µ

∫∞
0

t{∫∞
0

f(s)ds− ∫ t

0
f(s)ds}dt

= 1
µ

∫∞
0

∫∞
t

tf(s)dsdt

ここで tf(s)は非負可測関数なのでフビニの定理より積分の順序を交換して
1
µ

∫∞
0

∫ s

0
tf(s)dtds

= 1
µ

∫ s

0
tdt

∫∞
0

f(s)ds

= 1
µ

∫∞
0

s2

2 f(s)ds

= 1
2µ (σ2 + µ2)
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9.2.3 （２）（別解）

1
µ

∫∞
0

t(1− F (t))dt = 1
µ

∫∞
0

(1− F (t))(1
2 t2)′dt

= 1
µ{[(1− F (t)) 1

2 t2]∞0 +
∫∞
0

f(t) 1
2 t2dt}

s > 1とおくと
∫∞

t
f(s)ds < s2

∫∞
t

f(s)ds <
∫∞

t
s2f(s)ds

ここで分散が存在するので、はさみ打ちの原理を使って limt→∞ s2
∫∞

t
f(s)ds = 0

よって 1
µ

∫∞
0

(1− F (t))( 1
2 t2)′dt = 1

2µ

∫∞
0

f(t)t2dt = 1
2µ (σ2 + µ2)

9.3 ９番の総評

これは分布関数の性質についてちゃんと知っていないとできない。ちょっとやりにくいかも。難易度は５段階で 4.5くらい

10 １０番

１０番¶ ³

確率変数X1,・・・Xn は独立に、平均 λのポアソン分布に従うとする。このとき次の問に答えよ。

(1)T = X1 +・・・+ Xn は平均 nλのポアソン分布に従うことを示せ。

(2)ある非負定数 xを固定する。次の統計量

Y=





1 (X1 = xの時)

0 (X1 6= xの時)

は平均 λのポアソン分布のｘにおける確率 e−λ λx

x! の不偏推定量であることを示せ。

(3)T=tが与えられたときの条件付き確率 P (Y = 1|T = t)を求めよ。
µ ´

10.1 解説

10.1.1 （１）

X が平均 λのポアソン分布に従う時、積率母関数M(θ)は
M(θ) = E[eθx] =

∑∞
x=0 eθxe−λ λx

x!

=e−λ
∑∞

x=0
(eθλ)x

x!

=e−λeeθλ

よってX1 + X2 +・・・Xn の積率母関数Mn(θ)は
Mn(θ) = E[eθ(X1+X2+・・・Xn)]
={E[eθX ]}n(X1, X2,・・・Xnは独立同分布なので)
=e−nλeneθλ

よってM ′
n(θ) = e−nλeneθλneθλ

以上よりM ′
n(0) = nλ

以上より Tは平均 nλのポアソン分布に従う。
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10.1.2 （２）

E[Y ] = 1・P (X1 = x) + 0・P (X1 = 0)
=e−λ λx

x!

よって Y は e−λ λx

x! の不偏推定量。

10.1.3 （３）

P (Y = 1|T = t) = P ((Y =1)∩(T=t))
P (T=t)

P(T=t)=e−nλ (nλ)t

t!

P ((Y = 1) ∩ (T = t)) = P (Y = 1)・P (X2 + X3 +・・・+ Xn = t− x)
= P (Y = 1)・P (X2 + X3 +・・・+ Xn = t− x)
X2 + X3 +・・・+ Xn は平均 (n− 1)λのポアソン分布に従うので
P (X2 + X3 +・・・+ Xn = t− x) = e−(n−1)λ ((n−1)λ)t−x

(t−x)!

また P (X1 = x) = e−λ λx

x!

よって P (X2 + X3 +・・・+ Xn = t− x)P (X1 = x) = e−nλ λt(n−1)t−x

x!(t−x)!

以上より P (Y = 1|T = t) =
e−nλ λt(n−1)t−x

x!(t−x)!

e−nλ (nλ)t

t!

=λt(n−1)t−x

x!(t−x)!
t!

(nλ)t

= (n−1)t−x

nt
t!

x!(t−x)!

= (n−1)t−x

nt

(
t

x

)

10.2 １０番の総評

これもポアソン分布の確率量関数及び積率母関数を知っていれば難しくはない。７番と同様にやりやすい問題でしょう。

選択すべきです。難易度は５段階で２くらい。

全体的な総評

１番が一番易しい。次に取り組みやすいのが３，７，１０。この４問をやるのが一番いいと思われる。５は解法を知っ

ていれば手を付けるのもいいだろう。２，６、８、９は部分点はとれるかもしれないが、完答は極めて困難。４は部分

点も取れないかもしれない。
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1 １番

1番¶ ³

f(x,y)は二変数 x,yの関数で、２階までの偏導関数がすべて連続であるとする。次の問に答えよ。

(1)変数変換 x = eν cos θ, y = eν sin θを通じて f を (ν, θ)の関数と見なすとき

(x2 + y2)(∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 ) = ∂2f
∂ν2 + ∂2f

∂θ2

を示せ。

(2)さらに eν = rとおくことによって、∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 を変数 r, θおよびそれらによる偏導関数のみを用いて表せ。

µ ´

1.1 解答

1.1.1 （１）

∂f
∂v = ∂f

∂x
∂x
∂v + ∂f

∂y
∂y
∂v

∂f
∂θ = ∂f

∂x
∂x
∂θ + ∂f

∂y
∂y
∂θ

よって ∂2f
∂v2 = ∂

∂v (∂f
∂x

∂x
∂v + ∂f

∂y
∂y
∂v )

= ∂
∂v (∂f

∂x )∂x
∂v + ∂f

∂x
∂2x
∂v2 + ∂

∂v (∂f
∂y )∂y

∂v + ∂f
∂y

∂2y
∂v2

=( ∂
∂x (∂f

∂x )∂x
∂v + ∂

∂y (∂f
∂x )∂y

∂v )∂x
∂v + ∂f

∂x
∂2x
∂v2 + ( ∂

∂x (∂f
∂y )∂x

∂v + ∂
∂y (∂f

∂y )∂y
∂v )∂y

∂v + ∂f
∂y

∂2y
∂v2

=(∂2f
∂x2 )(∂x

∂v )2 + 2 ∂2f
∂x∂y

∂y
∂v

∂x
∂v + (∂2f

∂y2 )(∂y
∂v )2 + ∂f

∂x
∂2x
∂v2 + ∂f

∂y
∂2y
∂v2

同様にして ∂2f
∂θ2 = (∂2f

∂x2 )(∂x
∂θ )2 + 2 ∂2f

∂x∂y
∂y
∂θ

∂x
∂θ + (∂2f

∂y2 )(∂y
∂θ )2 + ∂f

∂x
∂2x
∂θ2 + ∂f

∂y
∂2y
∂θ2

ここで ∂x
∂v = x, ∂y

∂v = y, ∂x
∂θ = −y, ∂y

∂θ = x, ∂2x
∂v2 = x, ∂2y

∂v2 = y, ∂2x
∂θ2 = −x, ∂2y

∂θ2 = −y

以上より ∂2f
∂v2 + ∂2f

∂θ2 = ∂2f
∂x2 y2 + ∂2f

∂y2 y2 + x2 ∂2f
∂x2 + x2 ∂2f

∂y2 + x∂f
∂x + y ∂f

∂y − x∂f
∂x − y ∂f

∂y

=(x2 + y2)(∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 )

1.1.2 （２）

x = r cos θ, y = r sin θより

x2 + y2 = r2,よって r =
√

x2 + y2(r = ev > 0)より
また tan θ = y

x より θ = arctan( y
x )

また ∂r
∂x = 1

2 (x2 + y2)−
1
2・2x = x√

x2+y2
= r cos θ

r = cos θ

同様にして ∂r
∂y = sin θ

∂θ
∂x = − sin θ

r
∂θ
∂y = cos θ

r

よって ∂f
∂x = ∂f

∂r
∂r
∂x + ∂f

∂θ
∂θ
∂x

∂f
∂y = ∂f

∂r
∂r
∂y + ∂f

∂θ
∂θ
∂y

∂2f
∂x2 = ∂2f

∂r2 ( ∂r
∂x )2 + 2 ∂2f

∂r∂θ ( ∂r
∂x )( ∂θ

∂x ) + ∂2f
∂θ2 ( ∂θ

∂x )2 + ∂f
∂r

∂2r
∂x2 + ∂f

∂θ
∂2θ
∂x2

同様にして
∂2f
∂y2 = ∂2f

∂r2 ( ∂r
∂y )2 + 2 ∂2f

∂r∂θ ( ∂r
∂y )( ∂θ

∂y ) + ∂2f
∂θ2 ( ∂θ

∂y )2 + ∂f
∂r

∂2r
∂y2 + ∂f

∂θ
∂2θ
∂y2

以上より
∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
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=∂2f
∂r2 ( ∂r

∂x )2 + 2 ∂2f
∂r∂θ ( ∂r

∂x )( ∂θ
∂x ) + ∂2f

∂θ2 ( ∂θ
∂x )2 + ∂2f

∂r2 ( ∂r
∂y )2 + 2 ∂2f

∂r∂θ ( ∂r
∂y )( ∂θ

∂y ) + ∂2f
∂θ2 ( ∂θ

∂y )2 + ∂f
∂r

∂2r
∂x2 + ∂f

∂θ
∂2θ
∂x2 + ∂f

∂r
∂2r
∂y2 + ∂f

∂θ
∂2θ
∂y2

=∂2f
∂r2 + ∂2f

∂θ2
1
r2 + 1

r
∂f
∂r

1.2 １番の総評

連鎖律の問題。計算は結構複雑だが、これくらいはできなくてはならないでしょう。ちなみにこういった連鎖律の問題

がどれくらいできるかによって、微積分がどれくらいできるかが判断できるそうです。難易度は５段階で３。

2 ２番

2番¶ ³

行列


8 −7 3
5 −4 3
−5 5 2




について次の問に答えよ。

(1)A=LRを満たす下三角行列

L=




1 0 0
l1 1 0
l2 l3 1




と上三角行列

R=




r1 r2 r3

0 r4 r5

0 0 r6




を求めよ。

(2)B=RLとおくとき、行列Ａと行列Ｂの固有値はすべて一致することを示せ。
µ ´

2.1 解説

2.1.1 （１）

E1 =




1 0 0
− 5

8 1 0
0 0 1


とおくと

E1A =




1 0 0
− 5

8 1 0
0 0 1







8 −7 3
5 −4 3
−5 5 2


 =




8 −7 3
0 3

8
9
8

−5 5 2




E2 =




1 0 0
0 1 0
5
8 0 1


とおくと
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E2E1A =




1 0 0
0 1 0
5
8 0 1







8 −7 3
0 3

8
9
8

−5 5 2


 =




8 −7 3
0 3

8
9
8

0 5
8

31
8




E3 =




1 0 0
0 1 0
0 − 5

3 1


とおくと、

E3E2E1A =




1 0 0
0 1 0
0 − 5

3 1







8 −7 3
0 3

8
9
8

0 5
8

31
8


 =




8 −7 3
0 3

8
9
8

0 0 2




A=E−1
1 E−1

2 E−1
3




8 −7 3
0 3

8
9
8

0 0 2


 =




1 0 0
5
8 1 0
− 5

8
5
3 1







8 −7 3
0 3

8
9
8

0 0 2


 = LR

2.1.2 （２）

B=RL=




8 −7 3
0 3

8
9
8

0 0 2







1 0 0
5
8 1 0
− 5

8
5
3 1


 =




7
4 −2 3

− 15
32

9
4

9
8

− 10
8

10
3 2




よって

| A− tE |=

∣∣∣∣∣∣∣

7
4 −2 3

− 15
32

9
4

9
8

− 10
8

10
3 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −t3 + 6t2 − 11t + 6 = 0

⇔ (t− 1)(t− 2)(t− 3) = 0
⇔ t = 1, 2, 3

| B − tE |=

∣∣∣∣∣∣∣

7
4 − t −2 3
− 15

32
9
4 − t 9

8

− 10
8

10
3 2− t

∣∣∣∣∣∣∣
⇔ −t3 + 6t2 − 11t + 6 = 0
⇔ t = 1, 2, 3
よってＡとＢの固有値は一致する。

2.1.3 （２）の別解

行列 A,Bの固有方程式が一致することを示す。

| A− λI |=| LR− λI |
=| LR− λR−1R |
=| R(L− λR−1) |
=| R || (L− λR−1) |
| B − λI |=| RL− λI |
=| RL− λR−1R |
=| R(L− λR−1) |
=| R || (L− λR−1) |
よって | A− λI |=| B − λI |より二つの行列の固有方程式は一致する。
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2.2 ２番の総評

LU分解についての知識があれば（１）がかなり解きやすくなる。もちろん LU分解を知らなくても解ける。全体として

易しめの問題。難易度は５段階で１。

3 ３番

3番¶ ³

u=u(t)に関する常微分方程式

t2 d2u
dt2 + 3tdu

dt + u = 0 (t > 0)
の一般解を t = es とおくことで求めよ。

µ ´

3.1 解答

t = es より dt
ds = es = tまた ds

dt = 1
t

ここで du
dt = du

ds
ds
dt

=du
ds

1
t

d2u
dt2 = d

dt (
1
t

du
ds )

=−1
t2

du
ds + 1

t2
d2u
ds2

以上より（与式）＝ −du
ds + d2u

ds2 + 3du
ds + u = 0

⇔ d2u
ds2 + 2du

ds + u = 0
特性方程式を立てると

λ2 + 2λ + 1 = 0
⇔ λ = −1
よって u(s) = C1e

−s + C2se
−s(C1, C2は定数)

s = log tより

u(t) = C1e
− log t + C2 log te− log t

=C1
t + C2

t log t

3.2 ３番の総評

かなり取り組みやすい。選択すべき。難易度は５段階で１。
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4 ４番

4番¶ ³

以下の問いに答えよ。（１）積分値∫∞
0

e−x2
dx =

√
π

2

を用いて∫∞
0

e−ax2
dx

の値を求めよ。ただし a > 0とする。
(2)0 < a < bに対して以下の値を求めよ。∫ b

a
e−x2ydy

(3)0 < a < bに対して以下の値を求めよ。∫∞
0

e−ax2−e−bx2

x2 dx

µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）
∫∞
0

e−x2
dx =

√
π

2 において x =
√

ayとおくと
dx
dy =

√
a また x : 0 →∞のとき y : 0 →∞

よって
∫∞
0

e−x2
dx =

∫∞
0

e−ay2√
ady =

√
π

2

よって
∫∞
0

e−ay2
dy = 1

2

√
π
a

yを xで置き換えて
∫∞
0

e−ax2
dx = 1

2

√
π
a

4.1.2 （２）
∫ b

a
e−x2ydy = [− 1

x2 e−x2y]ba
=e−ax2−e−bx2

x2

4.1.3 （３）

（２）より∫∞
0

e−ax2−e−bx2

x2 dx =
∫∞
0
{∫ b

a
e−x2ydy}dx

ここで e−x2y は非負可測なのでフビニの定理より、∫∞
0
{∫ b

a
e−x2ydy}dx =

∫∞
0

e−x2ydx
∫ b

a
dy

=1
2

∫ b

a

√
π
y dy

=
√

π
2 [2y

1
2 ]ba

=
√

π(
√

b−√a)

4.2 ５番の総評

誘導に乗れば極めて易しい。選択すべき。難易度は５段階で 1.5くらい。
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5 ５番

5番¶ ³

X は自然数上に値をとる確率変数で

P (X = x + 1) = θx
x+1P (X = x), x = 1, 2, 3・・・

を満たすものとする。ここで、θは 0 < θ < 1を満たす定数である。このときに次の問いに答えよ。
(1)c=P(X=1)とおくとき、確率関数 P(X=x)を xと θと cを用いて表せ。

(2)cを θで表し、確率関数 P(X=x)を xとθを用いて表せ。

(3)X1, X2,・・・Xn を X が従う分布からの無作為標本とするとき、標本平均 X = 1
n

∑n
i=1 Xi を θの最尤推定量 θ̂を

用いて表せ。

µ ´

5.1 解説

5.1.1 （１）

P (X = x) = θ(x−1)
x P (X = x− 1)

= θ(x−1)
x

θ(x−2)
x−1 P (X = x− 2)

=・・・

=θx−1c
x

5.1.2 （２）

∑∞
x=1 P (X = x) = 1ー（Ａ）より

c
∑∞

x=1
θx−1

x = 1
ここで 0 < t < 1の時、
1 + t + t2 + t3 +・・・=

∑∞
i=0 ti = 1

1−t

が成立する。この両辺を (0, θ)で項別積分すると∫ θ

0
(1 + t + t2 + t3 +・・・)dt =

∫ θ

0

∑∞
i=0 tidt =

∫ θ

0
1

1−tdt

よって θ + θ2

2 + θ3

3 +・・・= − log(1− θ)
これより 1 + θ

2 + θ2

3 +・・・= − log(1−θ)
θ

以上より
∑∞

x=1
θx−1

x = − log(1−θ)
θ なので（Ａ）において

− c log(1−θ)
θ = 1

⇔ c = − θ
log(1−θ)

= θ
log 1

(1−θ)

よって P (X = x) = θx

x log( 1
1−θ )

5.1.3 （３）

f(θ) = Πn
i=1

θxi

xi log( 1
1−θ )

とおく。

log f(θ) = log θx1+x2+・・・xn

x1x2・・・xn{log( 1
1−θ )}n

=log θx1+x2+・・・xn − log x1 − log x2 −・・・log xn − n log(log 1
1−θ )
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よって ∂f
∂θ = (x1+x2+・・・xn)

θ − n
1

1−θ

log( 1
1−θ )

= 0

を解くと、
(x1+x2+・・・xn)

θ = n
1

1−θ

log( 1
1−θ )

よってX = x1+x2+・・・xn

n = −θ̂
(1−θ̂) log(1−θ̂)

5.2 ５番の総評

（２）で項別積分をするのはなかなか難しい。統計以外のところで悩むだろう。ただ、最尤推定量くらいは求められる必

要がある。難易度は５段階で３程度。

6 ６番

６番¶ ³

各成分が０か１の値を取るベクトル x = (x1, x2,・・・, xn)に対して関数 φ(x)を

φ(x) =





1
∑n

i=1 xi ≥ k

0
∑n

i=1 xi < k

で定義する。独立な確率変数 X1, X2,・・・Xn は P (Xi = 1) = pi, P (Xi = 0) = 1− pi, (pi ≥ 0), i = 1, 2,・・・nを満た

し、X = (X1, X2,・・・Xn)とする。この時次の問に答えよ。
(1)全ての i に対して pi = pであるとき、γ = E[φ(X)]を求めよ。
(2)n=3,k=2の時、p1, p2, p3 の値が必ずしも等しいとは限らない場合、γ を p1, p2, p3 を用いて表せ。

µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

二項分布の再生性より∑n
i=1 Xi B(n, p)

よって γ = E[φ(X)] = P (
∑n

i=1 Xi ≥ k) =
∑

k≤i≤n

(
n

i

)
piqn−i

6.1.2 （２）

γ = p1p2(1− p3) + p1(1− p2)p3 + (1− p1)p2p3 + p1p2p3

6.2 ６番の総評

（１）はこれ以上整理する必要は多分ないと思う。ただ、次のような関係が知られている。∑k
i=0 b(i; n, p) = 1

B(
φ1
2 ,

φ2
2 )

∫∞
φ2p

φ1q
(φ1

φ2
)

φ1
2 x

φ1
2 −1(1 + φ1

φ2
x)−

φ1+φ2
2 dx

この公式の証明は「確率統計演習２　統計　国沢清典　培風館」の１７４ページにあります。

(2)については何も言うことはないだろう。難易度は５段階で１。
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全体的な総評

必答の２問は極めて標準的な問題。選択は３，４を選べば良いだろう。難度が４以上の問題は見受けられず、極めて取

り組みやすいと言える。
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平成１３年度　情報数理系　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

１番¶ ³

行列

A =




1 0 − 1
2

0 1 − 1
2

− 1
2 − 1

2
3
2




について次の問に答えよ。

(1)固有値と固有ベクトルを全て求めよ。

(2)R3 の部分ベクトル空間

W={x ∈ R3|Anxは n →∞のとき収束する }
V={limn→∞Anx|x ∈ W}
を求めよ。

(3)零ベクトルでないベクトル x ∈ R3に対し、limn→∞ Anx
||Anx|| を求めよ。ただし || x ||はベクトル xの長さを表す。

µ ´

1.1 解答

1.1.1 （１）

| A− tE |= 0とおくと、∣∣∣∣∣∣∣

1− t 0 − 1
2

0 1− t − 1
2

− 1
2 − 1

2
3
2 − t

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

これより (t− 1)(2t− 1)(t− 2) = 0
⇔ t = 1, 2, 1

2

t = 1
2 のとき




1
2 0 − 1

2

0 1
2 − 1

2

− 1
2 − 1

2 1







x1

x2

x3


 =




0
0
0


よって




x1

x2

x3


 = 1√

3




1
1
1




t = 1のとき




0 0 − 1
2

0 0 − 1
2

− 1
2 − 1

2
1
2







x1

x2

x3


 =




0
0
0


よって




x1

x2

x3


 = 1√

2




1
−1
0




t = 2のとき



−1 0 − 1

2

0 −1 − 1
2

− 1
2 − 1

2 − 1
2







x1

x2

x3


 =




0
0
0


よって




x1

x2

x3


 = 1√

6




1
1
−2




1.1.2 （２）

A は対称行列なので直交行列によって対角化できる。

P =




1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6


とおくと、
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P−1AP =




1
2 0 0
0 1 0
0 0 2




よって

An =




1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6







( 1
2 )n 0 0
0 1 0
0 0 2n







1√
3

1√
3

1√
3

1√
2

−1√
2

0
1√
6

1√
6

−2√
6




=




( 1
2 )n 1

3 + 1
2 + 1

62n ( 1
2 )n − 1

2 + 1
62n ( 1

2 )n 1
3 − 2

62n

( 1
2 )n 1

3 − 1
2 + 1

62n ( 1
2 )n 1

3 + 1
2 + 1

62n ( 1
2 )n 1

3 − 2
62n

( 1
2 )n 1

3 − 2
62n ( 1

2 )n 1
3 − 2

62n ( 1
2 )n 1

3 + 4
62n




よって Anxが n →∞のとき収束するためには
2n{ 1

6x1 + 1
6x2 − 2

6x3} = 0であればよい。

よってW は x1 + x2 = 2x3 このとき limn→∞Anx =




1
2x1 − 1

2x2

− 1
2x1 + 1

2x2

0


 = k




1
−1
0




よってＶは




1
−1
0


で張られる空間。

1.1.3 （３）

y =t Pxとおくと

Anx = P




( 1
2 )n 0 0
0 1 0
0 0 2n


 y =PΛny

よって || Anx ||=
√

xT (An)T Anx

=
√

xT (PΛnPT )T PΛnPT x

=
√

xT PΛnPT PΛnPT x

=
√

yT Λ2ny

=
√

( 1
2 )2ny2

1 + y2
2 + 22ny2

3

以上より limn→∞ Anx
||Anx|| = limn→∞ 1√

( 1
2 )2ny2

1+y2
2+22ny2

3

P




( 1
2 )n 0 0
0 1 0
0 0 2n







y1

y2

y3




(1)y3 6= 0の時

limn→∞ Anx
||Anx|| = limn→∞ 1√

( 1
2 )2ny2

1+y2
2+22ny2

3

P




( 1
2 )n 0 0
0 1 0
0 0 2n







y1

y2

y3




= 1√
( 1
4 )2ny2

1+( 1
2 )2ny2

2+y2
3

P




(1
4 )n 0 0
0 ( 1

2 )n 0
0 0 1







y1

y2

y3


 −−−−→n →∞ 1

y3
P




0
0
y3




=P




0
0
1


 =




1√
6

1√
6

−2√
6



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(2) y3 = 0, y2 6= 0の時

limn→∞ Anx
||Anx|| = limn→∞ 1√

( 1
2 )2ny2

1+y2
2+22ny2

3

P




( 1
2 )n 0 0
0 1 0
0 0 2n







y1

y2

y3




= 1√
( 1
2 )2ny2

1+y2
2

P




(1
2 )ny1

y2

0


 −−−−→n →∞ 1

y2
P




0
y2

0




= P




0
1
0


 =




1√
2

− 1√
2

0




(3) y3 = y2 = 0(y1 6= 0)の時

limn→∞ Anx
||Anx|| = limn→∞ 1√

( 1
2 )2ny2

1

P




( 1
2 )ny1

0
0


 = P




1
0
0


 =




1√
3

1√
3

1√
3




1.2 １番の総評

（３）の計算はかなり複雑なため、ちょっとやりにくいかも。難易度は５段階で 3.5くらい。

2 ２番

２番¶ ³

[0,∞)で定義された関数 x(t)に関する積分方程式

x(t) + a(t)
∫ t

0
x(s)ds = b(t) (t ≥ 0)

を考える。ただし、a(t), b(t)は実数値関数とする。
(1)y(t)=

∫ t

0
x(s)dsとおく。y(t)のみたす微分方程式を導き、それを解いて解 x(t)を関数 a(t),b(t)を用いて表せ。

(2)a(t),b(t)は有界であり、さらに inft≥0 a(t) > 0および limt→∞ b(t) = 0を仮定する。この時
limt→∞ = 0
となることを示せ。

µ ´

2.1 解答

2.1.1 （１）

y(t) =
∫ t

0
x(s)dsより dy

dt = x(t)
よって与式は
dy
dt + a(t)y(t) = b(t)

積分因子として、e

∫ t

0
a(s)dsをかけると

dy
dt e

∫ t

0
a(s)ds + a(t)y(t)e

∫ t

0
a(s)ds = b(t)e

∫ t

0
a(s)ds

よって d
dt (ye

∫ t

0
a(s)ds) = b(t)e

∫ t

0
a(s)ds

ye

∫ t

0
a(s)ds =

∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk + C(Cは定数)
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これより y(t) = e
−

∫ t

0
a(s)ds{∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk + C}
よって x(t) = dy

dt

=−a(t)e−
∫ t

0
a(s)ds{∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk + C}+ e
−

∫ t

0
a(s)ds

b(t)e
∫ t

0
a(s)ds

=−a(t)e−
∫ t

0
a(s)ds{∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk + C}+ b(t)

2.1.2 （２）

inft≥0 a(t) > 0より
∫∞
0

a(t)dt = ∞
よって = limt→∞ a(t)e−

∫ t

0
a(s)ds{∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk + C}

= limt→∞
Ca(t)

e

∫ t

0
a(s)ds

+
a(t)

∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk

e

∫ t

0
a(s)ds

a(t)は有界で、
∫∞
0

a(t)dt = ∞より
limt→∞

Ca(t)

e

∫ t

0
a(s)ds

= 0

ここで limt→∞
∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk < ∞の時

limt→∞

∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk

e

∫ t

0
a(s)ds

= 0

limt→∞
∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk = ∞(または−∞)の時

limt→∞

∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk

e

∫ t

0
a(s)ds

= limt→∞
b(t)e

∫ k

0
a(s)ds

a(t)e

∫ k

0
a(s)ds

= limt→∞
b(t)
a(t) = 0（ロピタルの定理を使った）

以上より limt→∞

∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk

e

∫ t

0
a(s)ds

= 0

また条件より limt→∞ b(t) = 0

よって limt→∞ x(t) = limt→∞−a(t)e−
∫ t

0
a(s)ds{∫ t

0
b(k)e

∫ k

0
a(s)ds

dk + C}+ b(t)
=0

2.2 ２番の総評

（２）はなかなか難しい。ロピタルの定理を使う。難易度は５段階で 3.5くらい。
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3 ３番（解答提案者T.K）

３番¶ ³

nを自然数とし、n× n行列、An をその (i,j) 成分 (1 ≤ i, j ≤ n)が、

i=j=n のとき 1

i=j 6= n のとき 2

| i− j |= 1 のとき -1

その他のとき 1

で与えられるものとして定義する。例えば、

A2 =

(
2 −1
−1 1

)
A3 =




2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1




となる。このとき次の問に答えよ。

(1)detAn の値を求めよ。

(2)A3 の逆行列を求めよ。

(3)nを任意の自然数とするとき、An の逆行列を求めよ。
µ ´

3.1 解答

3.1.1 （１）

(n-1)行に n行をたすと∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 ・・ ・・ ・・ 0
−1 2 −1 0 ・・ ・・ 0
0 −1 2 −1 0 ・・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ −1 2 −1
0 ・ ・ ・ ・ −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 ・・ ・・ ・・ 0
−1 2 −1 0 ・・ ・・ 0
0 −1 2 −1 0 ・・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ −1 1 0
0 ・ ・ ・ ・ −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n列について余因子展開すると

detAn = 1× (−1)n+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 0 ・・ ・・ ・・ 0
−1 2 −1 0 ・・ ・・ 0
0 −1 2 −1 0 ・・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ −1 2 −1
0 ・ ・ ・ ・ −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= det An−1
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これを繰り返していくと

detAn = det An−1 =・・・= detA2 = 1

3.1.2 （２）

吐き出し法により、逆行列を求めると

A3 =




1 1 1
1 2 2
1 2 3




3.1.3 （３）

A−1
n =| bij |= min(i, j) 1 ≤ i, j ≤ n

=




1 1 1 ・・ ・・ ・・ 1
1 2 2 2 ・・ ・・ 2
1 2 3 3 ・・ ・・ 3
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

1 2 ・ ・ ・ n− 1 n− 1
1 2 ・ ・ ・ n− 1 n




と仮定する。A−1
2 では満足する。

n行に n+1行を足すには (n+1)× (n+1)行列

B=




1 0 0 ・・ ・・ ・・ 0
0 1 0 0 ・・ ・・ 0
0 0 1 0 ・・ ・・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 0 ・ ・ ・ 1 1
0 0 ・ ・ ・ 0 1




を左からかければよく、n列に n+1列を足すには (n+1)× (n+1)行列

C=




1 0 0 ・・ ・・ ・・ 0
0 1 0 0 ・・ ・・ 0
0 0 1 0 ・・ ・・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 0 ・ ・ ・ 1 0
0 0 ・ ・ ・ 1 1




を右からかければよい。この時
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BAn+1C =




2 −1 0 ・・ ・・ ・・ 0
−1 2 −1 0 ・・ ・・ 0
0 −1 2 −1 0 ・・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ −1 1 0
0 ・ ・ ・ ・ 0 1




=

(
An 0
0 1

)
=A′n となる。

ここで A′−1
n =

(
An 0
0 1

)−1

=

(
A−1

n 0
0 1

)

よって BAn+1C = A′n より

An+1 = B−1A′nC−1

よって A−1
n+1 = CA′−1

n B

=C




1 1 1 ・・ ・・ 1 0
1 2 2 2 ・・ 2 0
1 2 3 3 ・・ 3 0
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ n− 1 ・
1 2 ・ ・ n− 1 n 0
0 0 ・ ・ ・ 0 1




B =C




1 1 1 ・・ ・・ 1 1
1 2 2 2 ・・ 2 2
1 2 3 3 ・・ 3 3
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ n− 1 ・

1 2 ・ ・ n− 1 n n

0 0 ・ ・ ・ 0 1




=




1 1 1 ・・ ・・ 1 1
1 2 2 2 ・・ 2 2
1 2 3 3 ・・ 3 3
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ n− 1 ・

1 2 ・ ・ n− 1 n n

1 2 ・ ・ ・ n n + 1




以上より n+1の時が言えた。

3.2 ３番の総評

（３）はかなり難しい。難易度は５段階で５。

48



4 ４番

４番¶ ³

関数 fn を

fn(x) = 1
2{tanh(nx) + 1}, ただし、tanh(x) = ex−e−x

ex+e−x

で定義する。このとき、次の問に答えよ。

(1)次を示せ。

limn→∞ fn(x) =





1 x > 0のとき
1
2 x = 0のとき

0 x < 0のとき
(2)x 6= 0に対して
limn→∞ f ′n(x) = 0
となることを示せ。

(3)φ : R → Rを微分可能で、| φ′(x) |≥ M(> 0)が任意の xに対して成立しているような関数とする。このとき

limn→∞
∫∞
−∞ φ(x)f ′n(x)dx = φ(0)

を示せ。
µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

x > 0の時
limn→∞ tanh(nx) = limn→∞ enx−e−nx

enx+e−nx

=limn→∞ 1−e−2nx

1+e−2nx =1(limn→∞ e−2nx = 0)より
x=0の時

limn→∞ e0 = 1なので
fn(0) = 1

2 (0 + 1) = 1
2

x < 0の時
limn→∞ tanh(nx) = limn→∞ enx−e−nx

enx+e−nx

=limn→∞ e2nx−1
e2nx+1

=-1((limn→∞ e−2nx = 0)より)

よって limn→∞ fn(x) =





1 x > 0のとき
1
2 x = 0のとき

0 x < 0のとき

4.1.2 （２）

f ′n(x) = 1
2

n(enx+e−nx)(enx+e−nx)−n(enx−e−nx)(enx−e−nx)
(enx+e−nx)2

=n
2

4
e2nx+e−2nx+2

x > 0の時、limn→∞ n = ∞, limn→∞ e2nx = ∞より、ロピタルの定理を使って
limn→∞ n

2
4

e2nx+e−2nx+2 = limn→∞ 1
2

1
2xe2nx−2xe−2nx = 0
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x < 0の時も同様にして limn→∞ n
2

4
e2nx+e−2nx+2 = 0

以上より limn→∞ f ′n(x) = 0

4.1.3 （３）

∀a > 0に対して∫∞
a
| φ(x)f ′n(x) | dx ≤ ∫∞

a
(Mx+ | φ(0) |)× 2n

e2nx dx( 2n
(enx+e−nx)2 ≤ 2n

e2nxを使った)
=
∫∞

a
Mx× 2n

e2nx dx +
∫∞

a
| φ(0) |× 2n

e2nx dx

=[−e−2nxMx]∞a + (M + 2n | φ(0) |) ∫∞
a

e−2nxdx-(A)

=e−2naMa + (M + 2n | φ(0) |)× 1
2n×

1
e2na → 0 (n →∞)

同様にして
∫ −a

−∞ | φ(x)f ′n(x) | dx → 0(n →∞)-(B)

ここで φ(x)は微分可能なので連続関数である。よって ∀ε > 0
φ(0)− ε ≤ φ(x) ≤ φ(0) + ε(xが十分に０に近い時)

aを十分小さく取ると∫ a

−a
(φ(0)− ε)f ′n(x)dx ≤ ∫ a

−a
φ(x)f ′n(x)dx ≤ ∫ a

−a
(φ(0) + ε)f ′n(x)dx

ここで
∫ a

−a
(φ(0)− ε)f ′n(x)dx = (φ(0)− ε)

∫ a

−a
f ′n(x)dx

=(φ(0)− ε)(fn(a)− fn(−a)) → (φ(0)− ε)((1)より n →∞の時)
同様にして

∫ a

−a
(φ(0) + ε)f ′n(x)dx → φ(0) + ε((1)より n →∞の時)

よって (φ(0)− ε) ≤ ∫ a

−a
φ(x)f ′n(x)dx ≤ (φ(0) + ε)-(C)

以上より (A)、(B)、(C)から limn→∞
∫∞
−∞ φ(x)f ′n(x)dx = φ(0)が成立する。

4.2 ４番の総評

（３）がきわめて取り組みにくい。（１）と（２）で部分点は取れるが。難易度は５段階で４。

5 ５番

５番¶ ³

複素関数

f(z) = 1
(z−1)(z+2)2

について次の問に答えよ。

(1)f(z)は円環領域D : 1 <| z − 2 |< 4において正則である。f(z)をＤにおいて

f(z) =
∑∞

m=1
a−m

(z−2)m +
∑∞

n=0 an(z − 2)n

の形にローラン展開したときの a−m, an を求めよ。

(2)Cは複素平面上の円 | z |= 3で向きが反時計周りのものとする。積分
I =

∫
C

f(z)dz

の値を求めよ。
µ ´
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5.1 解答

5.1.1 （１）

f(z) = 1
(z−1)(z+2)2 = 1

9
1

z−1 − 1
9

1
z+2 − 1

3
1

(z+2)2

ここで 1 <| z − 2 |< 4のとき
1

z−1 = 1
1−(2−z) = 1

2−z
1

1
2−z−1

= −1
2−z

1
1− 1

2−z

1 <| z − 2 |より | 1
2−z |< 1なので

1
z−1 = −1

2−z (1 + ( 1
2−z ) + ( 1

2−z )2 + ( 1
2−z )3 +・・・)

= −1
2−z

∑∞
n=0(

1
2−z )n

=
∑∞

n=0
−1

(2−z)n+1

=
∑∞

m=1
(−1)m+1

(z−2)m

また 1
z+2 = 1

4(1+ z−2
4 )

=1
4

1
1−(− z−2

4 )

| z − 2 |< 4より | z−2
4 |< 1

よって 1
z+2 = 1

4 (1 + (− z−2
4 ) + (− z−2

4 )2 +・・・)
= 1

4

∑∞
n=0(− z−2

4 )n

=1
4

∑∞
n=0(

−1
4 )n(z − 2)n ー（Ａ）

（Ａ）の両辺を zで微分して
−1

(z+2)2 = 1
4

∑∞
n=0(

−1
4 )nn(z − 2)n−1 =1

4

∑∞
n=0(

−1
4 )n+1(n + 1)(z − 2)n

以上より f(z) = 1
9

∑∞
m=1

(−1)m+1

(z−2)m − 1
36

∑∞
n=0(

−1
4 )n(z − 2)n + 1

12

∑∞
n=0(

−1
4 )n+1(n + 1)(z − 2)n

=1
9

∑∞
m=1

(−1)m+1

(z−2)m +
∑∞

n=0{− 1
36 (−1

4 )n + 1
12 (−1

4 )n+1(n + 1)}(z − 2)n

以上より a−m = 1
9 (−1)m+1

an = {− 1
36 (−1

4 )n + 1
12 (−1

4 )n+1(n + 1)}

5.1.2 （２）

C1を | z − 1 |= 0.5, C2を | z + 2 |= 0.5とおくと、f(z)はＣとその内部（ただし C1, C2 の内部をのぞく）で正則なので

コーシーの積分定理より∫
C

f(z)dz =
∫

C1
f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz

ここで
∫

C1
f(z)dz =

∫
C1

1
(z+2)2

z−1 dz,f1(z) = 1
(z+2)2 とおくと、f1(z)は C1 とその内部で正則なので∫

C1
f(z)dz = 2πif1(1) = 2πi

9

同様にして
∫

C2
f(z)dz =

∫
C2

1
z−1

(z+2)2 dz

f2(z) = 1
z−1 とおくと、f2(z)は C2 とその内部で正則なのでグルサの定理より∫

C2

f2(z)
(z+2)2 = 2πi

1! f ′2(−2)
=2πi −1

(−2−1)2

=− 2πi
9

よって
∫

C
f(z)dz = 2πi

9 − 2πi
9 = 0

以上より I = 0
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5.2 ５番の総評

共に複素積分の基本的な問題ではあるが、（１）は 1
(z+2)2 のローラン展開がなかなか難しいので取り組みやすいとは言え

ない。難易度は５段階で３。

6 ６番

６番¶ ³

３階常微分方程式に関する初期値問題

{
u(3) − 7u′ + 6u = 0(0 < x < ∞)
u(0) = u′(0) = 0, u”(0) = 1

の解 u=u(x)を求め、x > 0の時 u(x) > 0を示せ。
µ ´

6.1 解答

特性方程式を立てると、

λ3 − 7λ + 6 = 0
よって λ = 1, 2,−3
よって u(x)の一般解は u(x) = C1e

x + c2e
2x + C3e

−3x (C1, C2, C3は定数)
ここで u′(x) = C1e

x + 2C2e
2x − 3C3e

−3x

u”(x) = C1e
x + 4C2e

2x + 9C3e
−3x

であり初期条件を代入すると





C1 + C2 + C3 = 0
C1 + 2C2 − 3C3 = 0
C1 + 4C2 + 9C3 = 1

これより





C1 = − 1
4

C2 = 1
5

C3 = 1
20

よって u(x) = − 1
4ex + 1

5e2x + 1
20e−3x

ここで u′(x) = − 1
4ex + 2

5e2x − 3
20e−3x

x > 0において e2x > ex より

u′(x) = − 1
4ex + 2

5e2x − 3
20e−3x

> 3
20ex − 3

20e−3x

x > 0において ex > e−3x より

u′(x) > 3
20ex − 3

20e−3x

> 3
20e−3x − 3

20e−3x = 0
よって x > 0において u′(x) > 0
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また u(0) = − 1
4 + 1

5 + 1
20 = 0

以上より x > 0の時 u(x) > 0

6.2 ６番の総評

極めて取り組みやすい。１０問の中では１番簡単である。選択すべき。難易度は５段階で１。

7 ７番

７番¶ ³

区間 [0,1]からランダムに１点を取りその点をＸとする。次に、区間 [0,X] からランダムに１点を取りその点をＹと

し、区間 [X,1] からランダムに１点を取りその点を Zとする。そのとき次の問に答えよ。

(1)X=xを与えた時、Y,Zの条件付き同時密度を求めよ。

(2)(X,Y,Z)の同時密度を求めよ。

(3)Y,Zの同時密度を求めよ。

(4)Y,Zの平均、分散、共分散、相関係数を求めよ。
µ ´

7.1 解説

7.1.1 （１）

X=xを与えた時、Y,Zは独立になる。よって

fY Z|X = 1
x

1
1−x (x 6= 0, 1の時)

7.1.2 （２）

fY Z|X = fXY Z(x,y,z)
fX(x)

fX(x) = 1 (0 ≤ x ≤ 1)なので
fXY Z(x, y, z) = 1

x(1−x) (0 ≤ y ≤ x ≤ z ≤ 1)

7.1.3 （３）

fY Z(y, z) =
∫ z

y
dx

x(1−x)

=
∫ z

y
( 1

x + 1
1−x )dx

= [log | x | − log | 1− x |]zy
=log | 1−y

y | + log | z
1−z |
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7.1.4 （４）

E[Y ] =
∫ 1

0
{∫ 1

x
{∫ x

0
y

x(1−x)dy}dz}dx

=
∫ 1

0
{∫ 1

x
x

2(1−x)dzdx

=
∫ 1

0
x
2dx = 1

4

E[Y 2] =
∫ 1

0
{∫ 1

x
{∫ x

0
y2

x(1−x)dy}dz}dx = 1
9

よって V [Y ] = E[Y 2]− E[Y ]2 = 1
9 − 1

16 = 7
144

以下同様にして E[Z] = 3
4 , E[Z2] = 11

18 , V [Z] = 7
144 , E[Y Z] = 5

24

Cov(Y, Z) = E[Y Z]− E[Y ]E[Z] = 5
24 − 3

16 = 1
48

ρ = Cov(Y,Z)√
V [Y ]

√
V [Z]

= 3
7

7.2 ７番の総評

少しやりにくい問題。難易度は５段階で 3.5くらい。

8 ８番

８番¶ ³

ある非負の連続な１次元確率変数 Tの分布関数を F(t),密度関数を f(t)とする。また、Ｔの期待値は E[T ] < ∞とす
る。次の問に答えよ。

(1)limt→0 tF (t) = limt→∞ t(1− F (t)) = 0を示せ。
(2)

∫∞
0

(1− F (t))dt = E[T ]を示せ。
(3)Tを寿命と見るとき、条件付き期待値 E[T − t|T > t]はある時点 t(≥ 0)での平均余命の関数として知られてい
る。ここではその関数を R(t) = E[T − t|T > t]とおく。このとき
1− F (t) = R(0)

R(t) exp{− ∫ t

0
ds

R(s)}
を示せ。

µ ´

8.1 解答

8.1.1 （１）

limt→0 tF (t) = 0・0 = 0 (分布関数の性質より limt→0 F (t) = 0なので)
t(1− F (t)) = t

∫∞
t

f(s)ds

ここで t > 1のとき∫∞
t

f(s)ds < t
∫∞

t
f(s)ds <

∫∞
t

sf(s)ds

limt→∞
∫∞

t
f(s)ds = 0

limt→∞
∫∞

t
sf(s)ds = 0 (平均が存在するので)

よってはさみうちの原理より limt→∞ t
∫∞

t
f(s)ds = 0

以上より limt→∞ t(1− F (t)) = 0
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8.1.2 （２）
∫∞
0

(1− F (t))dt =
∫∞
0

(1− F (t))(t)′dt

=[(1− F (t))t]∞0 +
∫∞
0

tf(t)dt

=limt→∞ t(1− F (t)) + E[T ]
=E[T] ((1)より)

8.1.3 （３）

P (T ≤ x|T > t) = 1− P (T > x|T > t)
=1− P (T>x)

P (T>t)

=1− 1−F (x)
1−F (t)

=F (x)−F (t)
1−F (t)

よって T > tにおけるＴの条件付き密度関数 f(x|t)は
f(x|t) = d

dxP (T ≤ x|T > t) = f(x)
1−F (t)

よって R(t) = E[T − t|T > t]
= E[T |T > t]− E[t|T > t]

=
∫∞

t
sf(s)

1−F (t)ds− t

ここで常微分方程式

y′ = − 1
R(t)y

を解くと y = C exp(− ∫ t

0
ds

R(s) )(Cは定数)

よって y =
∫ t

∞(1− F (s))dsが微分方程式 y′ = − 1
R(t)yの解である場合、解の一意性より

y =
∫ t

∞(1− F (s))ds = C exp(− ∫ t

0
ds

R(s) )ー（０）となる。
両辺を微分して、C = −R(0)を言えば良い。
以上より y =

∫ t

∞(1− F (s))dsが微分方程式 y′ = − 1
R(t)yの解であることを示す。

y =
∫ t

∞(1− F (s))dsより y′ = 1− F (t)ー（１）
R(t) =

∫∞
t

sf(s)
1−F (t)ds− tー（２）より

−R(t)(1− F (t)) = t(1− F (t))− ∫∞
t

sf(s)ds

よって t(1− F (t)) =
∫∞

t
sf(s)ds−R(t)(1− F (t))ー（Ａ）

また
∫ t

∞(1− F (s))ds = [s(1− F (s))]t∞ − ∫∞
t

f(s)sds

=t(1− F (t))− ∫∞
t

f(s)sds

よって t(1− F (t)) =
∫∞

t
f(s)sds +

∫ t

∞(1− F (s))dsー（Ｂ）

(A)、(B)より −R(t)(1− F (t)) =
∫ t

∞(1− F (s))ds = y

以上より − 1
R(t)y = 1− F (t) = y′（（１）より）

ここで（０）において t=0とすることによって C = −E[T ]をえる。（２番より）
また R(0) =

∫∞
0

sf(s)ds = E[T ]（（２）より）
よって C = −R(0)
以上より題意を示せた。

8.2 ８番の総評

（３）はかなり難しい。統計以外のところで悩みそう。難易度は５段階で４。
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9 ９番

９番¶ ³

次のデータは、ある母集団から無作為抽出された 350の標本が４つのグループに分類されたものとする。

(121,120,79,30)

これらの比率は通常

(0.4,0.3,0.2,0.1)

となることが分かっている。このとき、データがこの分布に適合しているかどうかの検定を有意水準 0.05で行え。

必要ならばχ2
3,0.05 = 7.8を使ってもよい。

µ ´

9.1 解答

p = (0.4, 0.3, 0.2, 0.1),
φ = ( 121

350 , 120
350 , 79

350 , 30
350 )

n1 = 121, n2 = 120, n3 = 79, n4 = 30とおく。
帰無仮説：H0 : p = φ対立仮説：H1 : p > φ有意水準：α = 0.05として検定を行う。
検定統計量 T =

∑4
i=1

(ni−npi)
2

npi
は自由度３の χ2 分布に従う。

T = (121−140)2

140 + (120−105)2

105 + (79−70)2

70 + (30−35)2

35

=361
140 + 225

105 + 81
70 + 25

35

=923
140 = 6.592 < 7.8 = χ2

3,0.05

よって棄却域には入らないので帰無仮説は棄却されない。

9.2 ９番の総評

適合度検定について知っていれば極めて簡単な問題であるが、知らないと手も足も出ない問題であろう。難易度は５段

階で 1.5。

10 １０番

１０番¶ ³

U1, U2 を互いに独立で区間 (0,1)の一様分布に従う確率変数とする。α, β > 0に対し、Y1 = U
1
α
1 , Y2 = U

1
β

2 とおく。

さらに

X = Y1
Y1+Y2

, Z = Y1 + Y2

とおく。

(1)(X,Z)の同時確率密度関数を求めよ。

(2)Z < 1という条件の下でのＸの条件付き分布を求めよ。
µ ´
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10.1 解答

10.1.1 （１）

U1の p.d.f を f(x)、分布関数を F(x)とおくと、

p(Y1 ≤ x) = P (U
1
α
1 ≤ x)

=P (U1 ≤ xα)
=F (xα)
よって Y1 の p.d.fを g(x)とおくと、
g(y)=dF (xα)

dx = f(xα)αxα−1

=)αxα−1(f(xα) = 1なので)

同様に Y2の p.d.f を f(z)とおくと、

f(z) = dF (zβ)
dz = βzβ−1

ここでX = Y1
Y1+Y2

= Y1
Z より Y1 = ZX, Y2 = Z(1−X)

よって | J |=
∣∣∣∣∣
∂Y1
∂X

∂Y1
∂Z

∂Y2
∂X

∂Y2
∂Z

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
Z X

−Z 1−X

∣∣∣∣∣
= Z(1−X) + ZX = Z

よって fX,Z(x, z) = zfY1,Y2(y1, y2)
= zfY1(y1)fY2(y2)
= z・α(zx)α−1・β(z(1− x))β−1

=αβzα+β−1xα−1(1− x)β−1

10.1.2 （２）

X = Y1
Y1+Y2

, Z = Y1 + Y2 より

0 < X < 1, 0 < Z < 2
よって fZ(z) =

∫ 1

0
αβzα+β−1xα−1(1− x)β−1dx

=αβzα+β−1
∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx

=αβzα+β−1B(α, β) (Bはガンマ関数)

F (z) = αβB(α, β)
∫ z

0
zα+β−1
1 dz1

=αβB(α, β) 1
α+β [zα+β

1 ]z0
=αβB(α, β) 1

α+β zα+β

また P (X ≤ x,Z ≤ z) = F (x, z) = αβ
∫ z

0
zα+β−1
1 dz1

∫ x

0
xα−1

1 (1− x1)β−1dx

= αβ
α+β zα+β

∫ x

0
xα−1

1 (1− x1)β−1dx1

よって条件付き分布は p(X ≤ x|Z < 1) = P (X≤x,Z≤1)
P (Z≤1)

= F (x,1)
F (1)

=
αβ

α+β

∫ x

0
xα−1
1 (1−x1)

β−1dx1

αβ
α+β B(α,β)

= 1
B(α,β)

∫ x

0
xα−1

1 (1− x1)β−1dx1
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10.2 １０番の総評

類題をやったことがあればできるだろう。ただ、難度はかなり高い。難易度は５段階で 3.5くらい。

11 全体的な総評

まず、６番は絶対にやるべき。そして１，２，５，９から３問選択するのがよいと思われる。統計が得意な人は８，１

０にも十分取り組めるだろう。３，４，７は取り組めそうに見えるが、難しいのでやらない方がよい。
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平成１４年度　情報数理系　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1番¶ ³

f(x, y)は {(x, y); x > 0y > 0}で定義された２変数 x,yの関数で、２階までの偏導関数がすべて連続であるものとす

る。αを定数とし、変数変換

x = eu cos α−v sin α, y = eu sin α+v cos α

を通じて f を u,vの関数とみなすとき、x2 ∂2f
∂x2 + y2 ∂2f

∂y2 を変数 u,vによる f の偏導関数を用いて表せ。

µ ´

1.1 解答

∂f
∂u = ∂f

∂x
∂x
∂u + ∂f

∂y
∂y
∂u

∂2f
∂u2 = ∂2f

∂x2 ( ∂x
∂u )2 + 2 ∂2f

∂x∂y
∂y
∂u

∂x
∂u + ∂2f

∂y2 ( ∂y
∂u )2 + ∂f

∂y
∂2y
∂u2 + ∂f

∂x
∂2x
∂u2

∂f
∂v = ∂f

∂x
∂x
∂v + ∂f

∂y
∂y
∂v

∂2f
∂v2 = ∂2f

∂x2 (∂x
∂v )2 + 2 ∂2f

∂x∂y
∂y
∂v

∂x
∂v + ∂2f

∂y2 (∂y
∂v )2 + ∂f

∂y
∂2y
∂v2 + ∂f

∂x
∂2x
∂v2

∂x
∂u = x cos α, ∂2x

∂u2 = x cos2 α
∂x
∂v = −x sin α, ∂2x

∂v2 = x sin2 α
∂y
∂u = y sin α, ∂2y

∂u2 = y sin2 α
∂y
∂v = y cos α, ∂2y

∂v2 = y cos2 α

よって cosα∂f
∂u = x cos2 α∂f

∂x + y sin α cos α∂f
∂y

sin α∂f
∂v = −x sin2 α∂f

∂x + y sin α cosα∂f
∂y より

cos α∂f
∂u − sin α∂f

∂v = x∂f
∂x

また sin α∂f
∂u = x sin α cos α∂f

∂x + y sin2 α∂f
∂y

cos α∂f
∂v = −x sin α cosα∂f

∂x + y cos2 α∂f
∂y より

sin α∂f
∂u + cos α∂f

∂v = y ∂f
∂y

よって∂2f
∂v2 + ∂2f

∂u2 = x2 cos2 α∂2f
∂x2 +2 ∂2f

∂x∂y y sinα・x cosα+y2 sin2 α∂2f
∂y2 +x2 sin2 α∂2f

∂x2−2 ∂2f
∂x∂y y sin α・x cos α+y2 cos2 α∂2f

∂y2 +
y ∂f

∂y + x∂f
∂x

=x2 ∂2f
∂x2 + y2 ∂2f

∂y2 + y ∂f
∂y + x∂f

∂x

=x2 ∂2f
∂x2 + y2 ∂2f

∂y2 + sin α∂f
∂u + cos α∂f

∂v + cosα∂f
∂u − sin α∂f

∂v

以上より x2 ∂2f
∂x2 + y2 ∂2f

∂y2 = ∂2f
∂v2 + ∂2f

∂u2 − sin α∂f
∂u − cos α∂f

∂v − cosα∂f
∂u + sin α∂f

∂v

1.2 １番の総評

１３年に引き続きチェインルールの問題。１３年とほぼ同じ内容の問題なので答案はいくらか省略して書いてある。難

易度は５段階で３。
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2 ２番

2番¶ ³

次の問いに答えよ。

（１）行列

A=




1 2 1
2 1 1
1 1 2




を直交行列によって対角化せよ。

(2)２次形式

Q(x, y) = x2 + y2 + 2z2 + 4xy + 2yz + 2zx

の単位球面 S = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}における最大値および最小値を求めよ。また、それらの値をとる
S上の点も求めよ。

µ ´

2.1 解答

2.1.1 （１）

| A− tE |=

∣∣∣∣∣∣∣

1− t 2 1
2 1− t 1
1 1 2− t

∣∣∣∣∣∣∣
=0

⇔ t3 − 4t2 − t + 4 = 0
⇔ (t− 1)(t− 4)(t + 1) = 0
⇔ t = 1, 4,−1

t=1の時の固有ベクトルは 1√
6




1
1
−2




t=4の時の固有ベクトルは 1√
3




1
1
1




t=-1の時の固有ベクトルは 1√
2




1
−1
0




以上より P=




1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

−2√
6

1√
3

0


とおくと、

P−1AP =




1 0 0
0 4 0
0 0 −1



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2.1.2 （２）

Q(x, y, z) =
(
x y z

)



1 2 1
2 1 1
1 1 2







x

y

z


と書ける。ここで

a=




x

y

z


 =P




x′

y′

z′


 = Pbとおくと、

ta =t btP =t bP−1 なので
taAa =t bP−1APb

=tb




1 0 0
0 4 0
0 0 −1


 b

= x′2 + 4y′2 − z′2 ≤ 4(x′2 + y′2 + z′2)
ここで x′2 + y′2 + z′2 =t bb

=taP tPa

=taa

=x2 + y2 + z2 = 1
よって taAa ≤ 4
taAa = 4とおくと、x′2 + 4y′2 − z′2 = 4(x′2 + y′2 + z′2)より
x′ = 0, y′ = ±1, z′ = 0このとき


x

y

z


 =




1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

−2√
6

1√
3

0







0
±1
0


 =



± 1√

3

± 1√
3

± 1√
3




また −(x′2 + y′2 + z′2) = −1 ≤ x′2 + 4y′2 − z′2

このとき x′ = 0, y′ = 0, z′ = ±1

よって




x

y

z


 =




1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

−2√
6

1√
3

0







0
0
±1


 =



± 1√

2

∓ 1√
2

0




以上より


x

y

z


 =



± 1√

3

± 1√
3

± 1√
3


のとき最大値４




x

y

z


 =



± 1√

2

∓ 1√
2

0


の時最小値-1(複合同順)

2.2 ２番の総評

（１）は絶対にできなくてはならない。（２）はラグランジュの未定乗数法でも良いが、この解答の方が計算が楽。行列

Ａの固有値の最大値、最小値がそのまま Q(x, y, z)の最大値、最小値になっているのに注目。難易度は５段階で２。
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3 ３番

3番¶ ³

xi = xi(t) (i = 1, 2, 3)に対する次の微分方程式系を考える。

d
dt




x1

x2

x3


 =



−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2







x1

x2

x3




(x1(0), x2(0), x3(0), ) = (3, 0, 0)

(1)x1(t) + x2(t) + x3(t)を求めよ。
(2)i=1,2,3に対して、xi(t)を求め、さらに limt→∞ xi(t)を求めよ。

µ ´

3.1 解答

3.1.1 （１）

dx1
dt = −2x1 + x2 + x3 ー（Ａ）

dx2
dt = x1 − 2x2 + x3 ー（Ｂ）

dx3
dt = x1 + x2 − 2x3 ー（Ｃ）

とおいて、（Ａ）～（Ｃ）の両辺を足し合わせると
d
dt (x1 + x2 + x3) = 0
よって (x1 + x2 + x3) = K(K は定数)
ここで初期条件より (x1 + x2 + x3) = 3

3.1.2 （２）

（１）より x1(t) = 3− x2(t)− x3(t)
これを（Ｂ）に代入して
dx2
dt = 3− x2 − x3 − 2x2 + x3

=−3x2 + 3
よって dx2

dt + 3x2 = 3
ここで積分因子として e3t を両辺にかけると

e3t dx2
dt + 3x2e

3t = 3e3t

よって d
dt (x2(t)e3t) = 3e3t

よって x2(t)e3t =
∫

3e3t = e3t + C(Cは定数)

以上より x2(t) = 1 + Ce−3t

初期条件より x2(0) = 0なので C = −1
よって x2(t) = 1− e−3t

同様にして x1(t) = 1 + 2e−3t

x3(t) = 1− e−3t

また limt→∞ x1(t) = 1
limt→∞ x2(t) = 1
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limt→∞ x3(t) = 1

3.2 ３番の総評

基本的な常微分方程式の問題。あまり難しくはない。選択すべき。難易度は５段階で２。

4 ４番（解答提案者T.K）

4番¶ ³

α > β > 1
2 , γ ∈ Rとする。広義積分

I(α, β, γ) =
∫∫

R2
|log(x2+y2)|γ

(x2+y2)α+(x2+y2)β dxdy

について次の問いに答えよ。

(1)I(α, β, γ) < ∞となる α, β, γ の条件を求めよ。

(2)I( 5
4 , 3

4 , 0)を求めよ。
µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

x = ev cos θ, y = ev sin θとおくと、| J |= e2v

よって I =
∫∫

R2
|log(x2+y2)|γ

(x2+y2)α+(x2+y2)β dxdy

=
∫ 2π

0

∫∞
−∞

|2v|δ
e2αv+e2βv e2vdvdθ

=2π2δ
∫∞
−∞

|v|δe2v

e2αv+e2βv dv

C1 = 2π2δ とおくと、
I

C1
=

∫ −1

−∞
|v|δe2v

e2αv+e2βv dv +
∫ 1

−1
|v|δe2v

e2αv+e2βv dv +
∫∞
1

|v|δe2v

e2αv+e2βv dv

ここで I1 =
∫ −1

−∞
|v|δe2v

e2αv+e2βv dv, I2 =
∫ 1

−1
|v|δe2v

e2αv+e2βv dv, I3 =
∫∞
1

|v|δe2v

e2αv+e2βv dvとおく

I3 について

e2αv ≤ e2αv + e2βv より
1

e2αv+e2βv ≤ 1
e2αv

v ≥ 1より | v |δ= vδ ≤ v|δ|

よって I3 ≤
∫∞
1

v|δ|e2v−2αvdv =
∫∞
1

v|δ|e−2(α−1)vdv

α− 1 > 0の時 t = 2(α− 1)vとすると
dv
dt = 1

2(α−1)

このとき I3 ≤ 1
{(2α−1)}|δ|+1

∫∞
2(α−1)

t|δ|e−tdt

≤ 1
{(2α−1)}|δ|+1

∫∞
0

t|δ|+1−1e−tdt

= 1
{(2α−1)}|δ|+1 Γ(| δ | +1) (Γ()はガンマ関数)

以上より α > 1の時 I3 < ∞
I1 について

I1 = − ∫ −∞
−1

|v|δe2v

e2αv+e2βv dv

−t = vとして
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I1 =
∫∞
1

tδe−2t

e−2αt+e−2βt dt

e−2βt < e−2αt + e−2βt

t ≥ 1より tδ ≤ t|δ|

I1 <
∫∞
1

t|δ|e−2t+2βtdt

=
∫∞
1

t|δ|e−2(1−β)tdt

1− β > 0の時 I3 の時と同様にして

I1 < { 1
2(1−β)}|δ|+1Γ(| δ | +1) < ∞

I2 について

−1 ≤ v ≤ 1で e−2 ≤ e2v ≤ e2

この時 2e−2α ≤ e−2α + e−2β ≤ e2αv + e2βv ≤ e2α + e2β ≤ 2e2α

よって e2v

e2αv+e2βv ≤ e2

e2αv+e2βv ≤ 1
2e−2α e2

よって I2 <
∫ 1

−1
| v |δ e2+2α

2 dv

=e2+2α

2

∫ 1

−1
| v |δ dv

=2
2e2+2α

∫ 1

0
vδdv

これは δ > −1の時収束
よって δ > −1の時 I2 < ∞
以上より α > 1, β < 1, δ > −1の時収束する。
逆に α ≤ 1, β ≥ 1, δ ≤ −1の時発散することを示す。
A:δ ≤ −1, B : δ > 1かつα ≤ 1, C : δ > −1かつβ ≤ 1
A のとき

I2 について∫ 1

−1
|v|δe−2

2e2α dv = +∞ よってこのとき I = ∞
Bと Cのとき

I3 について

v ≥ 1より e2αv + e2βv < 2e2αv

e2v

2e2αv = 1
2e2(1−α)v ≥ 1

2 (1− α ≥ 0より)
また v ≥ 1, δ > −1のとき vδ > 1

v

よって I3 >
∫∞
1

vδe2v

2e2αv dv ≥ ∫∞
1

1
2vδdv = 1

2

∫∞
1

1
v dv = ∞

よって Bの時 I3 = ∞
I1 についても同様。

以上より A ∪B ∪ C ならば I は発散する。

よって α > 1, β < 1, δ > −1とＩが収束することは必要十分条件であることが示せた。

4.1.2 （２）

I( 5
4 , 3

4 , 0) =
∫∫

R2
1

(x2+y2)
5
4 +(x2+y2)

3
4
dxdy

ここで極座標変換すると

I( 5
4 , 3

4 , 0) =
∫∞
0

∫ 2π

0
r

r
5
2 +r

3
2
drdθ

=2π
∫∞
0

1

r
3
2 +r

1
2
dr

√
r = tとおくと、 dt

dr = 1
2

1√
r

= 1
2

1
t

以上より I( 5
4 , 3

4 , 0) = 4π
∫∞
0

1
t2+1dt

=4π[tan−1 t]∞0
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=4π π
2 =2π2

4.2 総評

(１)は難しすぎる。だが、（１）ができなくても（２）はできるので部分点は取れる。難易度は５段階で当然５。

5 ５番

5番¶ ³

連続な確率変数 X は、Ｙ軸対称な確率密度関数 f(x)をもち、その平均と分散は E(X) = 0, V (X) = σ2であるとす

る。次の問いに答えよ。

(1)Xから新しい確率変数 Y を次のように定義する。

Y =





X X ≥ 0

0 X < 0
今、Y の平均を E(Y ) = µとするとき、その分散 V (Y )を求めよ。
さらに、確率変数 Zを

Z =





0 X ≥ 0

X X < 0
で定義するとき、その平均 E(Z),と分散 V(Z) を求めよ。

(2)k > 0に対して、確率変数Wを

W = 2
k+ 1

k

(kY + Z
k )

で定義する。このとき、Wの平均 E(W)と分散 V(W) を求めよ。

(3)k > 0に対して、Wの期待値の取りうる範囲を求めよ。
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

V (Y ) = E(Y 2)− {E(Y )}2
ここで E(Y 2) =

∫∞
−∞ y2fY (y)dy

=
∫∞
0

x2f(x)dx

=1
2V (X)

=1
2σ2

よって V (Y ) = 1
2σ2 − µ2

E[Z]=
∫∞
−∞ zfZ(z)dz

=
∫ 0

−∞ xfX(x)dx

=− ∫∞
0

xfX(x)dx

=−µ

E(Z2) =
∫∞
−∞ z2fZ(z)dz

=
∫ 0

−∞ z2fZ(z)dz

=
∫∞
0

x2fX(x)dx(X はＹ軸対称なので)
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=1
2σ2

よって V (Z) = 1
2σ2 − µ2

5.1.2 （２）

E(W ) = 2
k+ 1

k

(kE(Y ) + E(Z)
k )

= 2k
k2+1 (kµ− 1

kµ)
= 2k

k2+1
k2−1

k µ

=2k2−1
k2+1µ

V (W ) = ( 2k
k2+1 )2V (kY + Z

k )
=( 2k

k2+1 )2{k2V (Y ) + 1
k2 V (Z) + 2Cov(Y, Z)}

ここで Cov(Y, Z) = E(Y Z)− E(Y )E(Z)
=0− µ(−µ)
=µ2

以上より V (W ) = ( 2k
k2+1 )2{k2(1

2σ2 − µ2) + 1
k2 (1

2σ2 − µ2) + 2µ2}

5.1.3 （３）

（２）から E(W ) = 2µk2−1
k2+1

=2µ(1− 2
k2+1 )

よって k > 0の時、−2µ < E[W ] < 2µ

5.2 ５番の総評

問題文では「f(x)は原点対称」と書いてあるが、これだと f(x)が負の値を取ってしまうので、恐らく問題文が間違ってい

ると思われる。正しくは「f(x)はＹ軸対称」であろう。この解説も f(x)はＹ軸対称としている。難易度は５段階で２から

2.5くらい。

6 ６番

6番¶ ³

平均 λのポアソン分布を正の値に制限した確率変数を X とする。すなわち

P (X = k) = e−λ

1−e−λ
λk

k! k = 1, 2,・・・

である。次の問いに答えよ。

(1)Xの確率母関数 Q(z) = E(zX)を求めよ。
(2)次の確率変数 Y は e−λ の不偏推定量であることを示せ。

µ ´
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6.1 解答

6.1.1 （１）

E(zX) =
∑∞

k=1 p(X = k)zk

= e−λ

1−e−λ

∑∞
k=1

λk

k! z
k

= e−λ

1−e−λ (eλz − 1)

6.1.2 （２）

E(Y ) =１・{P (X = 1) + P (X = 3) + P (X = 5) +・・・} − 1・{P (X = 2) + P (X = 4) +・・・}
=1・

∑∞
k=1 P (X = 2k − 1)− 1・

∑∞
k=1 P (X = 2k)

= e−λ

1−e−λ {
∑∞

k=1
λ2k−1

(2k−1)! −
∑∞

k=1
λ2k

(2k)!}
= e−λ

1−e−λ {λ− λ2

2! + λ3

3! − λ4

4! + λ5

5! −・・・}
= e−λ

1−e−λ (1− e−λ)
=e−λ

よって E(Y ) = e−λ なのでＹは e−λ の不偏推定量である。

6.2 ６番の総評

これもあまり難しくはない。選択すべき。難易度は５段階で２。

7 ７番

７番¶ ³

確率変数ＸとＹは互いに独立でそれぞれ標準正規分布N(0,1)に従うとする。Z = X2+Y とし、M(g) = E[{Z−g(X)}2]
とするとき、次の問に答えよ。

(1)g(X)がＸの一次関数 g(X)=aX+b（a,bは実数）であるとき、M(g)を最小にする a,bの値、およびその時のM(g)の

最小値を求めよ。

(2)g(X)をＸの連続関数とするとき、M(g)を最小にする g(X)を求め、その理由を述べよ。その時の M(g)の最小値

を求めよ。

µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）

Z = X2 + Y なので

E((Z − g(X))2) = E((X2 + Y − g(X))2)
=E((X2 − g(X))2) + 2E((X2 − g(X)))E(Y ) + E(Y 2)(X とＹは独立なので)

=E((X2 − g(X))2) + 1 (E(Y 2) = 1なので)

G(X) = aX + bなので
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M(g)=E(X4) + a2E(X2) + b2 − 2aE(X3) + 2abE(X)− 2bE(X2) + 1
ここで E(X2) = 1, E(X3) = 0, E(X4) = 3なので
M(g)=4 + a2 + b2 − 2b

=a2 + (b− 1)2 + 3
よってM(g)は a=0,b=1の時、最小値３を取る。

7.1.2 （２）

（１）より g(X)=X2 の時最小値１を取る。

7.2 ７番の総評

(1)のような式変形に気づけば容易。難易度は５段階で 2.5から３。

全体的な総評

必答の２問はごく標準的な問題。１番のチェインルールは去年とほとんど同じ形式である。３～７のうち、３，６を選

ぶのが一番良い。統計ができる人は５、７も十分手が出せるだろう。ただ４はかなりの難問なので、統計ができない人

にとってはだいぶ苦しい出題内容だったと思われる。
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1 １番

１番¶ ³

積分

I =
∫∞
0

cos kx
x2+a2 dx (a > 0)

の値を複素積分を用いて計算せよ。ただし、kは実数とする。
µ ´

1.1 解答

f(z) = eikz

z2+a2 とおく

f(z)の上半平面にある曲は z = aiで１位の極である。その留数は

Resz=aif(z) = limz→ai
eikz

z+ai = e−ak

2ai

ここで二つの積分路 C1 = {z; zは実数で | z |< R (Rは実数)}, C2 = {| z |= R, Imz ≥ 0}を設定し、C = C1 + C2 とお

く。

limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0を示す。

limR→∞ | ∫
C2

f(z)dz |≤ limR→∞
∫

C2
| f(z) || dz |

=limR→∞
∫

C2
| eikz

z2+a2 || dz |
z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)とおくと、dz

dθ = iReiθ、よって | dz |= Rdθ

よって
∫

C2
| eikz

z2+a2 || dz |≤ ∫ π

0
| eikReiθ

R2e2iθ+1
| Rdθ

≤ ∫ π

0
|eikR cos θ||e−kR sin θ|

|R2e2iθ|−1
dθ=

∫ π

0
e−kR sin θ

R2−1 dθ

ここで
∫ π

0
e−kR sin θdθ = 2

∫ π
2

0
e−kR sin θdθ = 2

∫ π
2

0
1

ekR sin θ dθ ≤ 2
∫ π

2
0

1

ekR 2θ
π

dθ = 2
∫ π

2
0

e−kR 2θ
π dθ

=[− π
2kRe−kR 2θ

π ]
π
2
0 = − π

2kR (e−kR − 1)
よって

∫ π

0
e−kR sin θ

R2−1 dθ ≤ − π
2kR(R2−1) (e

−kR − 1)
ここで limR→∞− π

2kR(R2−1) (e
−kR − 1) = 0

以上より limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0ー（Ａ）

ここで留数定理より
∫

C
f(z)dz = 2πiResz=aif(z) = π

a e−ak ー（Ｂ）

また limR→∞
∫

C
f(z) = limR→∞

∫
C1

f(z) + limR→∞
∫

C2
f(z)

=limR→∞
∫

C1
f(z)ー（Ｃ） (（Ａ）より)

（Ｂ）より limR→∞
∫

C
f(z)dz = π

a e−ak ー（Ｄ）

（Ｃ）、（Ｄ）より limR→∞
∫

C1
f(z) =

∫∞
−∞ f(z)dz = π

a e−ak ー（Ｅ）

（Ｅ）において
∫∞
−∞

cos kz
z2+a2 dz + i

∫∞
−∞

sin kz
z2+a2 dz = π

a e−ak

∫∞
−∞

cos kz
z2+a2 dz,

∫∞
−∞

sin kz
z2+a2 dzは実数なので∫∞

−∞
cos kz
z2+a2 dz = π

a e−ak

∫∞
−∞

cos kz
z2+a2 dzは偶関数なので∫∞

0
cos kz
z2+a2 dz = π

2ae−ak

1.2 １番の総評

極めて基本的な複素積分の問題。絶対に選択すべき。難易度は５段階で２。

71



2 ２番

２番¶ ³

I = [0,∞)で連続な関数 f0(x)を用いて
fn(x) =

∫ x

0
fn−1(ξ)dξ, n = 1, 2,・・・

で関数列 {fn(x)}n=0,1,2,3,・・・を定めるとき、次の問に答えよ。

(1)n=0,1,2,・・・に対し

gn(x) =
∫ x

0
ex−ξfn(ξ)dξ, hn(x) =

∫ x

0
eξ−xfn(ξ)dξ

とおいて gn(x)を fn+1(x)と gn+1(x)で、hn(x)を fn+1(x)と hn+1(x)で表せ。
(2)n=0,1,2,・・・に対し、

fn+2(x) = 1
2

∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)(fn(ξ)− fn+2(ξ))dξ

を示せ。

(3)F(x)=
∑∞

n=1 f2n(x)はＩ上広義一様収束することを示し、F(x)を f0 で表せ。
µ ´

2.1 解答

2.1.1 （１）

fn+1(x) =
∫ x

0
fn(ξ)dξより dfn+1(x)

dx = fn(x)
よって gn(x) =

∫ x

0
ex−ξfn(ξ)dξ

=
∫ x

0
ex−ξ dfn+1(ξ)

dξ dξ

=[ex−ξfn+1(ξ)]x0 +
∫ x

0
ex−ξfn+1(ξ)dξ,

=fn+1(x)− exfn+1(0) + gn+1(x)
ここで fn+1(0) =

∫ 0

0
fn−1(ξ)dξ = 0

よって gn(x) = fn+1(x) + gn+1(x)
同様にして hn(x) =

∫ x

0
eξ−xfn(ξ)dξ

=
∫ x

0
eξ−x dfn+1(ξ)

dξ dξ

=[eξ−xfn+1(ξ)]x0 −
∫ x

0
eξ−xfn+1(ξ)dξ

=fn+1(x)− hn+1(x)

2.1.2 （２）

（右辺）=1
2

∫ x

0
ex−ξfn(ξ)dξ − 1

2

∫ x

0
ex−ξfn+2(ξ)dξ − 1

2

∫ x

0
eξ−xfn(ξ)dξ + 1

2

∫ x

0
eξ−xfn+2(ξ)dξ

=1
2{gn(x)− gn+2(x)}+ 1

2{hn+2(x)− hn(x)}
ここで（１）より {

fn+2(x) = gn+1(x)− gn+2(x)
fn+1(x) = gn(x)− gn+1(x)

これより fn+2(x) + fn+1(x) = gn(x)− gn+2(x)ー（Ａ）
また {

fn+2(x) = hn+1(x) + hn+2(x)
fn+1(x) = hn(x) + hn+1(x)
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これより fn+2(x)− fn+1(x) = hn+2(x)− hn(x)ー（Ｂ）
（Ａ）、（Ｂ）より（右辺）=1

2{fn+2(x) + fn+1(x)}+ 1
2{fn+2(x)− fn+1(x)} = fn+2(x)

2.1.3 （３）

F (x) =
∑∞

n=1 f2n(x) = limn→∞{f2 + f4 +・・・+ f2n}
=limn→∞ 1

2

∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)(f0(ξ)− f2n(ξ))dξ(（２）を使った)

ここで limn→∞
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)fn(ξ)dξについて考える。

f0(x)を n回不定積分したものを Gn(x)とおく。
f1(x) =

∫ x

0
f0(x)dx = [G1(x)]x0 = G1(x)−G1(0)

f2(x) =
∫ x

0
f1(x)dx = [G2(x)−G1(0)x]x0 = G2(x)−G1(0)x−G2(0)

f3(x) =
∫ x

0
f2(x)dx = [G3(x)− G1(0)

2 x2 −G2(0)x]x0 = G3(x)−G3(0)−G2(0)x− G1(0)
2 x2

これを繰り返して fn(x) = Gn(x)−Gn(0)−Gn−1(0)x− 1
2!Gn−2(0)x2 − 1

3!Gn−3(0)x3 −・・・− 1
(n−1)!G1(0)xn−1 ー（A）

ここで Gn(x)について [0, x]でマクローリン展開すると
Gn(x) = Gn(0) + Gn−1(0)x + Gn−2(0)x2

2! +・・・+ G1(0) xn−1

(n−1)! + G0(cx)xn

n! (0 < c < 1)ー（B）

（B）を（A）に代入して fn(x) = G0(cx)xn

n! = f0(cx)xn

n!

よって
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξがある値に広義一様収束することを示せば良い。

x ∈ [a, b]0 ≤ a < bを取る。

| ∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξ |≤ ∫ x

0
(| ex−ξ | + | eξ−x |) | f0(cξ) | ξn

n! dξ ≤ ∫ b

0
(| eb−ξ | + | eξ−a |) | f0(cξ) | ξn

n! dξ

f は [a, b]上の連続関数なので [a, b]において最大値を取る。その最大値を fmax とおくと、

| ∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξ |≤ fmax× bn

n!

∫ b

0
(| eb−ξ | + | eξ−a |)dξ

ここで ∀ε | fmax× bn

n!

∫ b

0
(| eb−ξ | + | eξ−a |)dξ − 0 |≤ ε

となるように nの値を定めると、nは εにしかよらない。

以上より
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξ =
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)fn(ξ)dξは [a, b]で０に一様収束する。

よって F (x)は 1
2

∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(ξ)dξに I 上広義一様収束する。

2.2 ２番の総評

(1)と (2)はなんとかなり、部分点は取れるだろう。しかし、(3)は極めて難しい。難易度は５段階で 4.5。
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3 ３番

３番¶ ³

f(x) をＲ上の滑らかな関数で次の条件を満たすとする。

f ′(x) ≥ 0(x ∈ R) f ′(x) ≥ 1(x ≥ 0)
f(0) = 1, limx→−∞ f(x) = 0
微分方程式の初期値問題

ẍ(t) + f ′(x(t)) = 0(t > 0) x(0) = 0, ẋ(0) = 1
の解 x(t)(0 ≤ t < ∞)について次の問に答えよ。

(1)x(t)は全ての t ≥ 0に対して
1
2 ẋ(t)2 + f(x(t)) = 3

2

を満たすことを示せ。

(2)時刻 t∗ > 0が存在して、x(t)は 0 ≤ t ≤ t∗で単調に増加し、t=t∗で最大値を取り、t > t∗で単調に減少すること

を示せ。

(3)limt→∞ x(t) = −∞を示せ。
(4)極限 limt→∞

x(t)
t を求めよ。

µ ´

3.1 解答

3.1.1 （１）

ẍ(t) + f ′(x(t)) = 0の両辺を tで積分して
1
2 ẋ(t)2 + f(x(t)) = C(C は定数)
ẋ(0) = 1, f(x(0)) = f(0) = 1より C = 1

2 + 1 = 3
2

よって 1
2 ẋ(t)2 + f(x(t)) = 3

2

3.1.2 （２）

ẍ(t) + f ′(x(t)) = 0(t > 0)より f ′(x(t)) = −ẍ(t)
ここで f ′(x) ≥ 1(x ≥ 0)より −ẍ(t) ≥ 1 (x(t) ≥ 0)
よって ẍ(t) ≤ −1 (x(t) ≥ 0)
以上より ẋ(t)は x(t) > 0で単調減少する。
ここで ẋ(0) = 1, x(0) = 0, ẍ(t) ≤ −1より x(t)は 0 ≤ t ≤ t∗ で単調増加し、t=t∗ で最大値を取り、t > t∗ で単調に減少

する

3.1.3 （３）

(2)より t ≥ t∗ で ẋ(t) ≤ 0、また ẍ(t) ≤ −1(x(t) ≥ 0)より x(t∗∗) = 0を満たす t∗∗ > t∗ が存在する。

(2)より x(t)は t > t∗∗ で単調減少するので

limt→∞ f(x(t)) = 0 (limx→−∞ f(x) = 0より)
ここで（１）より ẋ(t) = −

√
3− 2f(x(t))(ẋ(t) < 0より)
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また f(x(0)) = f(0) = 1
よって −√3 ≤ x(t) ≤ −1
以上より limt→∞ x(t) = −∞

3.1.4 （４）

(3)より limt→∞ ẋ(t) = limt→∞−
√

3− 2f(x(t)) = −√3
ここで limt→∞ x(t) = ∞, limt→∞ t = ∞からロピタルの定理より
limt→∞

x(t)
t = limt→∞ ẋ(t) = −√3

3.2 ３番の総評

解答を読めば十分理解できるだろうが、結構取り組みにくい。難易度は５段階で４。

4 ４番

４番¶ ³

n本の n次元縦ベクトル {g1,・・・gn}が正規直交系を成し、f を tg1f 6= 0なる n次元縦ベクトルとする。行列

A=I + λf tg1, Iは n× n単位行列、λはスカラー

について次の問に答えよ。

(1)f, gj(j = 2, 3, 4,・・・)がＡの固有ベクトルであることを示せ。さらに、Ａのジョルダン標準系を求めよ。
(2)detAを求めよ。

(3)Aの逆行列 A−1 が存在するための条件を求めよ。さらに A−1 を I + µf tg1(µはスカラー)の形で求めよ。
µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

A = I + λf tg1 より

Af = (I + λf tg1)f
=f + λf tg1f

=(1 + λtg1f)f
また Agj = (I + λf tg1)gj (j = 2, 3,・・・n)
=gj ({g1・・・gn}は正規直交系なので)

4.1.2 （２）

行列式は固有値の積なので

detA = 1 + λtg1f
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4.1.3 （３）

A−1 が存在するには、detA 6= 0、すなわち 1 + λtg1f 6= 0であればよい。
A−1 = I + µf tg1 とおくと、

AA−1 = (I + λf tg1)(I + µf tg1)
=I + (µ + λ)f tg1 + µλf tg1f

tg1

=I + (µ + λ)f tg1 + (µλtg1f)f tg1

=I + (µ + λ + µλtg1f)f tg1

A・A−1 = I なので µ + λ + µλtg1f = 0
よって µ = −λ

1+λtg1f

以上より A−1 = I − λ
1+λtg1f f tg1

4.2 ４番の総評

ジョルダン標準形を知らなくても（１）でＡの固有ベクトルさえ求められれば、（２）（３）を解くことができる。ただ、

（３）はなかなか難しい。難易度は５段階で４。

5 ５番

５番¶ ³

X,Y は次のような確率変数とする。X は平均 µ(µ > 0)、分散 σ2 を持ち、Y はＸ＝ｘが与えられたという条件の下

で、平均 x
2、分散 x2τ2 を持つとする。次の問に答えよ。

(1)Yの平均と分散を求めよ。

(2)R=X-Yとするとき、Rと Y の相関係数 ρを求めよ。

(3)(2)で求めた相関係数 ρに対して

limσ→0 ρ および limτ→0 ρ

を求めよ
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

X, Y を連続型の確率変数として示す。

f(x, y)を同時密度関数とし、f1(x) =
∫∞
−∞ f(x, y)dyであり、f2(y) =

∫∞
−∞ f(x, y)dx

f1(x|y) = f(x,y)
f2(y)

f2(y|x) = f(x,y)
f1(x) とおくと条件より

E[X] =
∫∞
−∞ xf1(x)dx =

∫∞
−∞

∫∞
−∞ xf(x, y)dxdy = µ-(a)

V [X] =
∫∞
−∞(x− µ)2f1(x)dx =

∫∞
−∞

∫∞
−∞(x− µ)2f(x, y)dxdy = σ2-(b)

E[Y |X = x] =
∫∞
−∞ y f(x,y)

f1(x) dy = x
2 -(c)

V [Y |X = x] =
∫∞
−∞(y − x

2 )2 f(x,y)
f1(x) dy = x2τ2 − (d)

(c)より
∫∞
−∞

∫∞
−∞ yf(x, y)dxdy =

∫∞
−∞

x
2 f1(x)dx = µ

2 ((c)より)
よって E[Y ] = µ

2
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(d)より
∫∞
−∞

∫∞
−∞(y2 − xy + x2

4 )f(x, y)dxdy = τ2
∫∞
−∞ x2f1(x)dx

⇔ ∫∞
−∞

∫∞
−∞ y2f(x, y)dxdy = τ2(σ2 + µ2)− 1

4 (σ2 + µ2) +
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xyf(x, y)dxdy

ここで
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xyf(x, y)dxdy =

∫∞
−∞ xf1(x)dx

∫∞
−∞ yf2(y|x)dy

=
∫∞
−∞

x2

2 f1(x)dx

=1
2 (σ2 + µ2)-(e)

よって
∫∞
−∞

∫∞
−∞ y2f(x, y)dxdy = (τ2 − 1

4 )(σ2 + µ2) + 1
2 (σ2 + µ2) = (τ2 + 1

4 )(σ2 + µ2)
以上より V [Y ] = E[Y 2]− E[Y ]2 = τ2(σ2 + µ2) + 1

4σ2

5.1.2 （２）

Cov(R, Y ) = Cov(X − Y, Y ) = Cov(X,Y )− V (Y )
ここで Cov(X, Y ) =

∫∞
−∞ xyf(x, y)dxdy − E[X]E[Y ]

=1
2 (σ2 + µ2)− µ・µ

2

=1
2σ2

よって Cov(R, Y ) = 1
2σ2 − τ2(σ2 + µ2)− 1

4σ2

=1
4σ2 − τ2(σ2 + µ2)
また V [R] = V [X − Y ] = V [X] + V [Y ]− 2Cov(X,Y )
=1

4σ2 + τ2(σ2 + µ2)

よって ρ = Cov(R,Y )√
V [R]

√
V [Y ]

=
1
4 σ2−τ2(σ2+µ2)
1
4 σ2+τ2(σ2+µ2)

5.1.3 （３）

limσ→0 ρ = −τ2µ2

τ2µ2 = −1, limτ→0 ρ =
1
4 σ2

1
4 σ2 = 1

5.2 ５番の総評

比較的やりやすい問題。統計ができる人は絶対に選択すべき。難易度は５段階で３。
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6 ６番

６番¶ ³

２次元確率ベクトル Y=

(
Y1

Y2

)
が二次元正規分布に従う時、その確率密度関数は

f(y) = (2π)−1[det(V )]−
1
2 exp[− (y−µ)T V −1(y−µ)

2 ], y =

(
y1

y2

)

で与えられる。ここに µ =

(
µ1

µ2

)
はＹの平均ベクトル、および、V=

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)
はＹの分散共分散行列であり、

det(V )はその行列式である。またＴはベクトルまたは行列の転置を表す。次の問に答えよ。
(1)いま、Q = (y − µ)T V −1(y − µ)が
Q = 4y2

1 + 7y2
2 + 4y1y2 − 16y1 − 8y2 + 16

であるとき、µと V を求めよ。さらにそれを用いて f(y) を書き下せ。

(2)Y1と Y2 の相関係数を求めよ。
µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

Q =
(
y1 − µ1 y2 − µ2

) (
4 a

a 7

) (
y1 − µ1

y2 − µ2

)
とおくと

Q = 4y2
1 + 7y2

2 + y1(−8µ1 − 2aµ2) + y2(−2aµ1 − 14µ2) + 2ay1y2 + 4µ2
1 + 2aµ1µ2 + 7µ2

2

よって 



−8µ1 − 2aµ2 = −16
−2aµ1 − 14µ2 = −8
2a = 4
4µ2

1 + 2aµ1µ2 + 7µ2
2 = 16

これより





µ1 = 2
µ2 = 0
a = 2

よって Q =
(
y1 − 2 y2

) (
4 2
2 7

) (
y1 − 2

y2

)
とおける。以上より µ =

(
2
0

)

また

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)−1

=

(
4 2
2 7

)
より

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)
= 1

24

(
7 −2
−2 4

)

このとき detV = 1
24

以上より f(y) = 1
2π

1√
1
24

exp(−(4y2
1 + 7y2

2 + 4y1y2 − 16y1 − 8y2 + 16))

=
√

3
π exp(−(4y2

1 + 7y2
2 + 4y1y2 − 16y1 − 8y2 + 16))
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6.1.2 （２）

ρY1,Y2 = σ12
σ1σ2

= −1√
7

6.2 ６番の総評

統計ができる人にとっては十分取り組める問題。難易度は５段階で３。

7 ７番

７番¶ ³

確率変数 X とＹは互いに独立で、それぞれ正規分布 N(µ, σ2
1)、N(0, σ2

2)に従うとする。また Z = X + Y とする。

次の問に答えよ。

(1)Z=zが与えられている時の X の条件付き密度関数 p(x|z)を求めよ。
(2)Zが与えられているときのＸの条件付き期待値 E(X|Z)を求めよ。
(3)f(z) = (Z − µ)2, g(Z) = {E(X|Z)− µ}2 とするとき、f(Z) と g(Z)の期待値の比
E[g(Z)]
E[f(Z)]

はＸとＹの分散の比にのみ依存することを示せ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）
{

Z = X + Y

W = X

とおくと {
Y = Z −W

X = W

よって J=

∣∣∣∣∣
∂X
∂W

∂X
∂Z

∂Y
∂W

∂Y
∂Z

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

1 0
−1 1

∣∣∣∣∣ = 1

よってWと Zの同時確率密度関数は

fW,Z(w, z) = 1・fX(x)fY (z − w) = 1√
2πσ2

1

exp(− (w−µ)2

2σ2
1

) 1√
2πσ2

2

exp(− (z−w)2

2σ2
2

)

ここで Z=X+Y で、X、Y はそれぞれ N(µ, σ2
1),N(0, σ2

2)に従って、X,Y は共に独立なので Zは N(µ, σ2
1 + σ2

2)に従う。
よって Zの確率密度関数は

fZ(z) = 1√
2π(σ2

1+σ2
2)

exp(− (z−µ)2

2σ2
1+σ2

2
)

よって p(x|z) = fX,Z(x,z)
fZ(z)

=

1√
2πσ2

1

exp(− (x−µ)2

2σ2
1

) 1√
2πσ2

2

exp(− (z−x)2

2σ2
2

)

1√
2π(σ2

1
+σ2

2
)
exp(− (z−µ)2

2σ2
1
+σ2

2
)

= 1√
2π

σ2
1

σ2
2

σ2
1
+σ2

2

exp(− 1
2

{x−µσ2
2+zσ2

1
σ2
1
+σ2

2
}2

σ2
1

σ2
2

σ2
1
+σ2

2

)
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7.1.2 （２）

(1)より p(x|z)は平均が zσ2
1+µσ2

2
σ2
1+σ2

2
の正規分布である。

よって E(X|Z) = zσ2
1+µσ2

2
σ2
1+σ2

2

7.1.3 （３）

E[Z] = µ,E[Z2] = V [Z] + E[Z2] = σ2
1 + σ2

2 + µ2

よって E[g(Z)] = E[( zσ2
1+µσ2

2
σ2
1+σ2

2
− µ)2] = σ4

1
σ2
1+σ2

2

E[f(Z)] = E[(Z − µ)2] = V [Z] = σ2
1 + σ2

2

よって E[g(Z)]
E[f(Z)] = σ4

1
(σ2

1+σ2
2)2

= σ4
1

σ4
1(1+

σ2
2

σ2
1
)2

= 1

(1+
σ2
2

σ2
1
)2

よって σ2
1

σ2
2
の比にのみ依存する。

7.2 ７番の総評

計算量が半端ない。この解答ではその尋常ではない計算過程を省略した。難易度は５段階で４か 4.5くらい。

8 ８番

８番¶ ³

µ ´

8.1 解答

9 ９番

９番¶ ³

さいころを n回投げるとき、「同じ目が３回以上続くことはない」という事象の確率を求めよ。
µ ´

9.1 解答

さいころを１回または２回しか振らないときは絶対に同じ目が三回以上続くことはないのでその確率は１。

さいころを三回以上振ることを考える。

解答は (105+47
√

5)( 5+3
√

5
2 )n−3+(105−47

√
5)( 5+3

√
5

2 )n−3

6n
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9.2 ９番の総評

私はこの問題を解くのに８時間かかった。（ちなみに Y.N君は４５分で解いたらしいが・・）もっと丁寧に解答を書きた

かったが、これで許して下さい。難易度は５段階で５。

10 全体的な総評

この年は１番以外はどれも非常に取り組みにくい。取り組みやすいのは１、５，６の３題。これは十分完答が狙える。こ

れ以外の問題は時間内に解ききるのは非常に難しいだろう。部分点がとりやすいのは、２。統計ができない人は半分取

るのも難しかったのではないだろうか？？
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平成１５年度　システム人間系　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

x = r cos θ, y = r sin θなので

r =
√

x2 + y2, θ = tan−1( y
x )

よって ∂r
∂x = 1

2 (x2 + y2)−
1
2・2x = x√

x2+y2
= cos θ, ∂r

∂y = sin θ

∂2r
∂x2 = sin2 θ

r , ∂2r
∂y2 = cos2 θ

r
∂θ
∂x = − sin θ

r , ∂2θ
∂x2 = 2 sin θ cos θ

r2

∂θ
∂y = cos θ

r , ∂2θ
∂y2 = − 2 sin θ cos θ

r2

ここで ∂f
∂x = ∂f

∂r
∂r
∂x + ∂f

∂θ
∂θ
∂x = ∂g

∂r
∂r
∂x + ∂g

∂θ
∂θ
∂x より

∂2f
∂x2 = ∂2g

∂r2 ( ∂r
∂x )2 + 2 ∂2g

∂θ∂r
∂θ
∂x

∂r
∂x + ∂2g

∂θ2 ( ∂θ
∂x )2 + ∂g

∂r
∂2r
∂x2 + ∂g

∂θ
∂2θ
∂x2

また ∂2f
∂y2 = ∂2g

∂r2 ( ∂r
∂y )2 + 2 ∂2g

∂θ∂r
∂θ
∂y

∂r
∂y + ∂2g

∂θ2 ( ∂θ
∂y )2 + ∂g

∂r
∂2r
∂y2 + ∂g

∂θ
∂2θ
∂y2

よって ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = ∂2g
∂r2 + 1

r2
∂2g
∂θ2 + 1

r
∂g
∂r

1.1.2 （２）

42f = ( ∂2

∂r2 + 1
r

∂
∂r )(∂2g

∂r2 + 1
r

∂g
∂r )

=∂4g
∂r4 + 1

r
∂3g
∂r3 + ∂2

∂r2 ( 1
r

∂g
∂r ) + 1

r
∂
∂r ( 1

r
∂g
∂r )

=∂4g
∂r4 + 2

r
∂3g
∂r3 − 1

r2
∂2g
∂r2 + 1

r3
∂g
∂r

1.2 １番の総評

３年連続でチェインルールの問題である。前２年をやっていれば十分できるはず。（２）は新傾向だが。難易度は５段階

で３。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

t=2に対して




√
2

1
−√3


 t = 5の時




1
−√2

0


 t=8の時




√
2

1√
3




P=




1√
3

1√
3

1√
3

1√
6

−√2√
3

1√
6

−1√
2

0 1√
2


とおくと、

P−1AP =




2 0 0
0 5 0
0 0 8



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2.1.2 （２）

5x2 + 5y2 + 5z2 + 2
√

6xz + 2
√

3yz = 8を行列形式で書くと

(
x y z

)



5 0
√

6
0 5

√
3√

6
√

3 5







x

y

z


 = 8ー（Ａ）

ここで a =




x′

y′

z′


 b =




x

y

z


とおいて a =t Pbとおくと（A）は

tb




5 0
√

6
0 5

√
3√

6
√

3 5


 b = 8

⇔t atP




5 0
√

6
0 5

√
3√

6
√

3 5


Pa = 8

⇔
(
x′ y′ z′

)



2 0 0
0 5 0
0 0 8







x′

y′

z′


 = 8

よって 2x′2 + 5y′2 + 8z′2 = 8
⇔ x′2

4 + 5
8y′2 + z′2 = 1

この平面を S′ とおく。x′y′z′ 平面において、l′ =t (1 0 0)であるとき、l′ が S’を切り取る線分の長さは最大になり、そ

の長さは４．

よって xyz平面においては

l = Pl′ =




1√
3

1√
3

1√
3

1√
6

−√2√
3

1√
6

−1√
2

0 1√
2







1
0
0


 =




1√
3

1√
6

−1√
2




以上より l の方向ベクトルは t( 1√
3

1√
6
− 1√

2
)であり、これが切り取る線分の長さは４。

2.2 ２番の総評

似たような問題はどこかでやったことがあるはず。難易度は５段階で 2.5くらい。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

dy
dx + ay = f(x)より

y = e−
∫

adx{∫ x

0
e
∫

adtf(t)dt + C}(Cは定数)

=e−ax{∫ x

0
eatf(t)dt + C}

y(0) = C = bより

y = e−ax{∫ x

0
eatf(t)dt + b}
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ここで limx→∞ be−ax = 0

limx→∞ e−ax
∫ x

0
eatf(t)dt = limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt

eax

limx→∞
∫ x

0
eatf(t)dt = +∞の時、ロピタルの定理より

limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt

eax = limx→∞
eaxf(x)

aeax = limx→∞
f(x)

a = 0(x > M で f(x) = 0より)
limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt < +∞の時、

limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt

eax = 0
以上より limx→∞ y(x) = 0

3.1.2 （２）
∫∞
0
| f(x) | dx < +∞⇒ limn→∞

∫ n+1

n
| f(x) | dx = 0

すなわち ∀ε, ∃N0n ≤ N0 ⇒
∫ n+1

n
| f(x) | dx < εが言える。

ここで y(x) =
∫ x

0
eatf(t)dt+b

eax より

| y(x) |≤
∫ x

0
eat|f(t)|dt

eax + |b|
eax ≤

∫ [x]+1

0
eat|f(t)|dt

eax + |b|
eax ≤

∑[x]+1

k=1

∫ k

k−1
eat|f(t)|dt

ea[x] + |b|
eax

ここで
∫ k

k−1
eat | f(t) | dt ≤ eak

∫ k

k−1
| f(t) | dtより

| y(x) |≤
∑[x]+1

k=1
eak

∫ k

k−1
|f(t)|dt

ea[x] + |b|
eax ≤

∑N0−1

k=1
eak

∫ k

k−1
|f(t)|dt

ea[x] +
∑[x]+1

k=N0
eak

∫ k

k−1
|f(t)|dt

ea[x] + |b|
eax

<
ε
∑[x]+1

k=N0
eak

ea[x] + A
ea[x] + B

ea[x] (A =
∑[x]+1

k=N0
eak

∫ k

k−1
| f(t) | dt,B =| b |とおいた）

= ε
ea([x]+1)−eaN0

ea−1

ea[x] + A
ea[x] + B

ea[x]

= ε ea([x]+1)

ea[x](ea−1)
− εeaN0

ea[x](ea−1)
+ A

ea[x] + B
ea[x]

よって limx→∞ | y(x) |< limx→∞{ εea

ea−1 − εeaN0

ea[x](ea−1)
+ A

ea[x] + B
ea[x] } = εea

ea−1

これが任意の εについて成立するので、limx→∞ | y(x) |= 0が成立する。
以上より

∫∞
0
| f(x) | dx < ∞が成り立つ時、limx→∞ y(x) = 0が成立する。

3.2 ３番の総評

(2)は結構難しい。難易度は５段階で 3.5くらい。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

真数条件より x > 0, y > 0, 1− x− y > 0が成立するので x > 0, y > 0, x + y < 1

また

∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1−y

x(1−x−y)
1

1−x−y
1

1−x−y
1−x

y(1−x−y)

∣∣∣∣∣ = 1
xy(1−x−y)

よって I(α, β) =
∫

x>0,y>0,x+y<1
(1+ 1

x (1−x−y)+ y
x )−α−2(1+1−x−y

y +x
y )−β−2( 1−x−y

x
1−x−y

y + 1−x−y
y + 1−x−y

x ) 1
xy(1−x−y)dxdy

=
∫

x>0,y>0,x+y<1
( 1

x )−α−2( 1
y )−β−2( (1−x−y)2

xy + (1− x− y)x+y
xy ) 1

xy(1−x−y)dxdy

=
∫

x>0,y>0,x+y<1
( 1

x )−α−2( 1
y )−β−2 1

x2y2 dxdy

=
∫

x>0,y>0,x+y<1
xαyβdxdy =

∫ 1

0
{∫ 1−x

0
yβdy}xαdx
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= 1
β+1

∫ 1

0
[yβ+1]10x

αdx

= 1
β+1

∫ 1

0
(1− x)β+1xαdx

= 1
β+1B(α + 1, β + 2)

= 1
β+1

Γ(α+1)Γ(β+2)
Γ(α+β+3)

=Γ(α+1)Γ(β+1)
Γ(α+β+3)

よって α + 1, β + 1 > 0なので α > −1, β > −1

4.1.2 （２）

I(1, 1) = Γ(2)Γ(2)
Γ(5) = 1

24

4.2 （３）

微積分の問題だが、統計の知識（ベータ関数やガンマ関数）が要求される。難易度は５段階で 3.5。

5 ５番

５番¶ ³

確率変数Ｘが二項分布 BN (n, p) に従うものとする。Xn = X
n とするとき、次の問いに答えよ。ただし、n ≥ 3

、0 < p < 1とする。
(1)E(Xn − p)3 を nと pだけで簡潔に表せ。

(2)0 < p < 1に対して E[(Xn − p)3]の取りうる範囲を求めよ。
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

X の積率母関数はM(θ) =
∑n

x=0 eθx
nCxpx(1− p)n−x

=
∑n

x=0 nCx(peθ)x(1− p)n−x

=(peθ + (1− p))n

よってM ′(θ) = n(peθ + (1− p))n−1peθ

M”(θ) = n(n− 1)(peθ + (1− p))n−2p2e2θ + n(peθ + (1− p))n−1peθ

M (3)(θ) = n(n−1)(n−2)(peθ +(1−p))n−3p3e3θ +2n(n−1)(peθ +(1−p))n−2p2e2θ +n(n−1)(peθ +(1−p))n−2p2e2θ +
n(peθ + (1− p))n−1peθ

よって E[X] = M ′(0) = np

E[X2] = M”(0) = n(n− 1)p2 + np

E[X3] = M (3)(0) = n(n− 1)(n− 2)p3 + 2n(n− 1)p2 + n(n− 1)p2 + np

以上より E[(Xn − p)3] = E[X3

n3 − 3X2

n2 p + 3X
n p2 − p3]

= 1
n2 (2p3 − 3p2 + p)
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5.1.2 （２）

f(p) = 1
n2 (2p3 − 3p2 + p)とおくと、

f ′(p) = 1
n2 (6p2 − 6p + 1)

f ′(p) = 0とおくと p = 3±√3
6

よって f(p)の増減表は次のようになる。

λ 0 ・・・ 3−√3
6 ・・・ 3+

√
3

6 ・・・ 1

ψ′(λ) + 0 - 0 +

ψ(λ) 0 ↗
√

3
18n2 ↘ −√3

18n2 ↗ 0

表 2:

よって −√3
18n2 ≤ E[(Xn − p)3] ≤

√
3

18n2

5.2 ５番の総評

計算がやや複雑だが統計ができる人は十分取り組める問題。難易度は５段階で 2.5くらい。

6 ６番

6番¶ ³

確率変数 X と Y は、それぞれ共に平均０、分散 σ2 を持ち、X と Y の相関係数 Corr(X,Y ) = ρを 0 < ρ < 1と仮
定する。X,Y に次のように２×２行列を作用させて、新しい確率変数 U,Vを(

U

V

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
X

Y

)

と定義する。

(1)corr(U, V )を θ, ρを用いて表せ。また固定された ρに対して、θを動かしたときの Corr(U, V )の最大値と最小値
を求めよ。

(2)θを 0 ≤ θ ≤ πの範囲で動かしたときに、Corr(U, V ) = 0を与える θを全て求めよ。

(3)θが（２）で求めた１つの値のとき、その θに対応する（U,V）が２次元正規分布に従うと仮定する。このとき、

(X,Y )の同時密度関数 f(x,y)を求めよ。
µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

U = X cos θ + Y sin θ, V = −X sin θ + Y cos θ

よって E[U ] = 0, E[V ] = 0 (E[X] = E[Y ] = 0なので)
また Cov(X,Y ) = Corr(X, Y )

√
V [X]

√
V [Y ] = ρσ2ー (A) (V [X] = V [Y ] = σ2なので)

よって V [U ] = cos2 θV [X] + sin2 θV [Y ] + 2 sin θ cos θCov(X, Y )
=σ2 + 2ρσ2 sin θ cos θ
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V [V ] = σ2 − 2ρσ2 sin θ cos θ

Cov(U, V ) = E[UV ]− E[U ]E[V ]
=E[UV ]
=E[XY ](cos2 θ − sin2 θ)
=ρσ2(cos2 θ − sin2 θ) (A より)

よって Corr(U, V ) = Cov(U,V )√
V [U ]

√
V [V ]

= ρ cos 2θ√
1−ρ2 sin2 2θ

ここで cos 2θ = t(−1 ≤ t ≤ 1)とおいて」
Corr(U, V ) = ρt√

1−ρ2(1−t2)
= f(t)とおく

このとき f ′(t) = ρ(1−ρ2)

(1−ρ2+ρ2t2)
√

1−ρ2+ρ2t2
> 0

よって f(t) は単調増加関数である。以上より

f(t)の最小値は t=-1の時 f(-1)=−ρ

最大値は t=1の時 f(1)=ρ

6.1.2 （２）

Corr(U, V ) = 0より cos 2θ = 0
0 ≤ θ ≤ πなので θ = π

4 , 3π
4

6.1.3 （３）

Corr(U, V ) = 0で (U,V)が二次元正規分布に従うので (U,V)は独立。

V [U ] = σ2(1 + 2ρ sin θ cos θ), V [V ] = σ2(1− 2ρ sin θ cos θ)
よって θ = π

4 のとき V [U ] = σ2(1 + ρ) V [V ] = σ2(1− ρ)
この時 fUV (u, v) = 1

2πσ2
√

1−ρ2
exp(− u2

2σ2(1+ρ) − v2

2σ2(1−ρ) )

ここで U = cos θX + sin θY

V = − sin θX + cos θY なので

J =

∣∣∣∣∣
∂U
∂X

∂U
∂Y

∂V
∂X

∂V
∂Y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 1

よって fXY (x, y) =| J | fUV (cos θx + sin θy,− sin θx + cos θy)
θ = π

4 なので

fXY (x, y) = 1

2πσ2
√

1−ρ2
exp(− 1

2σ2

1
2 (x+y)2(1−ρ)+ 1

2 (−x+y)2(1+ρ)

1−ρ2 )

= 1

2πσ2
√

1−ρ2
exp(− 1

2σ2
x2+y2−2ρxy

1−ρ2 )

6.2 ６番の総評

あまり易しくはない。難易度は５段階で 3.5くらい。
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7 ７番

７番¶ ³

X は正値だけをとる確率変数とする。Y = loge X とするとき、Y が平均 0、分散 1の正規分布に従うとする。

(1)Xの確率密度関数を求めよ。

(2)Xの１次、２次、３次のモーメント（積率）を求めよ。

(3)Xの分布の歪度を求め、Y の歪度と比較せよ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）

X の分布関数を F(x)とおき、確率密度関数を f(x) とおく。この時、

P (Y ≤ x) =
∫ x

−∞
1√
2π

e−
t2
2 dt = P (loge X ≤ x) = P (X ≤ ex) = F (ex)

よって f(x) = dF (ex)
dx = exf(ex) = 1√

2π
e−

x2
2

ex = tとおくと、

f(t) = 1√
2πt

e−
(log t)2

2

7.1.2 （２）

E[Xr] = E[erY ]
平均 µ、分散 σ2 の正規分布の積率母関数は eµr+ σ2

2 r2

Y はN(0, 1)に従うので E[Xr] = E[erY ] = e
1
2 r2

よって E[X] = e
1
2

E[X2] = e2

E[X3] = e
9
2

7.1.3 （３）

M2 = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2 = e2 − e

M3 = E[X3]− 3E[X]E[X2] + 3E[X]2E[X]− E[X]3

=e
9
2 − 3e

5
2 + 2e

3
2

よって歪度は M3

(M2)
3
2

= e
9
2−3e

5
2 +2e

3
2

(e2−e)
3
2

また Y の積率母関数は G(t) = e
1
2 t2 なので G(2)(t) = (1 + t2)e

1
2 t2 , G(3)(t) = 2te

1
2 t2 + t(1 + t2)e

1
2 t2

これより E[Y 2] = 1, E[Y 3] = 0
よって Y の歪度は M3

(M2)
3
2

= 0

以上より X の歪度の方が大きい。

7.2 ７番の総評

この手の問題は過去にも出題例があるので、統計ができる人は十分に取り組めるだろう。難易度は５段階で 2.5くらい。
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8 全体的な総評

必答の２問は去年に続き標準的な微積分と線形代数の問題。（１の (2)は少し難しいが。）選択は、統計ができる人は５と

７をやれば良いだろう。３，４はあまり易しくないのでこの年も統計ができない人にとっては苦しい年だっただろう。
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平成１５年度　システム人間系　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

１番¶ ³

a > 0の時、
∫∞
−∞

sin ax
x(x2+1)dxの値を複素積分を用いて求めよ。

µ ´

1.1 解答

f(z) = eiaz

z(z2+1) とおくと、f(z)の上半平面における特異点は z = iで１位の極である。

C1 = [−R,−r], C2 = {| z |= r}, C3 = [r,R], C4 = {| z |= R}(r < R)とおいて積分路を C = C1 + C2 + C3 + C4とおく。

この時
∫

C
f(z)dz = 2πiResz=if(z) = 2πi・limz→i

eiaz

z(z+i) = −πie−a

ここで deg{z(z2 + 1)} ≥ deg{1}+ 1よりジョルダンの補題から limR→∞ | ∫
C4

f(z)dz |= 0
また

∫
C1+C3

f(z)dz =
∫ −r

−R
eiaz

z(z2+1)dz +
∫ R

r
eiaz

z(z2+1)dz

t = −zとおくと、
∫ −r

−R
eiaz

z(z2+1)dz =
∫ r

R
e−iat

−t(t2+1) (−dt) = − ∫ R

r
e−iat

t(t2+1)dt
∫

C1+C3
f(z)dz =

∫ R

r
eiaz

z(z2+1)dz − ∫ R

r
e−iaz

z(z2+1)dz =
∫ R

r
2i sin az
z(z2+1)dz

また eiaz

z(z2+1) = eiaz

z − z
z2+1eiaz = 1

z (1 + iaz + (iaz)2

2! +・・・)− z
z2+1eiaz

=1
z + (ia + (ia)2z

2! +・・・)− z
z2+1eiaz = 1

z + p(z)とおく。∫
C2

1
z dz =

∫ 0

π
1

reiθ ireiθdθ = −πi

p(z)は C2 において正則なので | p(z) |≤ M とできる。

よって | ∫
C2

p(z)dz |≤ Mπr → 0(r → 0)
以上より limr→0

∫
C2

f(z)dz = −πi

よって limR→∞,r→0

∫
C

f(z)dz = limR→∞,r→0(
∫

C1
f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz +
∫

C3
f(z)dz +

∫
C4

f(z)dz)
=
∫∞
0

2i sin az
z(z2+1)dz − πi + 0 = −πie−a

よって
∫∞
0

2i sin az
z(z2+1)dz = πi(1− e−a)なので

∫∞
0

sin az
z(z2+1)dz = π

2 (1− e−a)
sin az

z(z2+1) は偶関数なので
∫∞
−∞

sin ax
x(x2+1)dx = π(1− e−a)

1.2 １番の総評

実軸上に極がある複素積分で、あまり取り組みやすいとは言えない。類題をやったことがあれば何とかなるだろうが。難

易度は５段階で 3.5。

2 ２番

２番¶ ³

(1)θ ∈ (−π
2 , 0) ∪ (0, π

2 )に対して
cos θ = exp(− 1

2θ2 + a(θ)θ2)
を満たすように a(θ)を定めるとき、limθ→0 a(θ) = 0を示せ。
(2)limn→∞

√
n

∫ π
2
−π

2
(cos θ)ndθ =

√
2π

を示せ。ただし、
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√

πを用いても良い。
µ ´
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2.1 解答

2.1.1 （１）

cos θ = exp(− 1
2θ2 + a(θ)θ2)より

log cos θ = − 1
2θ2 + a(θ)θ2

よって a(θ) = 1
2 + log cos θ

θ2

ここで limθ→0 θ2 = 0, limθ→0 log cos θ = 0なのでロピタルの定理より
limθ→0

log cos θ
θ2 = limθ→0

− tan θ
2θ = limθ→0

−1
2 cos2 θ = − 1

2

2.1.2 （２）（不完全答案）

θ = t√
n
とおくと、dθ

dt = 1√
n

また θ : −π
2 → π

2 のとき t : −π
2

√
n → π

2

√
n

このとき limn→∞
√

n
∫ π

2
−π

2
(cos θ)ndθ = limn→∞

∫ π
2
√

n

−π
2
√

n
e
− t2

2 +a( t√
n

)t2
dt

ここで（１）より limn→∞ a( t√
n
) = 0なので

limn→∞
∫ π

2
√

n

−π
2
√

n
e
− t2

2 +a( t√
n

)t2
dt =

∫∞
−∞ e−

t2
2 dt(この部分に問題がある。勝手に極限と積分とを入れ替えている)

=
√

2π

2.2 ２番の総評

そんなに難しくはないが、（２）がちょっと不完全なままで終わってしまった・・これでも８割くらいの点数はあると思う

が・・難易度は５段階で３。

3 ３番

4 ４番

４番¶ ³

w(x)を [0,1]上の正値連続関数とし、自然数 nに対して Vn を n次以下の xの実数係数多項式全体のなすベクトル

空間とする。Vn 上の内積を

(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)w(x)dxf, g ∈ Vn

で定める。

(1)Vn の正規直交基底 P0, P1,・・・pn で、各 Pk(k = 0, 1,・・・, n)の次数が kであるものが存在することを示せ。

(2)各 kに対し、(Pk, dPk

dx ) = 0となることを示せ。
µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

cmxm + cnxn = xm(cm + cnxn−m) = 0が ∀x ∈ Rで成り立つのは cm = cn = 0の時のみ
よって xmと xn は一次独立である。
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これより Qk = ck0 + ck1x + ck2x
2 +・・・+ ckkxk(ckk 6= 0)とおくと (Q0,・・・Qk)は一次独立である。

ここでグラムシュミットの正規直交化法により

Pk =
Qk−

∑k−1

i=0
(Qk,Pi)Pi

||Qk−
∑k−1

i=0
(Qk,Pi)Pi||

とおくと、Vn の正規直交基底 P0,・・・Pn で各 Pk(k = 0, 1,・・・, n)の次数が kであるものが存在する。

4.1.2 （２）

(Pk, dPk

dx ) = (Pk,
∑k−1

i=0 biPi) =
∑k−1

i=0 bi(Pk, Pi) = 0

4.2 ４番の総評

解答は短いがあまり易しい問題とは言えない。難易度は５段階で 3.5。

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

z =




z1

z2

・

・

・

zn+1




= A




x1

x2

・

・

・

xn+1




とおく。x ∈ Vi の時 x1 = x2 =・・・= xi = ya, xi+1 = xi+2 =・・・= xn+1 = yb とおくと、

zj =





∑i−1
k=1 akya +

∑n
k=i akyb (i ≤ j)

∑i
k=1 akya +

∑n
k=i+1 akyb (i > j)

5.1.2 （２）

vn+1 として




1
1
・

・

1



とおくと Avn+1 =




∑n
i=1 ai∑n
i=1 ai

・

・∑n
i=1 ai




=
∑n

i=1 ai




1
1
・

・

1




よって vn+1 に対応する固有ベクトルは λn+1 =
∑n

i=1 ai

ここで vi ∈ Vi として

vi =




1
・

1
bi

・

bi



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とおく。この時 Avi = λivi より



∑i−1
k=1 ak + bi

∑n
k=i ak = λiー（A）

∑i
k=1 ak + bi

∑n
k=i+1 ak = biλiー（B）

このとき（B）ー（A）より ai − biai = λi(bi − 1) ⇔ ai(1− bi) = (bi − 1)λi

よって λi = −ai(i = 1, 2,・・・, n)
これを（A）に代入して

∑i−1
k=1 ak + bi

∑n
k=i ak = −ai

これより bi = −
∑i

k=1
ak∑n

k=i
ak

(i = 1, 2,・・・, n)

以上より求める固有値と固有ベクトルは

λi = −ai に対して vi =




1
・

1

−
∑i

k=1
ak∑n

k=i
ak

・

−
∑i

k=1
ak∑n

k=i
ak




(i = 1, 2,・・・, n)

λn+1 =
∑n

i=1 aiに対して




1
1
・

・

1




5.2 ５番の総評

(1)は難しくないが、（２）は相当難しい。勘が必要である。難易度は５段階で 4.5。

6 ６番

６番¶ ³

区間 (0, 1)上の一様分布に従う独立な確率変数列 U1, U2・・・Un に対し、それらの積を用いて次のように確率変数列

{Vn}を作る。
Vn = Πn

i=1Ui(i = 1, 2, 3,・・・)
便宜上、V0 = 1としておく。このとき、正定数 aに対して Vn > e−aを満たす最大の nを Nと表す。Nはどのよう

な分布に従うか。理由をつけて述べよ。
µ ´

6.1 解答

P (N = n) = P ({Vn > e−a} ∩ {Vn+1 < e−a}) = P (Vn > e−a)− P (Vn+1 > e−a)
= P (U1U2・・・Un > e−a)− P (U1U2・・・UnUn+1 > e−a)

=P (
∑n

i=1− log Ui < a)− P (
∑n+1

i=1 − log Ui < a)
これより Yn =

∑n
i=1− log Ui の分布を求める。

Xi = − log Ui(i = 1, 2,・・・n)とおくとき
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fX1X2・・・Xn
(x1, x2,・・・xn) = fU1U2・・・Un

(u1, u2,・・・un) | J |

ここで J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−e−X1 0 ・・・ ・・・ ・・・ 0
0 −e−X2 ・・・ ・・・ ・・・ 0
・ ・ −e−X3 ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・ ・・・ ・・・・

0 0 ・・・ ・・・ ・・・ −e−Xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)ne−
∑n

i=1
Xi

以上より fX1X2・・・Xn
(x1, x2,・・・xn) = e−

∑n

i=1
Xi(0 < xi < ∞)

また Yj =
∑j

i=1 Xi(j = 1, 2,・・・n)よりXj = Yj − Yj−1

このとき fY1・・・Yn
(y1・・・yn) =| J | fX1X2・・・Xn

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 ・・・ ・・・ ・・・ 0
−1 1 ・・・ ・・・ ・・・ 0
・ −1 1 ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・ ・・・ ・・・・

0 0 ・・・ ・・・ ・・・ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

fY1・・・Yn
(y1・・・yn) = e−yn(0 < y1 < y2 <・・・< yn < ∞)

よって fY2・・・Yn
(y2・・・yn) =

∫ y2

0
fY1・・・Yn

(y1・・・yn)dy1 = y2e
−yn(0 < y2 <・・・< yn < ∞)

fY3・・・Yn
(y2・・・yn) =

∫ y3

0
fY1・・・Yn

(y1・・・yn)dy1 = y2
3

2! e
−yn(0 < y3 <・・・< yn < ∞)

これを繰り返すことによって fYn(yn) = yn−1
n

(n−1)!e
−yn

以上より求めたい確率は∫ a

0
fYn(yn)dyn −

∫ a

0
fYn+1(yn+1)dyn+1 =

∫ a

0
yn−1

n

(n−1)!e
−yndyn −

∫ a

0

yn
n+1
(n)! e−yn+1dyn+1

=
∫ a

0
yn−1

n

(n−1)!e
−yndyn − {[− zn

n! e
−z]a0 +

∫ a

0
n
n!z

n−1e−zdz}
=an

n! e
−a

以上より Nは母数 aのポアソン分布に従う。

6.2 ６番の総評

かなり骨があり、難しい問題。難易度は５段階で 4.5。

7 ７番

７番¶ ³

確率変数 X1, X2, X3 はそれぞれ平均０、分散 σ2 を持ち、２変数間の相関係数がいずれも ρ(ρ > 0)であるとする。
確率変数 Y = a1X1 + a2X2 + a3X3を考える。ただし、a1, a2, a3は実数で、a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1を満たしながら動く
とする。

(1)Yの分散を a1, a2, a3, σ
2, ρで表せ。

(2)Yの分散が最大となるような a1, a2, a3 の値を求めよ。

(3)Yの分散が最小となるのは a1 + a2 + a3 = 0のときであることを示せ。
µ ´
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7.1 解答

7.1.1 （１）

V [Y ] = V [a1X1 + a2X2 + a3X3] = (a2
1 + a2

2 + a2
3)σ

2 + 2(a1a2 + a2a3 + a1a3)ρσ2

=σ2 + 2(a1a2 + a2a3 + a1a3)ρσ2

7.1.2 （２）

a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1という条件の下で、a1a2 + a2a3 + a1a3を最大にすればよい。

f(a1, a2, a3) = a2
1 + a2

2 + a2
3 − 1

g(a1, a2, a3) = a1a2 + a2a3 + a1a3

F (a1, a2, a3, λ) = g + λf

とおいてラグランジュの未定乗数法を使うと

(a2 + a3) + 2λa1 = 0
(a1 + a3) + 2λa2 = 0
(a2 + a1) + 2λa3 = 0
a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1

これより λ = −1,a1 + a2 + a3 = 0, a1 = a2 = a3 = ± 1√
3

a1 = a2 = a3 = ± 1√
3
の時 V [Y ] = σ2 + 2ρσ2

a1 + a2 + a3 = 0の時、(a1 + a2 + a3)2 = a2
1 + a2

2 + a2
3 + 2(a1a2 + a2a3 + a1a3) = 0

よって a1a2 + a2a3 + a1a3 = − 1
2

この時 V [Y ] = σ2 − ρσ2

よって a1 = a2 = a3 = ± 1√
3
の時 V [Y ]が最大

7.1.3 （３）

(2)より)Y の分散が最小となるのは a1 + a2 + a3 = 0のときである。

7.2 ７番の総評

１０問の中で１番易しい問題。ラグランジュの未定乗数法もいい加減使い慣れたでしょう。難易度は５段階で 1.5。

8 ８番

８番¶ ³

確率変数 X,Y の同時密度関数は

f(x, y) = cex−3y− < x ≤ y < ∞
であるとする。

(1)定数 cの値を求めよ

(2)X,Yの周辺密度関数 f1(x), f2(x)を求めよ。
(3)X=xを与えたときの Y の条件付き密度関数 f2(y|x)を求めよ。
(4)X,Yの平均、分散はそれぞれいくらか。X と Y の相関係数はいくらか。

µ ´
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8.1 解答

8.1.1 （１）
∫∞
0

∫ y

0
f(x, y)dxdy = 1より

c
∫∞
0
{∫ y

0
ex−3ydx}dy = 1

これを解いて c=6

8.1.2 （２）

f1(x) =
∫∞

x
6ex−3ydy = 2e−2x

f2(y) =
∫ y

0
6ex−3ydx = 6e−3y(ey − 1)

8.1.3 （３）

f2(y|x) = f(x,y)
f1(x) = 3e3x−3y

8.1.4 （４）

E[X] = 1
2 , E[Y ] = 5

6

V [X] = 1
4 , V [Y ] = 13

36

Cov(X, Y ) = 1
4

ρ = Cov(X,Y )√
V [X]

√
V [Y ]

= 3√
13

8.2 ８番の総評

１０問の中では２番目に取り組みやすい問題。難易度は５段階で２。

9 ９番

９番¶ ³

X1・・・Xnを分散が有限な母集団から取られた無作為標本とし，θ̂をその標本分散とする．さらに，X1・・・XnからXi

を除いた n-1個の標本での標本分散を ˆθ(i) とおく．
ˆθ(・) = 1

n

∑n
i=1

ˆθ(i), θ̃ = nθ̂ − (n− 1)θ̂(・)

とおくとき，θ̃は標本不偏分散に等しいことを示せ．
µ ´
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9.1 解答

X1・・・Xn からXi を除いた n-1個の標本の標本平均をX
(i)
n とするとき，

X
(i)
n = 1

n−1{
∑n

l=1 Xl −Xi} = 1
n−1 (nXn −Xi)(Xn はX1・・・Xn の標本平均)

このとき θ̂(i) = 1
n−1

∑n
k=1(Xk −X

(i)
n )2 − 1

n−1 (Xi −X
(i)
n )2

= 1
n−1{

∑n
k=1 X2

k − 2X
(i)
n

∑n
k=1 Xk + n(X(i)

n )2} − 1
n−1 (X2

i − 2XiX
(i)
n + (X(i)

n )2)

= 1
n−1

∑n
k=1 X2

k − 1
n−1X2

i + 2X(i)
n

n−1 (Xi − nXn) + (X(i)
n )2

よって θ̂(・) = 1
n

∑n
i=1

ˆθ(i)

= 1
n

∑n
i=1{ 1

n−1

∑n
k=1 X2

k − 1
n−1X2

i + 2X(i)
n (Xi−nXn)

n−1 + (X(i)
n )2}

= 1
n−1

∑n
k=1 X2

k − 1
n(n−1)

∑n
i=1 X2

i + 2
n(n−1)

∑n
i=1(Xi − nXn)X(i)

n + 1
n

∑n
i=1(X

(i)
n )2

ここで
∑n

i=1(Xi − nXn)X(i)
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − nXn)(nXn −Xi)

=−n3Xn
2

n−1 + 2n2Xn
2

n−1 − 1
n−1

∑n
i=1 Xi

また
∑n

i=1(X
(i)
n )2 = 1

(n−1)2

∑n
i=1(nXn −Xi)2

= n3Xn
2

(n−1)2 − 2n2Xn
2

(n−1)2 + 1
(n−1)2

∑n
i=1 X2

i

以上より θ̂(・) = 1
n

∑n
i=1 X2

i + 2
n(n−1){−n3Xn

2

n−1 + 2n2Xn
2

n−1 − 1
n−1

∑n
i=1 Xi}+ 1

n{ n3Xn
2

(n−1)2 − 2n2Xn
2

(n−1)2 + 1
(n−1)2

∑n
i=1 X2

i }
= 1

n

∑n
k=1 X2

k − n2Xn
2

(n−1)2 + 2nXn
2

(n−1)2 − 1
n(n−1)2

∑n
i=1 X2

i

よって (n− 1)θ̂(・) = n−1
n

∑n
k=1 X2

k − n2Xn
2

n−1 + 2nXn
2

n−1 − 1
n(n−1)

∑n
i=1 X2

i

また θ̂は標本分散なので nθ̂ =
∑n

i=1(Xi −Xn)2

よって θ̃ = nθ̂ − (n− 1)θ̂(・) =
∑n

i=1 X2
i − nXn

2 −∑n
k=1 X2

k + n2−2n
n−1 Xn

2
+ 1

n(n−1)

∑n
i=1 X2

i

= 1
n−1

∑n
i=1 X2

i − n
n−1Xn

2

また標本不偏分散は 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2 = 1

n−1

∑n
i=1 X2

i − n
n−1Xn

2

以上より θ̃は標本不偏分散に等しい。

9.2 ９番の総評

計算が非常に複雑。取り組みにくい。難易度は５段階で 3.5。

10 １０番

１０番¶ ³

wt, t ∈ Z は互いに独立で、それぞれ平均０分散１の正規分布に従うとする。Xt = wt + wt−1, Yt = wt − wt−1 と定

義するとき次の問に答えよ。ただし、Zは整数全体の集合とする。

(1)各 h ∈ Z に対して E[Xt+hXt]と E[Yt+hXt]を求め、これらが hのみに依存し、tには依存しないことを示せ。

(2)r(h) = E[Xt+hXt], s(h) = E[Yt+hXt]と表すとき
E[{Yt+h −Xt}2]
を最小にする aを r()と s()を用いて表せ。

µ ´
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10.1 解答

10.1.1 （１）

E[Xt+hXt] = E[(wt+h + wt+h−1)(wt + wt−1)] = E[wt+hwt] + E[wt+hwt−1] + E[wt+h−1wt] + E[wt+h−1wt−1]
E[wiwj ] = E[wi]E[wj ] = 0(wiと wjは独立で平均は０なので)
よって h = 0の時 E[XtXt] = E[w2

t ] + E[w2
t−1] = 2

h = 1の時 E[Xt+1Xt] = E[w2
t ] = 1

h = −1の時 E[Xt−1Xt] = E[w2
t−1] = 1

その他の時は０

E[Yt+hXt] = E[(wt+h − wt+h−1)(wt + wt−1)] = E[wt+hwt] + E[wt+hwt−1]− E[wt+h−1wt]− E[wt+h−1wt−1]
h = 0の時 E[YtXt] = 0
h = 1の時 E[Yt+1Xt] = −1
h = −1の時 E[Yt−1Xt] = 1
以上より E[Xt+hXt], E[Yt+hXt]は hのみに依存し、tには依存しない。

10.1.2 （２）

E[{Yt+h − aXt}2] = E[Y 2
t+h]− 2aE[Yt+hXt] + E[a2X2

t ]
=2a2 − 2aE[Yt+hXt] + E[Y 2

t+h]
=2(a− E[Yt+hXt]

2 )2 − E[Yt+hXt]
2

2 + E[Y 2
t+h]

よって a = E[Yt+hXt]
2 = s(h)

2 の時 E[{Yt+h − aXt}2]は最小になる。

10.2 １０番の総評

結構簡単。難易度は５段階で２。

11 全体的な総評

１，２，７，８，１０番に手を出すのがいいだろう。
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1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）
√

x2 + y2 = rとおくと

fxx = x2

r2
∂2g
∂r2 + y2

r3
∂g
∂r , fyy = y2

r2
∂2g
∂r2 + x2

r3
∂g
∂r , fxy = fyx = xy

r2
∂2g
∂r2 − xy

r3
∂g
∂r

これよりH =




x2

x2+y2 g” + y2

(x2+y2)
3
2
g′ xy

x2+y2 g”− xy

(x2+y2)
3
2
g′

xy
x2+y2 g”− xy

(x2+y2)
3
2
g′ y2

x2+y2 g” + x2

(x2+y2)
3
2
g′




1.1.2 （２）

∂g
∂r = −2re−r2

, ∂2g
∂r2 = e−r2

(4r2 − 2)

これより | H − tE |=
∣∣∣∣∣
(4x2 − 2)e−x2−y2 − t 4xye−x2−y2

4xye−x2−y2
(4y2 − 2)e−x2−y2 − t

∣∣∣∣∣ = t2 − (4r2 − 4)e−r2
t + 4(1− 2r2)e−2r2

= 0

これを解くと λ1 = −2e−r2
, λ2 = e−r2

(4r2 − 2)

1.2 １番の総評

チェインルール頑張ってください。難易度は５段階で３。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

c× x =




c2x3 − c3x2

c3x1 − c1x3

c1x2 − c2x1


 A× x =




a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

a31x1 + a32x2 + a33x3




よって c× x = A×X とおくと A =




0 −c3 c2

c3 0 −c1

−c2 c1 0




2.1.2 （２）

A2 =



−c2

3 − c2
2 c1c2 c1c3

c1c2 −c2
3 − c2

1 c3c2

c1c3 c2c3 −c2
1 − c2

2




A3 =




0 c3(c2
1 + c2

2 + c2
3) −c2(c2

1 + c2
2 + c2

3)
−c3(c2

1 + c2
2 + c2

3) 0 c1(c2
1 + c2

2 + c2
3)

c2(c2
1 + c2

2 + c2
3) −c1(c2

1 + c2
2 + c2

3) 0


 = −(c2

1 + c2
2 + c2

3)A
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2.1.3 （３）

(2)より nが偶数の時は

An = −(c2
1 + c2

2 + c2
3)A

n−2

= (c2
1 + c2

2 + c2
3)

2An−4

=・・・

=(−1)
n
2−1(c2

1 + c2
2 + c2

3)
n
2−1A2

=(−1)
n
2−1(c2

1 + c2
2 + c2

3)
n
2−1



−c2

3 − c2
2 c1c2 c1c3

c1c2 −c2
3 − c2

1 c3c2

c1c3 c2c3 −c2
1 − c2

2




nが奇数の時は

An = −(c2
1 + c2

2 + c2
3)A

n−2

=(−1)
n−1

2 (c2
1 + c2

2 + c2
3)

n−1
2 A

=(−1)
n−1

2 (c2
1 + c2

2 + c2
3)

n−1
2




0 −c3 c2

c3 0 −c1

−c2 c1 0




2.2 ２番の総評

(3)は思いつき次第で計算が非常に楽になる。難易度は５段階で 2.5か３。

3 ３番

3.1 予備知識

A を n次の実対称行列とする時、次の二つの命題は同値

(1)0でない全てのベクトルに対して txAx > 0
(2)Aの全ての固有値が λi > 0

3.2 解答

3.2.1 （１）

xを０でないベクトルとする時
txBx = tx tAAx = (Ax)tAx− || Ax ||2≥ 0
よって Bは正定値行列なので定理より Bの固有値は全て非負である。

3.2.2 （２）

|| Ax ||=
√

t(Ax)(Ax) =
√

tx tAAx

ここで Pを Bを対角化する直交行列とし、x = Pyとおくと

|| Ax ||=
√

ty tP tAAPy =
√

ty tPBPy
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=

√√√√√√√√√
ty




λ1 0 ・ 0
0 λ2 ・ 0
・ ・ ・ ・

0 0 ・ λn




y (λ1 ≥ λ2 ≥・・・≥ λnとする)

=
√

λ1y2
1 +・・・+ λny2

n

ここで tyy = txP tPx = txx = 1
よって || Ax ||≤

√
λ1(x2

1 +・・・+ x2
n)

以上より supx∈Rn||x||=1 || Ax ||= √
λ1 =

√
λ

同様に infx∈Rn||x||=1 || Ax ||= √
λn =

√
µ

3.3 ３番の総評

正定値行列に関する知識がないとできない。難易度は５段階で４。

4 ４番

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

E[X] = V [X] = λ

5.1.2 （２）

ln(λ) =
∑n

i=1 log f(xi|λ) =
∑n

i=1 log e−λ λxi

xi!
=

∑n
i=1(−λ + xi log λ− log(xi!))

これより Sn = l′n(λ) = −n +
∑n

i=1
xi

λ

よって E[Sn] = −n + 1
λnλ = 0

V [X] = 1
λ2

∑n
i=1 V [Xi](X1・・・Xnは無作為標本なので)

= 1
λ2・nλ = n

λ

5.1.3 （３）

Sn = 0とおくと λ = 1
n

∑n
i=1 Xi となり、λについて増減表を書くと λ = 1

n

∑n
i=1 Xi で極大となることが分かる。

よってこれが λの最尤推定量であり、E[ 1
n

∑n
i=1 Xi] = 1

nnλ = λ

V [ 1
n

∑n
i=1 Xi] = 1

n2 nλ = λ
n

ここで λに関する X のフィッシャー情報量を I(λ)とおくと
I(λ) = E[( ∂

∂λ log f(X, λ))2] = E[(−1 + Xi

λ )2] = 1
λ

よってX1・・・xn の λに対するフィッシャー情報量は n
λ

ここで V [λ] = λ
n より λの分散はクラメルラオの下限を達成しているので λは有効推定量である。
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5.2 ５番の総評

推定量の性質に関する知識があれば十分取り組める。難易度は５段階で３。

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

F1(x) = F (x,∞) = (1− e−x), F2(y) = F (∞, y) = 1− e−y, f1(x) = e−x, f2(y) = e−y

6.1.2 （２）

f(x, y) = ∂2F
∂x∂y = 4αe−2x−2y − 2αe−x−2y − 2αe−2x−y + (α + 1)e−x−y

6.1.3 （３）

f2(y|x) = f(x,y)
f1(x) = 4αe−x−2y − 2αe−2y − 2αe−x−y + (α + 1)e−y

6.1.4 （４）

E[X] = 1, V [X] = 1, E[Y ] = 1, V [Y ] = 1, E[XY ] = α
4 + 1

Cov(X, Y ) = α
4 , ρX,Y = α

4

6.2 ６番の総評

非常に取り組みやすい統計の問題。難易度は５段階で２。

全体的な総評

選択問題は５と６をやるのがいいと思われる。３と４は難しいので統計ができないと極めて苦しい。
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1 １番

1.1 解答

eiθ = zとおくと、cos θ = 1
2 (z + 1

z )
また dz

dθ = iz

よって (与式)=
∫
|z|=1

1
(1+ a

2 (z+ 1
z ))3
・dz

iz = −i
∫
|z|=1

z2

(z+ a
2 (z2+1))3 dz

ここで f(z) = z2

(z+ a
2 (z2+1))3 とおくと、f(z)の特異点は z = −1±√1−a2

a

0 < a < 1より | z |= 1とその内部にあるのは z = −1±√1−a2

a で３位の極。

よって Res
z=−1±

√
1−a2

a

f(z) = a2

8(1−a2){3(a−2)
a−1 − 2(2a+3)√

1−a2 }
よって (与式)=2πi(−i)Res

z=
−1±

√
1−a2

a

f(z) = a2π
4(1−a2){3(a−2)

a−1 − 2(2a+3)√
1−a2 }

1.2 １番の総評

計算間違ってるかも・・基本的な複素積分の問題。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

∂
∂t (1 + tu(x)) log(1 + tu(x)) = u(x)(1 + log(1 + tu(x))
∀t ∈ [0, 1]で∞ > m > 1 + tu(x) > inft,x(1 + tu(x)) = 0
M > log(1 + tu(x)) > a′ > −∞
これより −∞ < a ≤ (1 + tu(x)) log(1 + tu(x)) ≤ Mm < ∞
よって

∫ 1

0
(u(x)(1 + log(1 + tu(x)))dx < ∞

また (1 + tu(x)) log(1 + tu(x))は ∀t ∈ [0, 1]を固定した時、xの関数として可積分

(1 + tu(x)) log(1 + tu(x))は tについて C1 関数。

以上より微積分の順序交換可能定理から
∂
∂t

∫ 1

0
(1 + tu(x)) log(1 + tu(x))dx

=
∫ 1

0
∂
∂t (1 + tu(x)) log(1 + tu(x))dx

= 2
∫ 1

0
u(x) log(1 + tu(x))dx

よって F ′(t) = 2
∫ 1

0
u(x) log(1 + tu(x))dx− 2t{∫ 1

0
| u(x) | dx}2

同様にして F”(t) = 2
∫ 1

0
u2(x)

1+tu(x)dx− 2{∫ 1

0
| u(x) | dx}2

2.1.2 （２）

シュワルツの不等式より

(
∫ 1

0
| u(x) | dx)2 = (

∫ 1

0
|u(x)|√
1+tu(x)

√
1 + tu(x)dx)2 ≤ ∫ 1

0
u2(x)

1+tu(x)dx
∫ 1

0
(1 + tu(x))dx

条件より
∫ 1

0
(1 + tu(x))dx = 1なので

(
∫ 1

0
| u(x) | dx)2 ≤ ∫ 1

0
u2(x)

1+tu(x)dx

これより F”(t) ≥ 0が言えた。
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また F ′(0) = 2
∫ 1

0
u(x)dx = 0なので F ′(t) ≥ 0。

よって F(t)は単調増加関数である。

2.2 ２番の総評

微積分の順序交換可能定理を使えないとだめなのでなかなか難しい。その説明はだいぶ省いた（書くのがだるかったか

ら）。難易度は５段階で４。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

Ḟ (x, y) = 2
ax

2
a−1ẋ( x2

1+a − y2) + x
2
a ( 2x

1+a ẋ− 2yẏ) = 2
ax

2
a−1・axy・( x2

1+a − y2) + x
2
a ( 2ax2y

1+a − 2y(x2 − y2)) = 0
よって x(0) 6= 0である解上で F(x,y)は一定

3.1.2 （２）

F (x, y) = −x2+y2

x = C（(1)より）
よって (x + C

2 )2 + y2 = C2

4 となるので x(0) 6= 0であるすべての解が有界

3.1.3 （３）

F (x, y) = x(x2

3 − y2) = C より非自明解は非有界

3.2 ３番の総評

あまりやったことのない問題で取り組みやすいとは言えない。難易度は５段階で 3.5か 4。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

(ui, uk) = 0(1 ≤ i < k)と仮定する
このとき (ui, uk+1) = (ui, ak+1 −

∑k
j=1

(ak+1,uj)
(uj ,uj)

uj)

=(ui, ak+1)− (ak+1,u1)
(u1,u1)

(ui, u1)− (ak+1,u2)
(u2,u2)

(ui, u2)−・・・・− (ak+1,ui)
(ui,ui)

(ui, ui)−・・・− (ak+1,uk)
(uk,uk) (ui, uk)

= (ui, ak+1)− (ak+1, ui)(仮定より)
= 0
また (uk, uk+1) = (uk, ak+1 −

∑k
j=1

(ak+1,uj)
(uj ,uj)

uj)

=(uk, ak+1)− (ak+1,u1)
(u1,u1)

(ui, u1)− (ak+1,u2)
(u2,u2)

(ui, u2)−・・・・− (ak+1,ui)
(ui,ui)

(ui, ui)−・・・− (ak+1,uk)
(uk,uk) (ui, uk)
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= (uk, ak+1)− (ak+1, uk)(仮定より)
= 0
また (u1, u2) = (a1, a2)− (a1,a2)

(a1,a1)
(a1, a1) = 0

よって帰納的に (ui, uj) = 0(1 ≤ i, j ≤ m− 1.i 6= j)

これより tUU =




tu1u1
tu1u2 ・ ・ ・ tu1un

tu2u1
tu2u2 ・ ・ ・ tu2un

・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・
tunu1

tunu2 ・ ・ ・ tunun




=




tu1u1 0 ・ ・ ・ 0
0 tu2u2 0 ・ ・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・

0 0 ・ ・ ・ tunun




以上より tUU は対角成分が全て正の対角行列である。

4.1.2 （２）

a1,・・・an が１次独立の時、a1・・・an を縦ベクトルとする行列 A =
(
a1 a2 ・ ・ an

)
の行列式は

| A |6= 0を満たす
このとき

∣∣∣u1 u2 + (a2,u1)
(u1,u1)

u1 u3 + (a3,u1)
(u1,u1)

u1 + (a3,u2)
(u2,u2)

u2 ・ ・ un +
∑n−1

k=1
(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣ 6= 0

⇔
∣∣∣u1 u2 u3 + (a3,u1)

(u1,u1)
u1 + (a3,u2)

(u2,u2)
u2 ・ ・ un +

∑n−1
k=1

(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣
+

∣∣∣u1
(a2,u1)
(u1,u1)

u1 u3 + (a3,u1)
(u1,u1)

u1 + (a3,u2)
(u2,u2)

u2 ・ ・ un +
∑n−1

k=1
(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣ 6= 0⇔
∣∣∣u1 u2 u3 + (a3,u1)

(u1,u1)
u1 + (a3,u2)

(u2,u2)
u2 ・ ・ un +

∑n−1
k=1

(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣(同
じ列を含む行列の行列式は０なので)

これを繰り返して∣∣∣u1 ・ ・ ・ ・ un

∣∣∣ 6= 0をえる。よって命題１と命題２は同値である。

4.2 ４番の総評

難しくはないが、易しくもない。難易度は５段階で 3.5。

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

J(x) = 1
2 (x2

1 +・・・+ x2
n)− (a1x1 +・・・+ anxn) = 1

2 (x1− a1)2 +・・・+ 1
2 (xn− an)2− 1

2 (a2
1 +・・・+ a2

n) ≥ − 1
2 (a2

1 +・・・+ a2
n)

よって J(x)は下から有界

5.1.2 （２）

(左辺)=2{1
2 || x+y

2 ||2 −(a, x+y
2 )}+ 1

4 || x− y ||2
=1

4{|| x + y ||2 + || x− y ||2} − (a, x + y)
=1

4{(x1 + y1)2 +・・・+ (xn + yn)2 + (x1 − y1)2 +・・+ (xn − yn)2 − a1(x1 + y1)・・・− an(xn + yn)}
=1

2 || x ||2 −(a, x) + 1
2 || y ||2 −(a, y)

=J(x) + J(y)

109



5.1.3 （３）

(1)より
∫

x∈Rn J(x) = − 1
2aT aより J(x)は最小値を達成する

5.2 ５番の総評

(3)の解答がちょっと微妙だが、(1)と (2)は極めて簡単。難易度は５段階で３か 3.5。

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

測定法 [1]:a,bの推定量はそれぞれX1, X2

測定法 [2]:E[Y1] = a + b, E[Y2] = a− bより a,bの推定量は Y1+Y2
2 , Y1−Y2

2

測定法 [3]:E[Z1] = a,E[Z2] = a + bより a,bの推定量は Z1, Z2 − Z1

6.1.2 （２）

V [X1] = V [X2] = 1
V [Y1+Y2

2 ] = 1
2 , V [Y1−Y2

2 ] = 1
2

V [Z1] = 1, V [Z2 − Z1] = 2
よって測定２が分散が一番小さくて優れており、測定３が分散が一番大きく優れていない。

6.2 ６番の総評

どれくらい記述すればいいのかが分かりにくいが取り組みやすい問題。難易度は５段階で３。

7 ７番

7.1 解答

7.1.1 （１）

f2(x) = limh→0
F2(x+h)−F2(x)

h = limh→0
1
hP{x ≤ X(2) ≤ x + h}

P{x ≤ X(2) ≤ x + h} = 3!
1!1!1!{F (x)}1{F (x + h)− F (x)}1{1− F (x + h)}1(FはX1・・・X2n−1 の分布関数)

よって f2(x) = limh→0 6・F (x)・F(x+h)−F(x)

h {1− F (x + h)} = 6F (x)f(x)(1− F (x)) = 6x(1− x)
このとき f2(x) =

∫ x

0
6t(1− t)dt = 3x2 − 2x3

また E[X2(x)] =
∫ 1

0
xf2(x)dx = 1

2

E[X2
2 (x)] =

∫ 1

0
xf2(x)dx = 3

10

V [X2(x)] = 1
20
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7.1.2 （２）

fn(x) = limh→0
Fn(x+h)−Fn(x)

h = limh→0
1
hP{x ≤ X(n) ≤ x + h}

P{x ≤ X(n) ≤ x + h} = (2n−1)!
(n−1)!(n−1)!{F (x)}n−1{F (x + h)− F (x)}{1− F (x + h)}n−1

よって fn(x) = limh→0
(2n−1)!

(n−1)!(n−1)!{F (x)}n−1 F(x+h)−F(x)

h {1− F (x + h)}n−1

= (2n−1)!
(n−1)!(n−1)!f(x){1− F (x)}n−1{F (x)}n−1

= (2n−1)!
(n−1)!(n−1)!・1・(1− x)n−1xn−1 = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)! (1− x)n−1xn−1

また E[X(n)(x)] =
∫ 1

0
xfn(x)dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!

∫ 1

0
xn(1− x)n−1dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!B(n + 1, n) = 1
2

E[X2
(n)(x)] =

∫ 1

0
x2fn(x)dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!

∫ 1

0
xn+1(1− x)n−1dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!B(n + 2, n) = 1
2

n+1
2n+1

V [X(n)(x)] = 1
4(2n+1)

7.2 ７番の総評

順序統計量についての知識がないとやりにくい。難易度は５段階で 3.5。

8 ８番

8.1 解答

8.1.1 （１）




S1 = X1

S2 = X1 + X2

・

・

・

Sn = X1 +・・・+ Xn

⇔





X1 = S1

X2 = S2 − S1

・

・

・

Xn = Sn − Sn−1

(0 < S1 < S2 <・・・< Sn)

よって J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂X1
∂S1

・ ・ ・ ・ ∂X1
∂Sn

∂X2
∂S1

・ ・ ・ ・ ∂X2
∂Sn

・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・
∂Xn

∂S1
・ ・ ・ ・ ∂Xn

∂Sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 ・ ・ ・ 0
−1 1 0 ・ ・ 0
0 −1 1 ・ ・ ・

・ 0 0 ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

よって fS1・・・Sn
=| J | fX1・・・Xn

(s1, s2 − s1,・・・, sn − sn−1)
=fX1(s1)fX2(s2 − s1)・・・fXn(sn − sn−1)(X1・・・Xnは独立なので)
=λne−λsn

これより fS2・・・Sn
=

∫ s2

0
fS1・・・Sn

ds1 = λns2e
−λsn(0 < S2 <・・・< Sn)

これを繰り返して fSn = λn

(n−1)!s
n−1e−λs

これより fn(s) = λn

Γ(n)s
n−1e−λs
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8.1.2 （２）

Tの密度関数を p(t)とするとき p(t) = 1
λnΓ(n) t

n−1e−
1
λ t

よって g(s, t) = 1
(Γ(n))2 (st)n−1e−

1
λ t−λs

8.1.3 （３）

J =

∣∣∣∣∣
∂S
∂W

∂S
∂U

∂T
∂W

∂T
∂U

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
U −W

U2

U W

∣∣∣∣∣ = 2W
U

これより h(u,w) =| J | g(s, t) = 2w
u g(w

u , uw) = 2
(Γ(n))2

w2n−1

u e−
1
λ uw−λ w

u

8.1.4 （４）

h1(u) =
∫∞
0

h(u,w)dw = 2
(Γ(n))2u

∫∞
0

w2n−1e−( u
λ + λ

u )wdw

(u
λ + λ

u )w = tとおくと dt
dw = u2+λ2

λu

これより h1(u) = 2
(Γ(n))2 ( λ

u2+λ2 )2n( u
u2+λ2 )2n−1

∫∞
0

t2n−1e−tdt

= 2Γ(2n)
{Γ(n)}2

λ2nu2n−1

(u2+λ2)2n

h2(w|u) = h(u,w)
h1(u) = w2n−1(u2+λ2)2n

Γ(2n)λ2nu2n e−
1
λ uw−λ w

u

8.2 ８番の総評

解答は長いが、一つ一つの問題は難しくはない。難易度は５段階で３か 3.5。

9 ９番

9.1 解答




X1 =
√

m
R Z1

X2 =
√

m
R Z2

・

・

・

Xp =
√

m
R Zp

Y =
√

R

とおくと





Z1 = Y√
m

X1

Z2 = Y√
m

X2

・

・

・

Zp = Y√
m

Xp

R = Y 2

よって J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Z1
∂X1

∂Z1
∂X2

・ ・ ・ ∂Z1
∂Xp

∂Z1
∂Y

∂Z2
∂X1

∂Z2
∂X2

・ ・ ・ ∂Z2
∂Xp

∂Z2
∂Y

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・
∂Zp

∂X1

∂Zp

∂X2
・ ・ ・ ∂Zp

∂Xp

∂Zp

∂Y
∂R
∂X1

∂R
∂X2

・ ・ ・ ∂R
∂Xp

∂R
∂Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Y√
m

0 ・ ・ ・ 0 X1√
m

0 Y√
m
・ ・ ・ 0 X2√

m

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ ・ Y√
m

Xp√
m

0 ・ ・ ・ ・ 0 2Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2Y p+1

(
√

m)p
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よって fX1,X2,・・・Xp,Y = 2Y p+1

(
√

m)p fZ1,・・・Zp,R(z1・・・zp, r) = 2Y p+1

(
√

m)p fZ1,・・・Zp,R( yx1√
m

,・・・,
yxp√

m
, y2)

= 2Y p+1

(
√

m)p
1

(
√

2π)p
e−

y2

2m (x2
1+・・・x2

p) 1

Γ( m
2 )2

m
2

ym−2e−
y2

2

よって fX1,X2,・・・Xp
(x1, x2,・・・xp) =

∫∞
0

fX1,X2,・・・Xp,Y dy

y2

2m (x2
1 +・・・x2

p) = tとおくと dt
dy = y(m+x2

1+・・・x2
p

m )

このとき fX1,X2,・・・Xp
(x1, x2,・・・xp) = 2

(
√

2πm)pΓ( m
2 )2

m
2

∫∞
0

e−t{
√

2mt
m+x2

1+・・・x2
p
}p+m−1

√
m+x2

1+・・・x2
p

2mt
m

m+x2
1+・・・x2

p
dt

=m
m
2

π
p
2

1
Γ( m

2 )

Γ( m+p
2 )

(m+x2
1+・・・x2

p)
m+p

2

9.2 ９番の総評

計算が難しく、取り組みにくい。難易度は５段階で 3.5か 4。

10 １０番

10.1 解答

10.1.1 （１）

正規分布の再生性より 1
n

∑n
i=1 Xi − 1

n

∑n
i=1 Yi = Xn − Yn ∼ N(µ1 − µ2,

2σ2

n )
H0 の下でXn − Yn ∼ N(0, 2σ2

n )
H1 の下でXn − Yn ∼ N(δ, 2σ2

n )
ここでH0 の下で p(Xn − Yn > p) = α

H1 の下で p(Xn − Yn < p) = β とおいて正規化すると

p(Xn−Yn√
2σ2

n

> p√
2σ2

n

) = α

p(Xn−Yn−δ√
2σ2

n

< p−δ√
2σ2

n

) = β

p√
2σ2

n

= zα, p−δ√
2σ2

n

= z1−β = −zβ

これを解いて n = 2σ2(zα+zβ)2

δ2 (切り上げが必要)

10.1.2 （２）

(1)より δの値を大きくしていくと、nの値は小さくなっていく。

よって nを µ1 − µ2 = δの時と同じ値にすればよい。

10.1.3 （３）

検出力は 1− β = 0.80より β = 0.20
よって (1)と (2)より n ≥ 2×0.09

0.01 (1.645 + 0.842)2 = 111.3
よって 112回以上の実験が必要
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10.2 １０番の総評

検出力についての知識がないとできない。難易度は５段階で 3.5くらい。

全体的な総評

まず、１番は必答。次に５，６，８が解きやすい。難易度５の問題は見受けられないが、2.5以下の問題もなく、標準よ

りやや難しめの問題が目立つ。
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平成１７年度　システム創成専攻　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

x2
1 + x2

2 + x2
3 = r2 より r =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3(r > 0より)
ここで ∂r

∂x1
= x1√

x2
1+x2

2+x2
3

, ∂2r
∂x2

1
= x2

2+x2
3

(x2
1+x2

2+x2
3)

3
2

∂r
∂x2

= x2√
x2
1+x2

2+x2
3

, ∂2r
∂x2

2
= x2

1+x2
3

(x2
1+x2

2+x2
3)

3
2

∂r
∂x3

= x3√
x2
1+x2

2+x2
3

, ∂2r
∂x2

3
= x2

1+x2
2

(x2
1+x2

2+x2
3)

3
2

よって ∂f
∂x1

= ∂f
∂r

∂r
∂x1

∂2f
∂x2

1
= ∂

∂x1
(∂f

∂r
∂r
∂x1

)

= ∂
∂x1

(∂f
∂r ) ∂r

∂x1
+ ∂f

∂r
∂2r
∂x2

1

=∂2f
∂r2 ( ∂r

∂x1
)2 + ∂f

∂r
∂2r
∂x2

1

同様にして ∂2f
∂x2

2
= ∂2f

∂r2 ( ∂r
∂x2

)2 + ∂f
∂r

∂2r
∂x2

2
∂2f
∂x2

3
= ∂2f

∂r2 ( ∂r
∂x3

)2 + ∂f
∂r

∂2r
∂x2

3

以上より ( ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

+ ∂2

∂x2
3
)f(x) = ∂2f

∂r2 + ∂f
∂r + 2(x2

1+x2
2+x2

3)

(x2
1+x2

2+x2
3)

3
2

= ∂2g
∂r2 + ∂g

∂r
2
r = g”(r) + 2

r g′(r)

1.1.2 （２）

i = 1の時
∂2

∂r2 ( x2
1

rm+2 ) = ∂2

∂r2 ( r2 sin2 θ cos2 ϕ
rm+2 ) = sin2 θ cos2 ϕ・m(m + 1)r−m−2

i = 2の時
∂2

∂r2 ( x2
2

rm+2 ) = ∂2

∂r2 ( r2 sin2 θ sin2 ϕ
rm+2 ) = sin2 θ sin2 ϕ・m(m + 1)r−m−2

i = 3の時
∂2

∂r2 ( x2
3

rm+2 ) = ∂2

∂r2 ( r2 cos2 θ
rm+2 ) = cos2 θ・m(m + 1)r−m−2

1.2 １番の総評

またまたチェインルールの問題。難易度は５段階で３。

2 ２番

2.1 解答

aの値は 1,− 5
4

a = 1の時

固有値 t = −2（重解）に対応する固有ベクトルは



−1
1
0






−1
0
1



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固有値 t = 1に対応する固有ベクトルは




1
1
1




a = − 5
4 の時

固有値 t = − 1
2（重解）に対応する固有ベクトルは



−1
2
2




固有値 t = −2に対応する固有ベクトルは




1
−1
0




2.2 ２番の総評

かなり簡単な問題。計算間違いしないように。難易度は５段階で 1か 1.5くらい。

3 ３番

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

cos u =
√

1−x2

1−x2y2 , cos v =
√

1−y2

1−x2y2 より

cos2 u = 1−x2

1−x2y2 , cos2 v = 1−y2

1−x2y2

ここで sin2 u = 1− cos2 u = 1− 1−x2

1−x2y2 = x2(1−y2)
1−x2y2 = x2 cos2 v

よって x = sin u
cos v (0 < x < 1)より

また sin2 v = 1− cos2 v = 1− 1−y2

1−x2y2 = y2(1−x2)
1−x2y2 = y2 cos2 u

よって y = sin v
cos u (0 < y < 1)より

4.1.2 （２）

x = sin u
cos v , y = sin v

cos u より

J =

∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
cos u
cos v

sin v sin u
cos2 v

sin v sin u
cos2 u

cos v
cos u

∣∣∣∣∣ = 1− sin2 u sin2 v
cos2 v cos2 u

よって I =
∫∫

∆
1

1− sin2 u sin2 v
cos2 v cos2 u

(1− sin2 u sin2 v
cos2 v cos2 u )dudv =

∫∫
∆

1dudv = π2

8

4.2 ４番の総評

(1)はこの解答のようにやることによって大幅に計算量を減らすことができる。難易度は５段階で 3.5くらい。
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5 ５番

５番¶ ³

事象 A,B,Cとそれらの余事象 Ac, Bc, Cc に対して、記号

A1 = A,A2 = Ac, B1 = B, B2 = Bc, C1 = C, C2 = Cc

を用いて表現するとき、

P (Ai ∩Bj ∩ Ck) > 0(i = 1, 2; j = 1, 2; k = 1, 2)
であると仮定する。任意の事象Wに対して、次の条件付確率測度

Q(W ) = R(W |A) = P (A∩W )
P (A)

R(W ) = P (W |Ac) = P (Ac∩Q)
P (Ac)

を定義する。次の問いに答えよ。

(1)Q(B) = R(B)が成り立つとき、事象 A,B,Cはどのような関係にあるか？

(2)条件付き確率 P (C|A,B) = P (A∩B∩C)
p(A∩B) を Q(・)を用いて表せ。また条件付き確率 P (C|Ac, B) = P (Ac∩B∩C)

P (Ac∩B) を

Q(・)を用いて表せ。

(3)次の二つの式：
P (C|A,B)
P (C|Ac,B) = P (C|A)

P (C|Ac)
P (C|A,Bc)
P (C|Ac,Bc) = P (C|A)

P (C|Ac)

が成り立つとき事象 A、Bが独立であるか、または条件付き確率測度Q(・)に関して事象 B,Cが独立であることを証

明せよ。
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

Q(B) = R(B) ⇔ P (A∩B)
P (A) = P (Ac∩B)

P (Ac)

⇔ P (A∩B)
P (A) = P (B)−P (A∩B)

1−P (A)

⇔ P (A ∩B) = P (A)P (B)よって事象 A と Bは独立である。

5.1.2 （２）

Q(B ∩ C) = P (A∩B∩C)
P (A)

Q(B) = P (A∩B)
P (A)

よって P (A∩B∩C)
P (A∩B) =

P (A∩B∩C)
P (A)

P (A∩B)
P (A)

= Q(B∩C)
Q(B)

R(B ∩ C) = P (Ac∩B∩C)
P (Ac)

R(B) = P (Ac∩B)
P (Ac)

よって P (Ac∩B∩C)
P (Ac∩B) =

P (Ac∩B∩C)
P (Ac)

P (Ac∩B)
P (Ac)

= R(B∩C)
R(B)
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5.1.3 （３）

P (C|A,B)
P (C|Ac,B) = P (C|A)

P (C|Ac)

⇔
P (A∩B∩C)

P (A∩B)
P (Ac∩B∩C)

P (Ac∩B)

=
P (A∩C)

P (A)
P (Ac∩C)

P (Ac)

⇔
Q(B∩C)

Q(B)
R(B∩C)

R(B)

= Q(C)
R(C)（(2)より）

⇔ Q(B∩C)
Q(B) = R(B∩C)

R(B)
Q(C)
R(C) ー（A）

同様にして P (C|A,Bc)
P (C|Ac,Bc) = P (C|A)

P (C|Ac)

⇔
Q(Bc∩C)

Q(Bc)
R(Bc∩C)

R(Bc)

= Q(C)
R(C)（(2)より）

⇔ Q(C)−Q(B∩C)
1−Q(B) = Q(C)

R(C)
R(C)−R(B∩C)

1−R(B) ー（B）

（A）より R(B ∩ C) = Q(B∩C)R(C)R(B)
Q(B)Q(C)

これを（B）に代入して Q(C)−Q(B∩C)
1−Q(B) = Q(C)

R(C)

R(C)−Q(B∩C)R(C)R(B)
Q(B)Q(C)

1−R(B)

⇔ Q(C)−Q(B∩C)
1−Q(B) =

Q(C)−Q(B∩C)R(B)
Q(B)

1−R(B)

⇔ R(B){Q(C)− Q(B∩C)
Q(B) = Q(B)Q(C)−Q(B ∩ C)}

⇔ (R(B)−Q(B)){Q(C)− Q(B∩C)
Q(B) }

これより R(B) = Q(B), Q(B)Q(C) = Q(B ∩ C)が成立するので事象 A、Bが独立であるか、または条件付き確率測度

Q(・)に関して事象 B,Cが独立である

5.2 ５番の総評

(1)と (2)はできるだろうが、(3)は結構取り組みにくい。難易度は５段階で 3.5くらい。

6 ６番

６番¶ ³

(1)ガンマ分布 GA(α, 1)の確率密度関数は次のように定義される。
f(x) = 1

Γ(α)x
α−1e−xx > 0

ガンマ分布 GA(α, 1)の平均と分散を求めよ。
(2)Uを一様分布に従う確率変数とする。U = αを与えた下で X,Y は互いに独立な確率変数で、それぞれガンマ分布

GA(α, 1), GA(1−α, 1)に従うとする。区間 [0,1]上の点Q(0, 0), P (U, 0), A(1, 0)に対して、OPを底辺とし高さ Xの

長方形OPQRと、PAを底辺とし高さ Yの長方形 PABC を考え、それらの面積を S1, S2とする。この時 S1, S2の

平均、分散、共分散、相関係数を求めよ。
µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

E[X] =
∫∞
0

xf(x)dx =
∫∞
0

1
Γ(α)x

αe−xdx = Γ(α+1)
Γ(α) = α

E[X2] =
∫∞
0

xf(x)dx =
∫∞
0

1
Γ(α)x

α+1e−xdx = Γ(α+2)
Γ(α) = (α + 1)α

よって V [X] = (α + 1)α− α2 = α
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6.1.2 （２）

fX,Y |U (x, y, u) = fX,Y,U (x,y,u)
fU (u) で、U = uを与えた時に X,Y は互いに独立に、GA(α, 1)、GA(1− α, 1)に従うので

fX,Y,U (x, y, u) = 1
Γ(u)Γ(1−u)x

u−1y−ue−x−y　 (fU (u) = 1なので)

ここで E[S1] =
∫ 1

0
{∫∞

0
{∫∞

0
ux

Γ(u)Γ(1−u)x
u−1y−ue−x−ydx}dy}du = 1

3

E[S2
1 ] =

∫ 1

0
{∫∞

0
{∫∞

0
u2x2

Γ(u)Γ(1−u)x
u−1y−ue−x−ydx}dy}du = 9

20

E[S2] =
∫ 1

0
{∫∞

0
{∫∞

0
(1−u)y

Γ(u)Γ(1−u)x
u−1y−ue−x−ydx}dy}du = 1

3

E[S2
2 ] =

∫ 1

0
{∫∞

0
{∫∞

0
(1−u)2y2

Γ(u)Γ(1−u)x
u−1y−ue−x−ydx}dy}du = 9

20

よって V [S1] = E[S2
1 ]− E[S1]2 = 61

180 ,V [S2] = E[S2
2 ]− E[S2]2 = 61

180

E[S1S2] =
∫ 1

0
{∫∞

0
{∫∞

0
(1−u)y・ux
Γ(u)Γ(1−u)x

u−1y−ue−x−ydx}dy}du = 1
30

よって Cov(S1, S2) = − 7
90

これより ρS1,S2 = Cov(S1,S2)√
V [S1]

√
V [S2]

= −14
61

6.2 ６番の総評

統計の問題にしてはあまり取り組みやすくない。難易度は５段階で３。

全体的な総評

必答の２問はあまり難しくはないが、選択問題はどれもやりにくく、完答は難しいだろう。（難問ではないが）
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平成１７年度　システム創成専攻　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答
∫∫

D
(x cos y) exp(−x2(1+y2)

2 )dxdy =
∫∞
−∞

cos y
1+y2 dy

f(z) = eiz

1+z2 とおくと Resz=if(z) = e−1

2i

よって留数定理を使って
∫∞
−∞

cos y
1+y2 dy = π

e

1.2 １番の総評

１０問の中で１番易しい。ご覧の通り、解答はだいぶ省略した。難易度は５段階で 1.5。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

dx
dt = −a + bex ≥ −a

X(0) = 0より x(t)− at

よって x(t)が存在する範囲内で、x(t) ≥ −at

2.1.2 （２）

方程式の両辺に e−x(t) をかけると

e−x(t) dx
dt = −ae−x(t) + b y(t) = e−x(t) とおくと、−dy

dt = −ay(t) + b

この常微分方程式を初期条件を考慮して解くと y(t) = b
a + (1− b

a )eat

これより e−x(t) = b
a + (1− b

a )eat なので −x(t) = log( b
a + (1− b

a )eat)
よって x(t) + at = at− log( b

a + (1− b
a )eat) = log( eat

b
a +(1− b

a )eat ) = log( 1
b
a e−at+(1− b

a )
)

これより limt→∞ x(t) + at = log( 1
1− b

a

)

この値が存在するためには 1− b
a > 0よって a > b

2.2 ２番の総評

(2)はかなり難しい。答案は非常にシンプルであるが・・難易度は５段階で 4.5。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

HF j = HF・F j−1

=(FH − 2F )F j−1 ((a)より)
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=FHF j−1 − 2F j

=F (FH − 2F )F j−2 − 2F j

=F 2HF j−2 − 4F j

=・・・・

=F jH − 2jF j(∵ F 0 = I より)
よってHF jv = F jHv − 2jF jv

=hF jv − 2jF jv = (h− 2j)F jv

3.1.2 （２）

GF jv = (FG + H)F j−1v((b)より)

=FGF j−1 + HF j−1

=FGF j−1 + (h− 2j + 2)F j−1v((1)より)

=F (FG + H)F j−2v + (h− 2j + 2)F j−1v

=F 2GF j−2v + FHF j−2v + (h− 2j + 2)F j−1v

=F 2GF j−2v + F (h− 2(j − 2))F j−2v + (h− 2j + 2)F j−1v

=F 2GF j−2v + (2h− 4j + 6)F j−1v

=・・・・・

=F jGv + (jh− 2j・j + 2
∑j

k=1 k)
=0 + (jh− 2j2 + j(j + 1))F j−1v(Gv = 0より)
=j(h− j + 1)F j−1v

3.1.3 （３）

HF jv = (h− 2j)F jvよりH は固有値 (h− 2j)、それに対応する固有ベクトル F jvを持つ。（それらは互いに異なって

いる）

Hは n次正方行列なので、固有ベクトルの個数は高々n個であり、Hが j0(j0 ∈ {1, 2,・・・, n})個の固有ベクトルを持って
いる時、F j0+1v = 0。
よって適当な j0 に対して、F j0v = 0, F j0−1v 6= 0

3.1.4 （４）

(2)より j0 ∈ {1, 2,・・・, n}に対して、GF j0v = j0(h− j0 + 1)F j0−1v

(3)より GF j0v = 0なので、h− j0 + 1 = 0。
よって h = j0 − 1
ここで j0 ∈ {1, 2,・・・, n}より h ∈ {0, 1,・・・, n− 1}

3.2 ３番の総評

あまり取り組みやすいとは言えないだろう。難易度は５段階で 3.5。
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4 ４番

４番¶ ³

m = m(x)(0 ≤ x ≤ 1)は正値連続関数でM は正の定数とする。このとき

maxx∈[0,1] m(x) ≤ M

が成り立つことと、任意の連続関数 f = f(x)(0 ≤ x ≤ 1)に対して∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx ≤ M

∫ 1

0
| f(x) | dx

が成り立つことは同値である事を示せ。
µ ´

4.1 解答

maxx∈[0,1] m(x) ≤ M ⇒ ∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx ≤ M

∫ 1

0
| f(x) | dxについて

∀x ∈ [0, 1]でm(x) ≤ M

ここで f(x)は 0 ≤ x ≤ 1で連続関数なので ∀x ∈ [0, 1]でm(x) | f(x) |≤ M | f(x) |
よって

∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx ≤ M

∫ 1

0
| f(x) | dx∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx ≤ M

∫ 1

0
| f(x) | dx ⇒ maxx∈[0,1] m(x) ≤ M について

対偶はmaxx∈[0,1] m(x) > M ⇒ ∃f ∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx > M

∫ 1

0
| f(x) | dx

maxx∈[0,1] m(x) > M の時mは正値連続のため

∃x0, ε > 0s.t.∀x ∈ [x0 − ε, x0 + ε] ⇒ m(x) > M となる。

ここで
∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx ≥ ∫ x0+ε

x0−ε
m(x) | f(x) | dx > M

∫ x0+ε

x0−ε
| f(x) | dx

ここで f(x) =





0 x ≤ x0 − ε

x− x0 + ε x0 − ε ≤ x < x0

x0 + ε− x x0 ≤ x ≤ x0 + ε

0 x0 + ε < x ≤ 1

となる f をとると、
∫ 1

0
m(x) | f(x) | dx ≥ M

∫ 1

0
| f(x) | dx

4.2 ４番の総評

微積分の問題にしてはあまり難しくはない。難易度は５段階で 2.5。

5 5番

5.1 解答

5.1.1 （１）

cot x = cos x
sin x さえ知っていれば出来る。頑張れ。

5.1.2 （２）
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5.1.3 （３）

(右辺)=
∫ π

2
0
{(f ′(x))2 − 2f(x)f ′(x)u(x) + f2(x)u2(x)}dx =

∫ π
2

0
{(f ′(x))2 − 2f(x)f ′(x)u(x) + f2(x)(−u′(x)− 1)}dx

左辺と比較することにより
∫ π

2
0

(2f(x)f ′(x)u(x) + f2(x)u′(x))dx = 0を示す。∫ π
2

0
(2f(x)f ′(x)u(x) + f2(x)u′(x))dx = [(f(x))2u(x)]

π
2
0 = (f(π

2 ))2u(π
2 )− limx→0(f(x))2u(x)

=− limx→0(f(x))2u(x)(u(π
2 ) = 0なので)

=− limx→0
(f(x))2

sin x (limx→0 cos x = 1なので)

=− limx→0

(f(x))2

x
sin x

x

ここで（２）より | f(x) |2= o(x)(x → 0)なので limx→0
(f(x))2

x = 0
また limx→0

sin x
x = 1

以上より
∫ π

2
0

(2f(x)f ′(x)u(x) + f2(x)u′(x))dx = 0
よって与式が示せた。

5.2 5番の総評

6 ６番

６番¶ ³

aを | a |< 1を満たす定数とする。２次元確率ベクトル (X, Y )は密度関数
f(x, y) = C exp(−x2 + 2axy − y2)(−∞ < x, y < ∞)
を持つとする。ここで Cは定数とする。次の問に答えよ。

(1)定数 Cを求めよ。

(2)Xと Y の平均と分散を求めよ。

(3)Xと Y の相関係数を求めよ。
µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）
∫∫

R2 C exp(−x2 + 2axy − y2)dxdy = 1
u = px, v = qx + ryとおいて

−(u2 + v2) = −x2 + 2axy − y2 を満たすように p,q,rを定めると p =
√

1− a2, q = −a, r = 1となる。
この時 u =

√
1− a2x, v = −ax + yとなるので x = 1√

1−a2 u, y = v + a√
1−a2 u

ヤコビアン J =

∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ = 1√
1−a2

この時
∫∫

R2 C exp(−x2 + 2axy − y2)dxdy = C
∫∞
−∞

∫∞
−∞ exp(−(u2 + v2)) 1√

1−a2 dudv = πC√
1−a2

よって πC√
1−a2 = 1より C =

√
1−a2

π
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6.1.2 （２）

E[X] =
√

1−a2

π

∫∫
R2 x exp(−x2 + 2axy − y2)dxdy = 0

E[Y ] =
√

1−a2

π

∫∫
R2 y exp(−x2 + 2axy − y2)dxdy = 0

E[X2] =
√

1−a2

π

∫∫
R2 x2 exp(−x2 + 2axy − y2)dxdy = 1

2(1−a2)

E[Y 2] =
√

1−a2

π

∫∫
R2 y2 exp(−x2 + 2axy − y2)dxdy = 1

2(1−a2)

V [X] = E[X2]− E[X]2 = 1
2(1−a2)

V [Y ] = E[Y 2]− E[Y ]2 = 1
2(1−a2)

6.1.3 （３）

E[XY ] = a
2(1−a2)

よって Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = a
2(1−a2) これより ρX,Y = Cov(X,Y )√

V [X]
√

V [Y ]
= a

6.2 ６番の総評

統計ができる人は十分に取り組める問題。難易度は５段階で 2.5。

7 7番

７番¶ ³

X1・・・Xn を独立に同じ分布 F(x)に従うｎ個の確率変数とし、F(x)は密度関数 f(x) をもつとする。連続する確率変

数の組 (Xi, Xi+1)（ただし i=1,2,・・・,n-1）の中でXi < Xi+1 を満たす組の個数を Tとする。次の問いに答えよ。

(1)Tの平均を求めよ。

(2)Tの分散を求めよ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）

Yi = Xi+1 −Xi とおいて、確率変数 Uを次のように定める。

U(Yi) =





1 Yi > 0

0 Yi ≤ 0
また P (Yi > 0) = P (Yi ≤ 0) = 1

2

この時 T =
∑n−1

i=1 U(Yi)となり、E[T ] = n−1
2

7.1.2 （２）

T 2 = (
∑n−1

i=1 U(Yi))2

=
∑n−1

i=1 {U(Yi)}2 + 2
∑

i>j U(Yi)U(Yj)
ここで

∑n−1
i=1 {U(Yi)}2 =

∑n−1
i=1 {U(Yi)}(Uは１か０しか取らないので)
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∑
i>j U(Yi)U(Yj) =

∑
i=j+1 U(Yi)U(Yj) +

∑
i>j+1 U(Yi)U(Yj)

ここで E[
∑

i=j+1 U(Yi)U(Yj)] = P (Yi > 0, Yi−1 > 0)(n− 2) = P (Xi−1 < Xi < Xi+1)(n− 2) = 1
6 (n− 2)

E[
∑

i>j+1 U(Yi)U(Yj)] = {1 + 2 +・・・+ (n− 3)}E[YiYj ] = (n−3)(n−2)
2 E[Yi]E[Yj ](Yiと Yjは i > j + 1の時独立なので)

= (n−2)(n−3)
8

以上より E[T 2] = n−1
2 + 2{n−2

6 + (n−2)(n−3)
8 } = 3n2−5n+4

12

これより V [T ] = n+1
12

7.2 7番の総評

解答はあまり長くはないが、超難問。難易度は５段階で５。

8 ８番

８番¶ ³

正の値を取る確率変数 Tが任意の正の数 t,hに対して次式を満たすとする。

P (0 < T < t + h|T > t) = P (0 < T < h)
ここで Tは t > 0で連続な密度関数 f(t)を持ち
limh→+0 f(h)
が存在すると仮定する。この時、密度関数 f(t)を求めよ。

µ ´

8.1 解答

（与式）⇔ P (t<T<t+h)
P (T>t) = P (0 < T < h) ⇔ P (t < T < t + h) = P (0 < T < h)P (T > t)

両辺 hで割ると
P (t<T<t+h)

h = P (0<T<h)
h P (T > t)

ここで limh→+0 f(h) = aとおく。この時

limh→+0
P (t<T<t+h)

h = aP (T > t)
これより f(t) = a

∫∞
t

f(t)dt = a(1− ∫ t

0
f(s)ds)

よって f ′(t) = −af(t)
この微分方程式を解いて f(t) = Ce−at(Cは定数)∫∞
0

f(t)dt = 1より C = a

よって f(t) = ae−at

8.2 ８番の総評

解答は短いがあまり取り組みやすいとは言えない。難易度は５段階で３か 3.5くらい。
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9 ９番

９番¶ ³

確率変数 Xに対して積率母関数M(t) = E[etX ]が原点の周りで定義されるとする。Xのキュムラント母関数 ψ(t) =
log M(t)の原点におけるテーラー展開を
ψ(t) =

∑∞
m=1

κmtm

m!

と置き、κを X のm次キュムラントという。

X1・・・Xp を互いに独立で原点の周りで積率母関数が定義される確率変数とする。ψj(t)を Xj のキュムラント母関

数、κ
(j)
m をXj のm次キュムラントとする。aj(j = 1,・・・, p)を実定数とするとき、次の問に答えよ。

(1)
∑p

j=1 ajXj のキュムラント母関数を ajとψj(y)を用いて表せ。
(2)

∑p
j=1 ajXj のm次キュムラントを κm(a1・・・・ap)とするとき、κm(a1・・・・ap)を求めよ

(3)
∑p

j=1 a2
j = 1の時、４次キュムラントに関する次の不等式を証明せよ。

min{0, κ
(1)
4 ,・・・・, κ

(p)
4 } ≤ κ4(a1・・・・ap) ≤ max{0, κ

(1)
4 ,・・・・, κ

(p)
4 }

µ ´

9.1 解答

9.1.1 （１）

E[et(
∑p

j=1
ajXj)] = e[et(a1X1+a2X2+・・・apXp)]

=E[eta1X1 ]・・・・E[etapXp ](X1・・・Xp は独立なので)

よって log E[et(
∑p

j=1
ajXj)] = log E[eta1X1 ] + log E[eta2X2 ] +・・・+ log E[etapXp ]

=ψ(a1t) + ψ(a2t) +・・・ψ(apt)
=
∑p

j=1 ψj(ajt)

9.1.2 （２）

∑p
j=1 ψj(ajt)の原点におけるテイラー展開は∑∞
m=1

κ(1)
m (a1t)m

m! +
∑∞

m=1
κ(2)

m (a2t)m

m! +・・・+
∑∞

m=1
κ(p)

m (apt)m

m!

=
∑∞

m=1

κ(1)
m am

1 +κ(2)
m am

2 +・・・+κ(p)
m am

p

m! tm

よって κm(a1・・・ap) =
∑p

j=1 κ
(j)
m am

j

9.1.3 （３）

κ4(a1,・・・ap) ≤ max{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 }の証明

・max{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 } = κ

(m)
4 > 0の時∑p

i=1 a4
jκ

(j)
4 ≤ κ

(m)
4

∑p
i=1 a4

j ≤ κ
(m)
4

・max{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 } = 0の時∑p

i=1 a4
jκ

(j)
4 ≤ 0

∑p
i=1 a4

j = 0
以上より κ4(a1,・・・ap) ≤ max{0, κ

(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 }が言えた。

min{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 } ≤ κ4(a1,・・・ap)の証明

・min{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 } = 0の時∑p

j=1 a4
jκ

(j)
4 ≥ ∑p

j=1 a4
j・0 =0
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・min{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 } = κ

(l)
4 < 0の時

κ
(l)
4 ≤ ∑p

j=1 a4
jκ

(l)
4

∑p
j=1 a4

jκ
(j)
4

以上よりmin{0, κ
(1)
4 ,・・・, κ

(p)
4 } ≤ κ4(a1,・・・ap)が言えた。

9.2 9番の総評

キュムラントについて知らなくてもできる。難易度は５段階で３。

10 １０番

１０番¶ ³

確率変数 X,Y について、Xが与えられた時の Yの条件付き分布が平均 βX、分散 σ2の正規分布に従うと仮定する。

ただし、β, σ2 は定数で、| β |< 1とする。次の問に答えよ。
(1)E[X] = E[Y ](= µと表す）が成り立つ時、µを求めよ。

(2)(1)の条件に加えて E[X2] = E[Y 2](= ν と表す）が成り立つ時、ν を β, σ2 を用いて表せ。

(3) (1)と (2)の条件に加えて E[X4] = E[Y 4] = (κと表す）が成り立つ時、κを β, σ2 を用いて表せ。
µ ´

10.1 解答

10.1.1 （１）

X と Y の密度関数をそれぞれ fX(x), fY (y)、同時密度関数を f(x, y)とおく。条件より
E[Y |X = x] =

∫∞
−∞ y f(x,y)

fX(x) dy = βx

よって
∫∞
−∞ yf(x, y)dy = βxfX(x)より∫∞

−∞
∫∞
−∞ yf(x, y)dy =

∫∞
−∞ βxfX(x)

これより E[Y ] = βE[X]なので µ = βµ

| β |< 1よりµ = 0

10.1.2 （２）

fY |X(y|x)の積率母関数をM(t)とおくと、fY |X(y|x)は平均 βX 分散 σ2 の正規分布に従うので

M(t) = exp(βxt + σ2

2 t2)
M ′(t) = (βx + σ2t) exp(βxt + σ2

2 t2)
M (2)(t) = {σ2 + (βx + σ2t)2} exp(βxt + σ2

2 t2)
よってM (2)(0) = σ2 + β2x2

これより E[Y 2|X = x] =
∫∞
−∞ y2 fX,Y (x,y)

fX(x) dy = σ2 + β2x2

⇔ ∫∞
−∞ y2fX,Y (x, y)dy = σ2 + β2x2

⇔ ∫∞
−∞

∫∞
−∞ y2fX,Y (x, y)dxdy =

∫∞
−∞(σ2 + β2x2)fX(x)dx

これより ν = σ2 + β2ν なので ν = σ2

1−β2
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10.1.3 （３）

M (4)(0) = 3σ4 + 6β2x2σ2 + β4x4

よって
∫∞
−∞

∫∞
−∞ y4fX,Y (x, y)dxdy = 3σ4

∫∞
−∞ fX(x)dx + 6β2σ2

∫∞
−∞ x2fX(x)dx + β4x4

∫∞
−∞ x4fX(x)dx

⇔ κ(1− β4) = 3(1+β2)
1−β2 σ4

これより κ = 3σ4

(1−β2)2

10.2 １０番の総評

（３）は計算がかなり大変でやりにくいだろう。難易度は５段階で 3.5くらい。

全体的な総評

まず、１番は絶対にやるべき。そして４も取り組みやすい。統計ができる人は６，９，１０に手を出すと良い。８番も

できなくはない。統計ができない人は２，３辺りで部分点を取れるように頑張ってください。
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1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

∂f
∂ρ = ∂f

∂x
∂x
∂ρ + ∂f

∂y
∂y
∂ρ

∂2f
∂ρ2 = ∂2f

∂x2 (∂x
∂ρ )2 + 2 ∂2f

∂x∂y
∂x
∂ρ

∂y
∂ρ + ∂2f

∂y2 (∂y
∂ρ )2 + ∂f

∂x
∂2x
∂ρ2 + ∂f

∂y
∂2y
∂ρ2

後の計算は省略

1.1.2 （２）

省略

1.2 １番の総評

またまたチェインルール。頑張って計算しましょう。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

b1 = a1 t1 = b1
||b1|| = 1

2b1 = 1
2




1
−1
1
1




b2 = a2 − (t1, a2)t1 とおくと

b2 =




1
0
1
0



− 1

2




1
−1
1
1




= 1
2




1
1
1
−1



より t2 = 1

2




1
1
1
−1




b3 = a3 − (t1, a3)t1 − (t2, a3)t2 =




1
0
−1
0



より t3 = 1√

2




1
0
−1
0




b4 = a4 − (t1, a4)t1 − (t2, a4)t2 − (t3, a4)t3 =




1
0
−1
0



より t3 = 1√

2




0
1
0
1




132



2.1.2 （２）

(1)より a1 = 2t1

a2 = t1 + t2

a3 = t1 − t2 +
√

2t3

a4 = t2 − 1√
2
t3 + 1√

2
t4

よって A =
(
t1 t2 t3 t4

)



2 1 1 0
0 1 −1 1
0 0

√
2 − 1√

2

0 0 0 1√
2




2.2 ２番の総評

QR分解の問題。難易度は５段階で 2.5か３。グラムシュミットは絶対にできるようにしましょう。QR分解は参考文献

の「線形代数とその応用」の１４４ページに詳しい記述がある。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

dx
dt =

dφ1
dt φ2−φ1

dφ2
dt

φ2
2

= (
g(t)
2 φ1+

h(t)+f(t)
2 φ2)φ2−(

h(t)−f(t)
2 φ1− g(t)

2 φ2)φ1

φ2
2

=g(t)φ1
φ2

+ h(t)+f(t)
2 − h(t)−f(t)

2 (φ1
φ2

)2

=f(t)
2 (1 + x2) + g(t)x + h(t)

2 (1− x2)(∵ x(t) = φ1
φ2
なので)

3.1.2 （２）

dφ1
dt = − 1

2φ1(t)なので φ1(t) = C1e
− 1

2 t(C1は定数)
この時 dφ2

dt = − cos t・C1e
− 1

2 t + 1
2φ2

これを解いて φ2(t) = −C1
2 e−

1
2 t(sin t− cos t) + C2e

1
2 t(C2は定数)

ここで x(0)φ1(0)
φ2(0)

= C1
C1
2 +C2

= 1より C1 = 2C2

よって x(t) = 2
cos t−sin t+et

3.2 ３番の総評

(1)で x(t) = φ1
φ2
に気づくかどうかだろう。難易度は５段階で 3.5。
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4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

cos x = 1− x2

2! + x4

4! − cos c
6! x6(0 < c < x)

よって剰余項は − cos c
6! x6(0 < c < x)

4.1.2 （２）

(1)において xに 1を代入して

cos 1− (1− 1
2! + 1

4! ) = − cos c
6! (0 < c < 1)

また x = π
3 で展開すると

cos 1− ( 1
2 −

√
3

2 (1− π
3 )− 1

4 (1− π
3 )2) = sin c

3! (1− π
3 )3(1 < c < π

3 )
よって cos c

6! (0 < c < 1)と sin c
3! (π

3 − 1)3(1 < c < π
3 )との大小比較を行えばよい

inf0<c<1
cos c
6! = cos 1

6! , sup1<c< π
3

sin c
3! (π

3 − 1)3 =
√

3
12 (π

3 − 1)3

ここで 6!×
√

3
12 (π

3 − 1)3 ; 0.35
cos 1 > cos π

3 > 0.35
以上より inf0<c<1

cos c
6! > sup1<c< π

3

sin c
3! (π

3 − 1)3

よって π
3 で展開する方が剰余項の値が小さいのでよい近似である

4.2 ４番の総評

完答は難しいだろう。難易度は５段階で 3.5。

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

E[Sn] = nµ

V [Sn] =
∑n

t=1 V [Xt] + 2
∑

i>j Cov(Xi, Xj)
ここで

∑
i>j Cov(Xi, Xj) = σ2(p + p2 +・・・+ pn−1) + σ2(p + p2 +・・・+ pn−2) +・・・+ σ2p

=σ2 p(pn−1−1)
p−1 + σ2 p(pn−2−1)

p−1 +・・・σ2p

=σ2
∑n−1

k=1
p(pk−1)

p−1

= pσ2

p−1{p(pn−1−1)
p−1 − (n− 1)}

これより V [Sn] = nσ2 + 2pσ2

p−1 {p(pn−1−1)
p−1 − (n− 1)}

5.1.2 （２）

V [Xn] = 1
n2 V [Sn] → 0(n →∞)

よってチェビシェフの不等式より limn→∞ P (| Xn − µ |> ε) ≤ limn→∞
V [Xn]

ε2 = 0

134



5.2 ５番の総評

（１）で計算間違いをするかもしれないが、チェビシェフの不等式を知っていればできる。難易度は５段階で３。

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

P (X = k) =r−1+k Ckpkqr−1× q =r−1+k Ckpkqr

6.1.2 （２）

∑∞
k=0 r−1+kCkpkqr = qr

∑∞
k=0 r−1+kCkpk

ここで 1
qr = {1− (1− q)}−r =

∑∞
k=0

(
−r

k

)
{−(1− q)}k

ここで

(
−r

k

)
= (−r)(−r−1)・・・(−r−k+1)

k! = (−1)k r(r+1)・・・(r+k−1)
k! = (−1)k

r−1+kCk

よって
∑∞

k=0 r−1+kCkpkqr = qr
∑∞

k=0 r−1+kCkpk = qr 1
qr = 1

6.1.3 （３）

rp = λより p = λ
r

よって limr→∞ P (X = k) = limr→∞
(r−1+k)!
k!(r−1)! (λ

r )k(1− λ
r )r

= limr→∞
(r+k−1)(r+k−2)・・・r

rk
λk

k! (1 + 1
− r

λ
)r

= limr→∞(1 + k−1
r )(1 + k−2

r )・・・1λk

k! {(1 + 1
− r

λ
))−

r
λ }−λ = λk

k! e
−λ

6.2 ６番の総評

(2)は知っていないとできない。これを機に負の二項分布について復習しましょう。難易度は５段階で 3.5。

全体的な総評

選択問題は全て難しくはないが、簡単でもない問題ばかりである。必答問題はどちらも標準的。
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1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

v(z + 1) =
∑∞

n=−∞ eπin2τe2πin(z+1) =
∑∞

n=−∞ eπin2τe2πinze2πin

e2πin = 1(n ∈ N)なので v(z + 1) =
∑∞

n=−∞ eπin2τe2πinz = v(z)
v(z + τ) =

∑∞
n=−∞ eπin2τe2πin(z+τ) =

∑∞
n=−∞ eπiτ(n2+2n)e2πinz =

∑∞
n=−∞ eπiτ(n+1)2e2πinze−πiτ

ここで t = n + 1とおくと、
v(z + τ) =

∑∞
t=−∞ eπiτt2e2πi(t−1)ze−πiτ = e−πiτe−2πiz

∑∞
t=−∞ eπiτt2e2πitz = e−πiτe−2πizv(z)

1.1.2 （２）

積分路を C1 : [0, l], C2 : {τt + l 0 ≤ t ≤ l},−C3 : {lτ + t 0 ≤ t ≤ l},−C4 : {τt 0 ≤ t ≤ l}と設定する
I1 =

∫
C1

v′(z)
v(z) dz =

∫ l

0

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πinz

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πinz

dz

I2 =
∫

C2

v′(z)
v(z) dz =

∫ lτ+l

l

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πinz

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πinz

dz = τ
∫ l

0

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πin(τz+l)

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πin(τz+l) dt

I3 =
∫

C3

v′(z)
v(z) dz =

∫ lτ

lτ+l

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πinz

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πinz

dz = − ∫ l

0

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πin(z+lτ)

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πin(z+lτ) dt

I4 =
∫

C4

v′(z)
v(z) dz =

∫ 0

lτ

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πinz

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πinz

dz = −τ
∫ l

0

∑∞
n=−∞ 2πineπin2τ e2πin(τz+l)

∑∞
n=−∞ eπin2τ e2πin(τz+l) dt = −I2

ここで
∑∞

n=−∞ 2πineπin2τe2πinz =
∑∞

n=−∞ 2πineπi(n+l)2τ+2πi(n+l)z−2πil(z+lτ) なので

I3 = − ∫ l

0

∑∞
n=−∞ 2πineπi(n+l)2τ+2πi(n+l)z

∑∞
n=−∞ eπi(n+l)2τ+2πi(n+l)z

= − ∫ l

0

∑∞
n=−∞ 2πi(n+l)eπi(n+l)2τ+2πi(n+l)z−2πi

∑∞
n=−∞ leπi(n+l)2τ+2πi(n+l)z

v(z)

=−I1 + l
∫ l

0
2πidz = −I1 + 2πil2

よって（与式）= 1
2πi (I1 + I2 + I3 + I4) = l2

1.2 １番の総評

極めて難しい。(1)はなんとかできるかもしれないが、(2)は見たこともない複素積分である。難易度は５段階で 4.5。

2 ２番

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

Ax = 0なので
∑n

j=1 anjxj = an1x1 + an2x2 +・・・+ annxn = 0
よって | ann |=| an1

x1
xn

+ an2
x2
xn

+・・・+ ann−1
xn−1
xn

|
ここで | x1 |≤| x2 |≤・・・| xn |なので
| x1

xn
|≤| x2

xn
|≤・・・| xn−1

xn
|≤ 1

これより | ann |≤| an1
x1
xn
| + | an2

x2
xn
| +・・・+ | ann−1

xn−1
xn

|≤| an1 | + | an2 | +・・・+ | ann−1 |
∑n−1

j=1 | anj |
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3.1.2 （２）

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

f(x) = −xy + x log x + ey−1 とする

このとき f ′(x) = −y + log x + 1
よって log x = y − 1、x = ey−1 の時最小値をとる

この時 f(ey−1) = −ey−1y + ey−1(y − 1) + ey−1 = 0
以上より ∀yf(x) ≥ 0 ⇔ xy ≤ x log x + ey−1

4.1.2 （２）

f(x) > 0で (1)より x = f(x), y = g(x)とおきかえると
f(x)g(x) ≤ f(x) log f(x) + eg(x)−1

x ∈ (0, a)に対して f(x),g(x)は連続なので∫ a

0
f(x)g(x)dx ≤ ∫ a

0
f(x) log f(x)dx +

∫ a

0
eg(x)−1dx ≤ ∫ a

0
f(x) log+ f(x)dx +

∫ a

0
eg(x)dx < ∞

4.1.3 （３）
∫ a

0
f(x) log 1

xdx = 2
∫ a

0
f(x) log 1√

x
dx ≤ 2

∫ a

0
f(x) log+ f(x)dx + 2

∫ a

0
e
log 1√

x
−1

dx

=2
∫ a

0
f(x) log+ f(x)dx + 4

e [
√

x]a0
=2

∫ a

0
f(x) log+ f(x)dx + 4

e

√
a

4.2 ４番の総評

(1)ができれば (2)と (3)はさほど難しくはない。難易度は５段階で 3か 3.5。

5 ５番

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

y = 1
n

∑k
i=1 fici

my = 1
n

∑k
i=1 c2

i fi
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6.1.2 （２）

1
n

∑k
j=1(cj − 1

2δj)fj < x < 1
n

∑k
j=1(cj + 1

2δj)fj

これより | x− y |≤ 1
2n

∑k
j=1 δjfj ≤ 1

2n

∑k
j=1 maxj=1,・・・,n(δj)fj = 1

2 maxj=1,・・・,n(δj)

6.1.3 （３）

本問では cj ≥ 0を仮定する
この時 1

n

∑k
j=1(cj − 1

2δj)2fj < mx < 1
n

∑k
j=1(cj + 1

2δj)2fj

ここで c2
j − (cj − 1

2δj)2 = cjδj − 1
4δ2

j

(cj + 1
2δj)2 − c2

j = cjδj + 1
4δ2

j

cj ≥ 0なので cjδj + 1
4δ2

j > cjδj − 1
4δ2

j

よって | mx −my |≤ 1
n

∑k
j=1(cjδj + 1

4δ2
j )fj ≤ 1

n

∑k
j=1(cj maxj=1,・・・,n δj + 1

4 maxj=1,・・・,n δ2
j )fj

= y maxj=1,・・・,n δj + (maxj=1,・・・,n δj)
2

4

6.2 ６番の総評

(3)の解答では勝手に cj ≥ 0を仮定したがこれでよかったのだろうか・・難易度は５段階で４。

7 ７番

7.1 解答

7.1.1 （１）

P (Y = 1|X = x) = fX,Y (x,1)
pX(x) = x

よって P (Y = 1) =
∫ 1

0
fX,Y (x, 1)dx = 1

B(α,β)

∫ 1

0
xα(1− x)β−1dx = B(α+1,β)

B(α,β) = α
α+β

7.1.2 （２）

E[X|Y = 0] =
∫ 1

0
xfX|Y (x|0)dx = α

α+β+1

E[X|Y = 1] =
∫ 1

0
xfX|Y (x|1)dx = α+1

α+β+1

7.2 ７番の総評

１０問の中で１番簡単な問題。選択すべき。難易度は５段階で３。
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8 ８番

8.1 解答

8.1.1 （１）

m(s)− 1 =
∫∞
−∞(esu − 1)f(u)du =

∫∞
−∞{

∫ u

0
sesxdx}f(u)du

=
∫∞
0
{∫ u

0
sesxdx}f(u)du− ∫ 0

−∞{
∫ u

0
sesxdx}f(u)du

=s
∫∞
0
{∫∞

x
esxf(u)du}dx− s

∫ 0

−∞{
∫ x

−∞ esxf(u)du}dx

=s
∫∞
0

esxdx
∫∞

x
f(u)du− s

∫ 0

−∞ esxdx
∫ x

−∞ f(u)du

=−s
∫ 0

−∞ F (u)esudu + s
∫∞
0

F (u)esudu

8.1.2 （２）

条件より ∀ε > 0,∃x0 s.t. ∀x ≥ x0 ⇒ M(x)
x < ε

よって − log F (x)
x < ε

これより log F (x) > −xεなので F (x) > e−xε が x ≥ x0 で言えた

F (x)は単調減少なので F (x) > e−ε(x−x0) = cεe
−εx

よって題意が示せた

8.1.3 （３）

(3)より F (x) > e−ε(x−x0) = cεe
−εx なので∫∞

0
F (u)esudu >

∫∞
0

cεe
(s−ε)udu = ∞

よって (1)よりm(s) = 1− s
∫ 0

−∞ F (u)esudu + s
∫∞
0

F (u)esuduより ∀sでm(s) = ∞

8.1.4 （４）

f(x) = dF
dx = αx−α−1

よってm(s) = α
∫∞
1

esxx−α−1

ここで s > 0, α > 0より limx→∞ esxx−α−1 = ∞なので ∀s > 0でm(s) = ∞

8.2 ８番の総評

(1)と (2)を認めれば (3)と (4)は難しくない。だが完答は難しいだろう。難易度は５段階で 3.5か 4。

9 ９番

9.1 解答

9.1.1 （１）

M(t) = E[etX ] =
∑∞

x=0
e−λλx

x! etx = e−λeλet

よってX1 + X2 の積率母関数は E[et(X1+X2)] = e−λ1eλ1et

e−λ2eλ2et

= e−(λ1+λ2)e(λ1+λ2)e
t

これよりX1 + X2 は P0(λ1 + λ2)に従う。
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9.1.2 （２）

Po(λ)の平均と分散は λなので V [Y n] = λ
n , E[Y n] = λ

よって Yn = X1 + X2 +・・・+ Xn (X1・・・Xn ∼ Po(λ))とすると中心極限定理より
limn→∞ P (−u < Yn−λ√

λ
n

< u) =
∫ u

−u
1√
2π

e−
t2
2 dt

これより limn→∞ P (Yn − u
√

λ
n < λ < Yn + u

√
λ
n ) =

∫ u

−u
1√
2π

e−
t2
2 dt

9.1.3 （３）

P (Yn = 0) = P (Yn = 0) = e−nλ (nλ)0

0! → 0(n →∞)

9.1.4 （４）

Yn − u

√
Yn

n < λ < Yn − u

√
Yn

n を Yn について解きなおすと
u2
n +2λ−

√
u4

n2 + 4λu2
n

2 < Yn <
u2
n +2λ+

√
u4

n2 + 4λu2
n

2

a =
u2
n +2λ−

√
u4

n2 + 4λu2
n

2 , b =
u2
n +2λ+

√
u4

n2 + 4λu2
n

2 とおくと

limλ→+0 P (Yn − u

√
Yn

n < λ < Yn − u

√
Yn

n ) = limλ→+0{P (Yn = [a] + 1) + P (Yn = [a] + 2) +・・・+ P (Yn = [b])}
(3)より limλ→+0 P (Yn = 0) = 1なので limλ→+0 P (Yn − u

√
Yn

n < λ < Yn − u

√
Yn

n ) = 0

9.2 ９番の総評

(1)は簡単だが、(4)は難しい。難易度は５段階で 3.5か 4。

10 １０番

10.1 解答

10.1.1 （１）

(a)より pr(yj ,zk,xi,ul)
pr(xi,ul)

= pr(yj ,xi,ul)
pr(xi,ul)

・pr(zk,xi,ul)
pr(xi,ul)

⇔ pr(yj , zk, xi, ul) = pr(yj , xi, ul)
pr(zk,xi,ul)

pr(xi,ul)

ここで (与式の左辺)=pr(yj ,zk,xi,ul)
pr(xi,zk,ul)

= pr(yj ,xi,ul)
pr(xi,ul)

(与式の右辺)=pr(yj ,xi,ul)
pr(xi,ul)

以上より pr(yj |xi, zk, ul) = pr(yj |xi, ul)

10.1.2 （２）

A = pr(y1|x1, u1), B = pr(x1|u1, z1)とおく
この時 0 ≤ A,B ≤ 1なので AB ≤ A ≤ 1−B + AB を使うと
pr(x1,y1,u1)

pr(x1,u1)
・pr(x1,z1,u1)

pr(z1,u1)
≤ pr(y1|x1, u1) ≤ 1− pr(x1|u1, z1) + pr(y1|x1, u1)pr(x1|u1, z1)

= 1− pr(x1,u1,z1)
pr(u1)pr(z1)

+ pr(y1|x1, u1)
pr(x1,u1,z1)
pr(u1)pr(z1)

両辺に pr(u1)をかけて
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pr(x1,y1,u1)
pr(x1,u1)

・pr(x1,z1,u1)
pr(z1)

≤ pr(u1)pr(y1|x1, u1) ≤ pr(u1)− pr(x1,u1,z1)
pr(z1)

+ pr(y1|x1, u1)
pr(x1,u1,z1)

pr(z1)

よって pr(y1|x1, u1)・pr(x1, u1|z1) ≤ pr(u1)pr(y1|x1, u1) ≤ pr(u1)− pr(x1, u1|z1) + pr(y1|u1, x1)pr(x1, u1|z1)ー（A）

同様に A = pr(y1|x1, u2), B = pr(x1|u2, z1)とおいて
pr(y1|x1, u2)・pr(x1, u2|z1) ≤ pr(u2)pr(y1|x1, u2) ≤ pr(u2)− pr(x1, u2|z1) + pr(y1|u2, x1)pr(x1, u2|z1)ー（B）

(A) の左辺と (B)の左辺を足し合わせると

pr(y1|x1, u1)・pr(x1, u1|z1) + pr(y1|x1, u2)・pr(x1, u2|z1)
= pr(y1|x1, u1, z1)・pr(x1, u1|z1) + pr(y1|x1, u2, z1)・pr(x1, u2|z1)（(1)を使った）

=pr(x1,y1,u1,z1)
pr(x1,u1,z1)

pr(x1,u1,z1)
pr(z1)

+ pr(x1,y1,u2,z1)
pr(x1,u2,z1)

pr(x1,u2,z1)
pr(z1)

=pr(y1, x1, u1|z1) + pr(y1, x1, u2|z1) = pr(y1, x1|z1)
A) の右辺と (B)の右辺を足し合わせると

1− pr(x1|z1) + pr(x1, y1|z1) =1− pr(x1, y1|z1)− pr(x1, y2|z1) + pr(x1, y1|z1) =1− pr(x1, y2|z1)
よって与式の k=1の時が示せた、k=2の時も同様

10.2 １０番の総評

A,Bの置き方はちょっと思いつかないだろう。難易度は５段階で４か 4.5。

全体的な総評

７番以外はどれも取り組みにくい。なかなか難しい年だと思う。
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平成１９年度　システム創成専攻　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

∂f
∂x = eax−by{a cos(bx + ay)− b sin(bx + ay)}
∂2f
∂x2 = eax−by{a2 cos(bx + ay)− 2ab sin(bx + ay)− b2 cos(bx + ay)}
∂f
∂y = −eax−by{b cos(bx + ay) + a sin(bx + ay)}
∂2f
∂x2 = eax−by{b2 cos(bx + ay) + 2ab sin(bx + ay)− a2 cos(bx + ay)}
よって∇f = 0

1.1.2 （2）

∂ϕ
∂x = y2−x2

(x2+y2)2

∂2ϕ
∂x2 = 2x(x2−3y2)

(x2+y2)3

∂ϕ
∂y = −2xy

(x2+y2)2

∂2ϕ
∂y2 = −2x(x2−3y2)

(x2+y2)3

よって∇ϕ = 0

1.1.3 （3）

∂F
∂x = ∂f

∂ϕ
∂ϕ
∂x + ∂f

∂ψ
∂ψ
∂x

∂2F
∂x2 = ∂2f

∂ϕ2 (∂ϕ
∂x )2 + 2 ∂2f

∂ψ∂ϕ
∂ψ
∂x

∂ϕ
∂x + ∂2f

∂ψ2 (∂ψ
∂x )2 + ∂f

∂ϕ
∂2ϕ
∂x2 + ∂f

∂ψ
∂2ψ
∂x2

∂2F
∂y2 = ∂2f

∂ϕ2 (∂ϕ
∂y )2 + 2 ∂2f

∂ψ∂ϕ
∂ψ
∂y

∂ϕ
∂y + ∂2f

∂ψ2 (∂ψ
∂y )2 + ∂f

∂ϕ
∂2ϕ
∂y2 + ∂f

∂ψ
∂2ψ
∂y2

ここで∇ψ = 0なので (1)と (2)より∇f = 0

1.2 １番の総評

例年通りチェインルールの問題。(3)で少し迷うかも。難易度は５段階で３。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

t = 3の時、固有ベクトル




2
1
0


と



−1
0
1




t = −3の時、固有ベクトル




1
−2
1



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


2
1
0


と



−1
0
1


をグラムシュミットの直交化法によって直交化すると

u1 = 1√
5




2
1
0


u2 = 1√

30



−1
2
5




これより T =




2√
5

−1√
30

1√
6

1√
5

2√
30

−2√
6

0 5√
30

1√
6


とおくと tTAT =




3 0 0
0 3 0
0 0 −3




2.1.2 （２）

x′ =t Txなので x = Tx′

よって txAx = −3 ⇔t x′ tTATx′ = −3

⇔
(
x′ y′ z′

)



3 0 0
0 3 0
0 0 −3







x′

y′

z′


 = −3

⇔ x′2 + y′2 − z′2 = −1

2.1.3 （３）

二葉双曲面である。図は省略。

2.2 ２番の総評

(1)は t = 3から得られる二つの固有ベクトルは直交していないのでグラムシュミットを使う必要がある。これさえ気を
つければ後は簡単。難易度は５段階で 2.5。

3 ３番

3.1 予備知識

V (t) =

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x1 x2 x3

x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣
の微分は

V ′(t) =

∣∣∣∣∣∣∣

x′1 x′2 x′3
x1 x2 x3

x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x′1 x′2 x′3
x1 x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x1 x2 x3

x′1 x′2 x′3

∣∣∣∣∣∣∣
列についても同じことが言える。
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3.2 解答

3.2.1 （１）

d
dtJ(t) =

∣∣∣∣∣∣∣

x′1 x′2 x′3
x′1 x2 x′3
x1” x2” x3”

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x1” x2” x3”
x1” x2” x3”

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x′1 x′2 x′3
x

(3)
1 x

(3)
2 x

(3)
3

∣∣∣∣∣∣∣

=0 + 0 +

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x′1 x′2 x′3
x

(3)
1 x

(3)
2 x

(3)
3

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x′1 x′2 x′3
−a(t)x1”(t)− b(t)x′1(t)− c(t)x1(t) −a(t)x2”(t)− b(t)x′2(t)− c(t)x2(t) −a(t)x3”(t)− b(t)x′3(t)− c(t)x3(t)

∣∣∣∣∣∣∣

=−a(t)

∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x1” x2” x3”
x1” x2” x3”

∣∣∣∣∣∣∣
= −a(t)J(t)

3.2.2 （２）

(1)より J(t) = Ce
−

∫ t

0
a(s)ds

J(0) = C 6= 0で a(t)は有界なので ∀t ∈ RJ(t) 6= 0

よって




x1 x2 x3

x′1 x′2 x′3
x1” x2” x3”







c1

c2

c3


 =




0
0
0


を満たす




c1

c2

c3


は




0
0
0


のみなので３つのベクトルは１次独立。

3.3 ３番の総評

(1)はガチで計算するとかなりしんどい。難易度は５段階で 3.5。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）
∣∣∣∣∣
α− t β

β α− t

∣∣∣∣∣ = 0を解くと t = α + β, α− β なので α + β < 0, α− β < 0

4.1.2 （２）

極座標変換すると∫∫
R2 e−x2−y2

dxdy =
∫ 2π

0
dθ

∫∞
0

re−r2
dr = π
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4.1.3 （３）

αx2 + 2βxy + αy2 =
(
x y

)(
α β

β α

) (
x

y

)

ここで A =

(
α β

β α

)
は対称行列なので (1)より P =

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
とおくと

tPAP =

(
α + β 0

0 α− β

)

ここで

(
x′

y′

)
= tP

(
x

y

)
= π√

α2−β2
とおくと

αx2 + 2βxy + αy2 =
(
x′ y′

)
tP

(
α β

β α

)
P

(
x′

y′

)
=

(
x′ y′

)(
α + β 0

0 α− β

)(
x′

y′

)
= (α + β)x′2 + (α− β)y′2

また x = 1√
2
x′ + 1√

2
y′、y = 1√

2
x′ − 1√

2
y′

よって J =

∣∣∣∣∣
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

∣∣∣∣∣ = −1なので

（与式）=
∫∫

R2 | J | e(α+β)x′2+(α−β)y′2dx′dy′ =
∫∞
−∞ e(α+β)x′2dx′

∫∞
−∞ e(α−β)y′2dy′

=
√

π
−α−β

√
π

β−α = π√
α2−β2

4.2 ４番の総評

基本的な微積分と線形代数の問題。選択すべき。難易度は５段階で２。

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）
∫∞
−∞ Ce−λ|z|dz = 1なので C = λ

2

5.1.2 （２）

MZ(t) = λ
2

∫∞
−∞ etze−λ|z|dz = λ2

λ2−t2

5.1.3 （３）

X − Y の積率母関数は E[et(X−Y )] =
∫∞
0

etxλe−λxdx
∫∞
0

e−tyλe−λydy = λ2

λ2−t2

よってX − Y と Z の積率母関数は一致するので同一の分布に従う。

5.2 ５番の総評

標準的な統計の問題。難易度は５段階で 2.5。
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6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

| x(1) − α | + | x(n) − α |を最小にする αは x(1) < α < x(n) を満たす

| x(2) − α | + | x(n−1) − α |を最小にする αは x(2) < α < x(n−1) を満たす

この議論を繰り返すと、nが奇数の時、α = x( n+1
2 )

nが偶数の時、α =
x( n

2 )+x
( n+1

2 )

2

6.1.2 （２）

x = 1
n

∑n
j=1

1
nj = n+1

2n∑n
i=1

∑n
j=1 | xi − xj |= 2

∑n
i=1

∑i
j=1 | x(i) − x(j) |= 1

3 (n2 − 1)

これより G =
1
3 (n2−1)

n(n+1) = n−1
3n

6.2 ６番の総評

(1)は取り組みにくい。難易度は５段階で 3.5。

全体的な総評

選択問題は４と５がやりやすい。２番はグラムシュミットを使うのを忘れた人が多かったのではないだろうか？十分に

高得点も狙えるが、思わぬところで失点してしまいそうな内容だろう。
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平成１９年度　システム創成専攻　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

f(z) = e−iξz

ez+e−z とおく。

ez + e−z = 0とおくと、f(z)の上半平面における極は z = iπ
2 (1 + 2n)(n = 0, 1, 2,・・・)

これらはすべて１位の極である。

よって C1 = [−R, R], C2 = {| z |= R, Imz ≥ 0}とおいて、C = C1 + C2 とおくと

limR→∞
∫

C
f(z)dz = 2πi

∑∞
n=0 Resz= iπ

2 (1+2n)f(z)

ここで Resz= iπ
2 (1+2n) = e−iξ iπ

2 (1+2n)

e
iπ
2 (1+2n)−e−

iπ
2 (1+2n)

=





e(n+ 1
2 )ξπ

2i nが偶数の時
e(n+ 1

2 )ξπ

−2i nが奇数の時

よって 2πi
∑∞

n=0 Resz= iπ
2 (1+2n)f(z) = π e

π
2 ξ−e

3π
2 ξ

1−e2πξ (ξ < 0の時)
ここで limR→∞ | ∫

C2
f(z)dz |≤ limR→∞

∫
C2
| f(z) || dz |

z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)とおくと
∫

C2
| f(z) || dz |= ∫ π

0
|e−iξReiθ |

|eReiθ |+|e−Reiθ | | i || R || eiθ | dθ = R
∫ π

0
|e−iξReiθ |

|eReiθ |+|e−Reiθ |dθ

=R
∫ π

0
eξR sin θ

eR cos θ+e−R cos θ dθ

eR cos θ + e−R cos θ ≤ 2(相加相乗平均の関係より)

よって
∫

C2
| f(z) || dz |≤ R

2

∫ π

0
eξR sin θdθ

また | ∫ π

0
eξR sin θdθ |≤ π・max0≤θ≤π eξR sin θ で limR→∞max0≤θ≤π eξR sin θ = 0(ξ < 0)より

よって limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0

以上より limR→∞
∫

C
f(z)dz =

∫∞
−∞ f(z)dz = π e

π
2 ξ−e

3π
2 ξ

1−e2πξ

1.2 １番の総評

型にはまっていない複素積分。だが、十分取り組める。難易度は５段階で３。limR→∞
∫

C2
f(z) = 0はきちんと証明しな

くてはいけないそうです。（by鈴木研究室の先輩より）

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

１列について余因子展開すると

detBn = xdet Bn−1 + (−1)n+1an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 ・ ・ 0
x −1 0・ ・ 0
・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・

0 0 0 x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= x detBn−1 + (−1)n+1(−1)n−1an = xdetBn−1 + an
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2.1.2 （２）

１行目の −an

x 倍を n行目に足し合わせると

0 an−1 + an

x an−2・・・・・a3 a2 x + a1

２行目の −an−1+
an
x

x 倍を n行目に足し合わせると

0 0 an−2 + an−1
x + an

x2 an−3・・・・・a3 a2 x + a1

これを繰り返すと n行目は

0 0・・・・・x + a1 + a2
x + a3

x2 +・・・+ an

xn−1

よって x + a1 + a2
x + a3

x2 +・・・+ an

xn−1 = 0すなわち、xn +
∑n

k=1 akxn−k = 0が成立する時、rankBn = n− 1

2.1.3 （３）

| An − xE |= (−1)n detBn

ここで定理より

「An が対角化できる」⇔「n− rank(An − λiE) = mi(ただし An の固有方程式は ϕ(t) = (t− λ1)m1(t− λ2)m2・・・(t−
λs)ms)」ー（A）

また計算により detBn = xn +
∑n

k=1 akxn−k

よって An の固有方程式は (−1)n{xn +
∑n

k=1 akxn−k}なので
「xn +

∑n
k=1 akxn−k = 0が重根を持たない」

⇔「mi = 1, rankBn = n− 1」
ここで rankBn = rank(An − λiE) = n− 1なので
n− rank(An − λiE) = n− (n− 1) = 1 = mi

が成立し、（A）を満たすので An は対角化できる。

2.2 ２番の総評

(3)はなかなか難しい。難易度は５段階で 3.5。

3 ３番

3.1 解答

uj+1 − 2uj + uj−1 ≤ 0 ⇔ uj+1 − uj ≤ uj − uj−1ー (∗)
(1)un+1 − un ≥ 0の時
un+1 ≥ un ≥・・・≥ u1 ≥ u0 なのでmin1≤j≤n uj = u1 ≥ u0 = min{u0, un+1}
(2)u1 − u0 ≤ 0の時
un+1 ≤ un ≤・・・≤ u1 ≤ u0 となるのでmin1≤j≤n uj = un ≥ un+1 = min{u0, un+1}
(3)un+1 − un < 0かつ u1 − u0 > 0の時
(*) より



uj+1 − uj ≤ 0 j = i + 1・・・n

uj+1 − uj ≥ 0 j = 1,・・・i

となる iが存在する。ゆえに
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un+1 ≤ un ≤・・・≤ ui+1 かつ ui+1 ≥ ui ≥・・・≥ u0 となるので

min1≤j≤n uj ≥ min{u0, un+1}が成立する

3.2 ３番の総評

１２問の中で１番易しい。難易度は５段階で 2.5か３。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

∂
∂s (e−xxs−1) = e−xxs−1 log x
∂
∂s (e−xxs−1 log x) = e−xxs−1(log x)2

ここで a < s < bなる範囲内で sを考えるとき∫ 1

0
| e−xxs−1(log x)2 | dx ≤ ∫ 1

0
| e−xxa−1(log x)2 | dx < ∞∫ 1

0
| e−xxs−1(log x)2 | dx ≤ ∫ 1

0
| e−xxb−1(log x)2 | dx < ∞

これより
∫ 1

0
| e−xxs−1(log x)2 | dx < ∞

よって微分積分の順序交換可能定理より
∂
∂sΓ(s) =

∫∞
0

∂
∂se−xxs−1dx =

∫∞
0

e−xxs−1 log xdx
∂2

∂s2 Γ(s) =
∫∞
0

∂2

∂s2 e−xxs−1dx =
∫∞
0

e−xxs−1(log x)2dx

これより f”(s) = Γ”(s)Γ(s)−(Γ′(s))2

Γ(s)2 =
∫∞
0

e−xxs−1 (log x)2

Γ(s) dx− (
∫∞
0

e−xxs−1 log x
Γ(s) dx)2

4.1.2 （２）

(1)より f”(s) = Γ”(s)Γ(s)−(Γ′(s))2

Γ(s)2

ここで Γ”(s)Γ(s)− (Γ′(s))2 =
∫∞
0

e−xxs−1dx
∫∞
0

e−yys−1(log y)2dy − {∫∞
0

e−yys−1(log x)dx}2
=
∫∞
0

∫∞
0

e−x−y(xy)s−1(log y)2dxdy − ∫∞
0

∫∞
0

e−x−y(xy)s−1 log x log ydxdy

=
∫∞
0

∫∞
0

e−x−y(xy)s−1{(log y)2 − log x log y}dxdy

これより f”(s) = 2{Γ”(s)Γ(s)−(Γ′(s))2}
2Γ(s)2

= 1
2Γ(s)2

∫∞
0

∫∞
0

e−x−y(xy)s−1{(log y)2 − log x log y − log x log y + (log x)2}dxdy

= 1
2Γ(s)2

∫
(x,y)|x>0,y>0

e−x−y(xy)s−1{log y
x}2dxdy

4.1.3 （３）

y
x = t, x + y = uとおくと、x = u

1+t , y = tu
1+t

この時 J =

∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂t

∂y
∂u

∂y
∂t

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

1+t − u
(1+t)2

t
1+t

u
(1+t)2

∣∣∣∣∣ = u
(1+t)2

よって (2)より f”(s) = 1
2Γ(s)2

∫∫
u>0,t>0

(log t)2e−u( tu2

(1+t)2 )s−1 u
(1+t)2 dtdu

= 1
2Γ(s)2

∫∞
0

(log t)2 ts−1

(1+t)2s dt
∫∞
0

e−uu2s−1du

= Γ(2s)
2Γ(s)2

∫∞
0

(log v)2 vs−1

(1+v)2s dv
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4.1.4 （４）

4.2 ４番の総評

あまり易しくはない。難易度は５段階で 3.5か４。

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

dy
dx = dy

dt
dt
dx = dy

dt (dx
dt )−1

dx
dt = a(x) cos θ = a(x) 1−x√

(1−x)2+(t−y)2

dy
dt = a(x) sin θ = a(x) t−y√

(1−x)2+(t−y)2

よって (与式の右辺)= 1
a(x)(1−x)

√
1 + (dy

dt
dt
dx )2 = 1

a(x)(1−x)

√
1 + ( t−y

1−x )2 =
√

(1−x)2+(t−y)2

a(x)(1−x)2

(与式の左辺)=d2y
dx2 = d

dx (dy
dt

dt
dx ) = dt

dx

dy
dt

dt
dx

dt =
√

(1−x)2+(t−y)2

a(x)(1−x)
d
dt

t−y
1−x =

√
(1−x)2+(t−y)2

a(x)(1−x) × (1− dy
dt )(1−x)−(t−y)(− dx

dt )

(1−x)2

これより (1− dy
dt )(1−x)−(t−y)(− dx

dt )

(1−x)2 = 1が示せればよい
(1− dy

dt )(1−x)−(t−y)(− dx
dt )

(1−x)2 = 1− dy
dt − t−y

1−x (−dx
dt ) = 1− dy

dt + dy
dx

dx
dt = 1

5.1.2 （２）

dy
dx = zとする。 dz

dx =
√

1+z2

a(x)(1−x) ⇔
dz
dx√
1+z2 = 1

a(x)(1−x)

これより
∫ s

0

dz
dx√
1+z2 dx =

∫ s

0
dx

a(x)(1−x)

よって
∫ z(s)

0
dz√
1+z2 =

∫ s

0
dr

a(r)(1−r)

これより log | z(s) +
√

z2(s) + 1 |= A(s)なので

eA(s) − e−A(s) = z(s) +
√

z2(s) + 1− 1

z(s)+
√

z2(s)+1
= 2z(s){z(s)+

√
z2(s)+1}

z(s)+
√

z2(s)+1
= 2z(s)

以上より 1
2

∫ x

0
2z(s)ds =

∫ x

0
z(s)ds = y(∵ dy

dx = z(x))

5.2 ５番の総評

とっつきにくい問題。難易度は５段階で 3.5か 4。

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

二つ目の条件より
∫ 1

0
{f(x)2 − 2f(x)

∑
(f, en)en + (

∑
(f, en)en)2}dx

=
∫ 1

0
{f(x)2 − 2

∑
(f, en)2 + A
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ここで A =
∫ 1

0
{∑N

n=1(f, en)2e2
ndx +

∑
i 6=j(f, ei)(f, ej)eiej}dx

=
∑N

n=1(f, en)2 +
∑N

i 6=j(f, ei)(f, ej)(ei, ej)
=

∑N
n=1(f, en)2

これより limN→∞(
∫ 1

0
f(x)2dx−∑N

n=1(f, en)2) = 0
よって

∫ 1

0
f(x)2dx = limN→∞

∑N
n=1(f, en)2

以上より
∫ 1

0
| f(x) |2 dx =

∑∞
n=1(f, en)2

6.1.2 （２）

m(A) =
∫ 1

0
1Adx =

∫ 1

0
12

Adx =
∑∞

n=1(1A, en)2 =
∑∞

n=1(
∫ 1

0
en(x)1A(x)dx)2 =

∑∞
n=1(

∫
A

en(x)dx)2

6.1.3 （３）

∀tで (en1A + t1A)2 ≥ 0なので
∫ 1

0
(en1A + t1A)2dx ≥ 0より∫ 1

0
e2
n12

A + 2t
∫ 1

0
en1A1Adx + t2

∫ 1

0
12

A ≥ 0
これが全ての tにおいて成立するので

(e1A, 1a)2 − (en1A, en1A)(1A, 1A) ≤ 0
これより (

∫
A

en(x)dx)2 ≤ ∫
A

en(x)2dx・| A |

6.1.4 （４）

∑∞
n=1

1
m(A) (

∫ 1

0
en1Adx)2 = 1

m(A)

∑∞
n=1(1A, en)2 = 1

m(A)

∫ 1

0
12

Adx = 1
m(A)

∫ 1

0
1Adx = 1

ここで
∫

A
S(x)dx =

∑∞
n=1

∫
A

e2
n(x)dx =

∑∞
n=1

∫ 1

0
e2
n(x)12

Adx ≥ ∑∞
n=1

1
m(A) (

∫ 1

0
en1Adx)2 = 1（(3)より）

よって与式が示せた

6.1.5 （５）

S(x) = ∞ではないと仮定する。
この時 ∃B ⊂ (0, 1)m(B) > 0, sup{S(x)|x ∈ B} = Max < ∞
B′ ⊂ B, 0 < m(B′) < 1

Max∫
B′ Max ≥ ∫

B′ S(x)dx

(左辺)=Max
∫

B′ dx < Max 1
Max = 1

これより 1 ≥ ∫
B′ S(x)dx < 1（(4)より）

これは仮定に矛盾。以上より S(x) = ∞(P − a.s)

6.2 ６番の総評

出来なくてもいい問題だと思われる。選択しない方が良い。難易度は５段階で 4.5。
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7 ７番

7.1 解答

7.1.1 （１）

fX(x) = 1√
2πσ2 exp(− (x−µ)2

2σ2 ), fY |X(x) = 1√
2πv2 exp(− (y−x)2

2v2 )

よって fX,Y (x, y) = 1√
2πσ2 exp(− (x−µ)2

2σ2 ) 1√
2πv2 exp(− (y−x)2

2v2 )

これより fY (y) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dx = 1√

2π(σ2+v2)
exp(− (y−µ)2

2(σ2+v2) )なので平均 µ分散 σ2 + v2 の正規分布

7.1.2 （２）

fX|Y (x|y) = fX,Y (x,y)
fY (y) = 1√

2π σ2v2

σ2+v2

exp(− (x−µv2+yσ2

σ2+v2 )2

2 σ2v2

σ2+v2
)なので平均 µv2+yσ2

σ2+v2 分散 σ2v2

σ2+v2 の正規分布

7.2 ７番の総評

計算が非常にしんどいが統計ができる人は選択すべき。難易度は５段階で３。

8 ８番

9 ９番

9.1 解答

9.1.1 （１）

F (x) = P (X2
δ ≤ x)とおくと f(x|δ) = dF

dx = d
dxP (−√x ≤ Xδ ≤

√
x)

= d
dx (G(

√
x)−G(−√x))(Xδの分布関数を G(x)とおいた)

= 1
2
√

x
g(
√

x) + 1
2
√

x
g(−√x)

= 1
2
√

2πx
{exp(− (

√
x−δ)2

2 ) + exp(− (
√

x+δ)2

2 )}
また f(x|δ)

f(x|0) = exp(δ
√

x− δ2
2 )

2 + exp(−δ
√

x− δ2
2 )

2 なので

{ f(x|δ)
f(x|0)}′ = δ

4
√

x
{exp(δ

√
x− δ2

2 )− exp(−δ
√

x− δ2

2 )}
δ > 0の時 exp(δ

√
x− δ2

2 )− exp(−δ
√

x− δ2

2 ) ≤ 0
δ < 0の時 exp(δ

√
x− δ2

2 )− exp(−δ
√

x− δ2

2 ) ≥ 0
これより { f(x|δ)

f(x|0)}′ ≥ 0(x > 0)なので f(x|δ)
f(x|0) は xの狭義単調増加関数である。

10 １０番

10.1 解答

10.1.1 （１）

fY,Z(y, z) = 2! limh→0
F (y+∆y)−F (y)

∆
F (z+∆z)−F (z)

∆ = 2f(y)f(z) = 2
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10.1.2 （２）

E[Y ] = 1
3 , E[Z] = 2

3 , E[Y 2] = 1
6 , E[Z2] = 1

2 , V [Y ] = V [Z] = 1
18

E[Y Z] =
∫ 1

0
{∫ z

0
2yzdy}dz = 1

4 , Cov(Y,Z) = E[Y Z]− E[Y ]E[Z] = 1
36

よって ρ =
1
36
1
18

= 1
2

10.2 １０番の総評

類題をやったことがあれば簡単。難易度は５段階で３か 3.5。

11 １１番

11.1 解答

11.1.1 （１）

(右辺)=pr(xi,u1)
pr(u1)

pr(u1) + pr(xi,u2)
pr(u2)

pr(u2) = pr(xi) =(左辺)

U で条件付けた時、X,Y, Z, W は独立なのでX, Y も独立。

よって (右辺)=pr(xi, yj |u1)pr(u1) + pr(xi, yj |u2)pr(u2) = pr(xi, yj , u1) + pr(xi, yj , u1) = pr(xi, yj) =(左辺)

11.1.2 （２）

(1)より pr(xi, yj)− pr(xi)pr(yj)
= {pr(xi|u1)pr(yj |u1)pr(u1) + pr(xi|u2)pr(yj |u2)pr(u2)} − {pr(xi|u1)pr(u1) + pr(xi|u2)pr(u2)}{pr(yi|u1)pr(u1) +

pr(yi|u2)pr(u2)}
={pr(xi|u1)− pr(xi|u2)}pr(u1)pr(u2){pr(yj |u1)− pr(yj |u2)}
これより {pr(xi, yj)− pr(xi)pr(yj)}{pr(zk, wl)− pr(zk)pr(wl)}
=pr(u1)2pr(u2)2{pr(xi|u1)− pr(xi|u2)}{pr(yj |u1)− pr(yj |u2)}{pr(zk|u1)− pr(zk|u2)}{pr(wl|u1)− pr(wl|u2)}
{pr(xi, zk)− pr(xi)pr(zk)}{pr(yj , wl)− pr(yj)pr(wl)}
=pr(u1)2pr(u2)2{pr(xi|u1)− pr(xi|u2)}{pr(zk|u1)− pr(zk|u2)}{pr(yj |u1)− pr(yj |u2)}{pr(wl|u1)− pr(wl|u2)}
よって (右辺)= 0

11.2 １１番の総評

計算は大変だがあまり難しくはない。前年に似た問題が出ていてそれが難しかったため、この問題も敬遠してしまった

人がいたのではないだろうか？難易度は５段階で３。

12 １２番

12.1 解答

12.1.1 （１）

µn =
∑n

k=2(−1)k−1・kP (Xi = (−1)k−1k)
=C

∑n
k=2(−1)k−1 log k

k2
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12.1.2 （２）

µ2n+2 − µ2n = (−1)2n log(2n+1)
(2n+1)2 + (−1)2n+1 log(2n+2)

(2n+2)2

= log(2n+1)
(2n+1)2 − log(2n+2)

(2n+2)2

=log x
1

x2

(x+1)
1

(x+1)2
(x = 2n + 1とおいた)

µ2n+2 − µ2n > 0を言うには x > 3で f(x) = x
1

x2 > (x + 1)
1

(x+1)2 を示せば良い。

f(x)を微分することにより x > 3で f ′(x) < 0が言えるので µ2n+2 − µ2n > 0
µ2n+3 − µ2n+2 = log(2n+3)

(2n+3)2 > 0
µ2n+1 − µ2n+3 は µ2n+2 − µ2n > 0と同様の議論をすればよい。
ここで µ2n < µ2n+2 < µ2n+3 < µ2n+1 において nを n + 1で置き換えて
µ2n+2 < µ2n+4 < µ2n+5 < µ2n+3

よって µ2n < µ2n+2 < µ2n+4 < µ2n+5 < µ2n+3 < µ2n+1

この議論を繰り返すことによって µ2 < µ4 < µ6 <・・・µ2n < µ2n+1 < µ2n−1 < µ2n−3 <・・・< µ3 が言える

よって {u2n+1}∞n=1 が単調減少かつ µ2n+1 > µ2

また {u2n}∞n=1 が単調増加かつ µ2n < µ3

これより limn→∞ u2n+1, limn→∞ u2n が存在し、limn→∞ u2n+1 − u2n = 0なので {un}∞n=1 は収束する。

12.1.3 （３）

チェビシェフの不等式より P (| Sn

n − µ |> ε) ≤ 1
ε E[Sn

n − µ] = µn−µ
ε

よって limn→∞ P (| Sn

n − µ |> ε) ≤ limn→∞
µn−µ

ε = µ−µ
ε = 0

12.2 １２番の総評

完答は難しい。難易度は５段階で 3.5か４。

全体的な総評

1,3,7,10,11あたりから選ぶと良いと思われる。１８年度よりは難度が下がった。
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平成２０年度　システム創成専攻　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H
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1 １番
∂u
∂x + ∂v

∂y = 0
∂v
∂x − ∂u

∂y = ∂2w
∂r2 + 1

r2
∂2w
∂θ2 + 1

r
∂w
∂r

∂2w
∂x2 + ∂2w

∂y2 = ∂2w
∂r2 + 1

r2
∂2w
∂θ2 + 1

r
∂w
∂r

よって ∂v
∂x − ∂u

∂y = ∂2w
∂x2 + ∂2w

∂y2

1.1 １番の総評

チェインルールの問題なので解答は省略。計算頑張ってください。難易度は５段階で３。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

t = 2の時、固有ベクトル




2
1
0


と



−1
0
1




t = −4の時、固有ベクトル




1
−2
1







2
1
0


と



−1
0
1


をグラムシュミットの直交化法によって直交化すると

u1 = 1√
5




2
1
0


u2 = 1√

30



−1
2
5




これより T =




2√
5

−1√
30

1√
6

1√
5

2√
30

−2√
6

0 5√
30

1√
6


とおくと tTAT =




2 0 0
0 2 0
0 0 −4




2.1.2 （２）

x′ = tPxとおくと Px′ = x

この時 F (x) = tx′ tPAPx′ =
(
x′ y′ z′

)



2 0 0
0 2 0
0 0 −4







x′

y′

z′


 = 2x′2 + 2y′2 − 4z′2

ここで tx′x′ = txP tPx = txx = 1なので
F (x) = 2x′2 + 2y′2 − 4z′2 ≤ 2(x′2 + y′2 + z′2) = 2
この時 x′2 + y′2 = 1, z′ = 0
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よって x′ = tPx =




2√
5

1√
5

0
−1√
30

2√
30

5√
30

1√
6

−2√
6

1√
6







x

y

z


 =




2√
5
x + 1√

5
y

−1√
30

x + 2√
30

y + 5√
30

z
1√
6
x− 2√

6
y + 1√

6
z


 =




x′

y′

0




よって x− 2y + z = 0かつ ( 2√
5
x + 1√

5
y)2 + ( −1√

30
x + 2√

30
y + 5√

30
z)2 = 1

これをまとめると 2x2 − 4xy + 5y2 = 1
以上より 2x2 − 4xy + 5y2 = 1かつ x2 + y2 + z2 = 1の時に最大値２を取る
また −4(x′2 + y′2 + z′2) ≤ F (x)なので −4 ≤ F (x)なので F(x)の最小値は-4

このとき −4(x′2 + y′2 + z′2) = 2x′2 + 2y′2 − 4z′2 より x′ = 0, y′ = 0, z′ = ±1

よって




x

y

z


 =




2√
5

−1√
30

1√
6

1√
5

2√
30

−2√
6

0 5√
30

1√
6







0
0
±1


 =



± 1√

6

∓ 2√
6

± 1√
6




2.2 ２番の総評

2番の最大値の所はなかなかやりにくいかもしれない。難易度は５段階で３。

3 ３番

3.1 解答

f(x) = ex + 2 cos x
∫ x

0
cos(s)f(s)ds + 2 sin x

∫ x

0
sin(s)f(s)ds− (A)

よって f ′(x) = ex − 2 sinx
∫ x

0
cos(s)f(s)ds + 2 cos x

∫ x

0
sin(s)f(s)ds + 2f(x)

f”(x) = ex − 2 cos x
∫ x

0
cos(s)f(s)ds− 2 sinx

∫ x

0
sin(s)f(s)ds + 2f ′(x)

これより 2 cos x
∫ x

0
cos(s)f(s)ds + 2 sin x

∫ x

0
sin(s)f(s)ds = ex + 2f ′(x)− f”(x)なのでこれを (A) に代入して

f”(x)− 2f ′(x) + f(x) = 2ex

この２階線形常微分方程式を解くと f(x) = C1e
x + C2xex + x2ex(C1, C2は定数)

f(0) = C1 = 1, f ′(0) = C1 + C2 = 3なので C1 = 1, C2 = 2
よって f(x) = ex(x2 + 2x + 1) = ex(x + 1)2

3.2 ３番の総評

f(x)を微分する際に f ′(x) = ex + 2f(x)としないように。難易度は５段階で３。

4 ４番

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

∑n
k=1 kP (X = k) =

∑n
k=1 P (X ≤ k)

また (右辺)={P (X ≤ n)− P (X < 1)}+ {P (X ≤ n)− P (X < 2)}+・・・+ {P (X ≤ n)− P (X < n)}
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=
∑n

k=1{P (X ≤ n)− P (X < k)}
=
∑n

k=1 P (k ≤ X ≤ n)
=
∑n

k=1 P (X ≤ k)
よって与式が成立する

5.1.2 （２）

∑∞
k=1 P (X ≥ k) =

∑∞
k=1

∑∞
j=k P (X = j)

=
∑∞

j=1

∑j
k=1 P (X = j)(正項級数なので項を入れ替えた)

=
∑∞

j=1 jP (X = j)
=E[X]

5.1.3 （３）

P (X ≥ k) = 1− P (X ≤ k − 1) = 1− (k−1)(k+4)
(k+1)(k+2) = 6

(k+1)(k+2)

よって (2)より E[X] =
∑∞

k=1 P (X ≥ k) = 6
∑∞

k=1(
1

k+1 − 1
k+2 ) = 3

5.2 ５番の総評

難しくはないが、細かいところでいくらか減点されそうな感じ。難易度は５段階で３。

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

E[X] = n, V [X] = 2n

6.1.2 （２）

E[v̂α] = aE[S], E[S
v ] = n(∵ S

v ∼ χ2
n)

よって E[v̂α] = anv

v̂α が vの不偏推定量になるので anv = v。よって a = 1
n

6.1.3 （３）

E[(v̂α − v)2] = E[v̂2
α]− 2vE[v̂α] + v2

E[v̂2
α] = a2v2(n2 + 2n), E[v̂α] = anvより

E[(v̂α − v)2] = v2(2na2 + a2n2 − 2an + 1) = (n2 + 2n){a− 1
n+2}2 + 2n

n2+2n

よって a = 1
n+2 で最小となる

161



6.2 ６番の総評

取り組みやすい問題。難易度は５段階で 2.5。

全体的な総評

４番以外はすべて標準的な問題。ただ、２と５は思わぬところで失点してしまうかも。
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平成２０年度　システム創成専攻　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

Oから A の方向に積分路 C1,孤 AB を A から Bの方向に積分路 C2,Bから Oの方向に積分路 C3 をとる∫
C1

e−z2
dzにおいて z = xe

iπ
4 とおくと

− ∫
C3

e−z2
dz =

∫
C1

e−ix2
e

iπ
4 dx = e

iπ
4

∫
C1

e−ix2
dx

また limR→∞ | ∫
C2

e−z2
dz |≤ limR→∞

∫
C2
| e−z2 || dz |

z = Reiθ とおくと、dz
dθ = iReiθ なので | dz |= Rdθ

よって limR→∞
∫

C2
| e−z2 | Rdθ = limR→∞

∫
C2
| e−R2e2iθ | Rdθ

=limR→∞
∫ π

4
0
| e−R2 cos 2θe−R2i sin 2θ |= 0

ここで f(z)は Cとその内部で正則なので limR→∞
∫

C
f(z) = 0

よって limR→∞
∫

C1+C2+C3
f(z) = limR→∞{

∫
C1

e−z2
dz − e

iπ
4

∫
C1

e−ix2
dx} = 0

これより e−
iπ
4

∫∞
0

e−z2
dz =

∫∞
0

cosx2dx− i
∫∞
0

sin x2dx

⇔
√

π
2 ( 1√

2
− i√

2
) =

∫∞
0

cos x2dx− i
∫∞
0

sin x2dx

実数部分と虚数部分を比較して
∫∞
0

sin x2dx =
√

2π
4

1.2 １番の総評

類題をやったことがないと多分できないだろう。参考文献に挙げてある「複素関数概説」の１５３ページに同じ問題が

ある。難易度は５段階で 3.5。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

ξ(2, 1, 0) =

∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x1 1

x2
2 x2 1

x2
3 x3 1

∣∣∣∣∣∣∣
= x2

1(x2 − x3) + x2
2(x3 − x1) + x2

3(x1 − x2)

2.1.2 （２）

S0,0,0(x1, x2, x3) = ξ(2,1,0)
ξ(2,1,0) = 1

ξ(4, 2, 0) =

∣∣∣∣∣∣∣

x4
1 x2

1 1
x4

2 x2
2 1

x4
3 x2

3 1

∣∣∣∣∣∣∣
= (x2

2 − x2
1)(x

2
3 − x2

1)(x
2
2 − x2

3)

よって S2,1,0(x1, x2, x3) = (x2
2−x2

1)(x
2
3−x2

1)(x
2
2−x2

3)

x2
1(x2−x3)+x2

2(x3−x1)+x2
3(x1−x2)

164



2.1.3 （３）

(左辺)=xk
1Sα,β,γ(x1, x2, x3) + xk

2Sα,β,γ(x1, x2, x3) + xk
3Sα,β,γ(x1, x2, x3)

= 1
ξ(2,1,0)

∣∣∣∣∣∣∣

xα+k+2
1 xβ+k+1

1 xγ+k
1

xα+2
2 xβ+1

2 xγ
2

xα+2
3 xβ+1

3 xγ
3

∣∣∣∣∣∣∣
+ 1

ξ(2,1,0)

∣∣∣∣∣∣∣

xα+2
1 xβ+1

1 xγ
1

xα+k+2
2 xβ+k+1

2 xγ+k
2

xα+2
3 xβ+1

3 xγ
3

∣∣∣∣∣∣∣
+ 1

ξ(2,1,0)

∣∣∣∣∣∣∣

xα+2
1 xβ+1

1 xγ
1

xα+2
2 xβ+1

2 xγ
2

xα+2+k
3 xβ+1+k

3 xγ+k
3

∣∣∣∣∣∣∣

= 1
ξ(2,1,0)

∣∣∣∣∣∣∣

xα+k+2
1 xβ+1

1 xγ
1

xα+k+2
2 xβ+1

2 xγ
2

xα+k+2
3 xβ+1

3 xγ
3

∣∣∣∣∣∣∣
+ 1

ξ(2,1,0)

∣∣∣∣∣∣∣

xα+2
1 xβ+k+1

1 xγ
1

xα+2
2 xβ+k+1

2 xγ
2

xα+2
3 xβ+k+1

3 xγ
3

∣∣∣∣∣∣∣
+ 1

ξ(2,1,0)

∣∣∣∣∣∣∣

xα+2
1 xβ+1

1 xγ+k
1

xα+2
2 xβ+1

2 xγ+k
2

xα+2
3 xβ+1

3 xγ+k
3

∣∣∣∣∣∣∣
(計算省略)

=Sα+k,β,γ(x1, x2, x3) + Sα,β+k,γ(x1, x2, x3) + Sα,β,γ+k(x1, x2, x3)

2.1.4 （４）

(3)において k = 4, α = β = γ = 0とおくと (2)より S0,0,0(x1, x2, x3) = 1なので
x4

1 + x4
2 + x4

3 = S4,0,0(x1, x2, x3) + S0,4,0(x1, x2, x3) + S0,0,4(x1, x2, x3)
よって S0,4,0(x1, x2, x3) + S0,0,4(x1, x2, x3) = −S3,1,0(x1, x2, x3) + S2,1,1(x1, x2, x3)を示せば良い

S0,4,0(x1, x2, x3) + S0,0,4(x1, x2, x3) = 1
ξ(2,1,0){

∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x5

1 1
x2

2 x5
2 1

x2
3 x5

3 1

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x1 x4

1

x2
2 x2 x4

2

x2
3 x3 x4

3

∣∣∣∣∣∣∣
}

S2,1,1(x1, x2, x3)− S3,1,0(x1, x2, x3) = 1
ξ(2,1,0){

∣∣∣∣∣∣∣

x4
1 x2

1 x1

x4
2 x2

2 x2

x4
3 x2

3 x3

∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣

x5
1 x2

1 1
x5

2 x2
2 1

x5
3 x2

3 1

∣∣∣∣∣∣∣
} = 1

ξ(2,1,0){

∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x5

1 1
x2

2 x5
2 1

x2
3 x5

3 1

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x1 x4

1

x2
2 x2 x4

2

x2
3 x3 x4

3

∣∣∣∣∣∣∣
}

= S0,4,0(x1, x2, x3) + S0,0,4(x1, x2, x3)
以上より x4

1 + x4
2 + x4

3 = S4,0,0(x1, x2, x3)− S3,1,0(x1, x2, x3) + S2,1,1(x1, x2, x3)

2.2 ２番の総評

計算がややしんどいが十分に取り組める問題。難易度は５段階で３。

3 ３番

3.1 解答

与式より
ẋ
x = − 1

y(t)x(t) − (A)
ẏ
y = − 1

y(t)x(t) − (B)
よって ẋ

x = ẏ
y なので log | x |= log C | y | (C は定数)

よって x = Cy

x(0) = a, y(0) = bなので C = a
b

よって x = a
b y。これを (A) に代入すると

ẋ
x = − 1

b
a x2

⇔ xẋ = −a
b

よって 1
2x2 = −a

b t + C1(C1は定数)
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初期条件より a2

2 = C1

よって x2 = − 2a
b t + a2 ≥ 0 ⇔ ab

2 ≥ t

同様にして y2 = − 2b
a t + b2 ≥ 0 ⇔ ab

2 ≥ t

よって limt→ ab
2

x(t) = limt→ ab
2

y(t) = 0となる

3.2 ３番の総評

あまり難しくはない。難易度は５段階で３か 3.5。　

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

f は [0, a]で実数値連続関数なので積分の平均値の定理より∫ a

0
f(x)dx = f(α)a (0 < α < a)

よって α ∈ (0, a)に対して f(α) = mα(f)が成立する

5 ５番

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

p1 = 1
2× q1 + 1

2 × 1
2 = 1

2× q1 + 1
4

⇔ q1 = 2p1 − 1
2

p2 = 1
2× q2 + 1

2 × 1
2 = 1

2× q2 + 1
4

⇔ q2 = 2p2 − 1
2

6.1.2 （２）

また A1, A2, B1, B2 でイエスと解答する事象をそれぞれ A1, A2, B1, B2 とおく。

この時 p(A1A2)× 1
2 × 1

2 + p(A1B2)× 1
2 × 1

2 + p(B1A2)× 1
2 × 1

2 + p(B1B2)× 1
2 × 1

2 = p12

⇔ 1
4p(A1A2) = p12 − 1

4p(A1B2)− 1
4p(B1A2)− 1

4p(B1B2)
= p12 − 1

4p(A1)p(B2)− 1
4p(B1)p(A2)− 1

4p(B1)p(B2) (A1と B2, B1と A2, B1と B2はそれぞれ互いに独立なので)
= p12 − 1

4 (2p1 − 1
2 )× 1

2 − 1
4×

1
2× (2p2 − 1

2 )− 1
4×

1
2×

1
2

よって p(A1A2) = 4p12 − p1 − p2 + 1
4

6.2 ６番の総評

難しくはないが取り組みやすくもない。難易度は５段階で３か 3.5。
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7 ７番

7.1 解答

7.1.1 （１）

Yi = (Xi −Xi−1)(Xi+1 −Xi)(i = 2, 3,・・・, n− 1)とおいて確率変数 U(Yi)を

U(Yi) =





1 yi < 0

0 Yi ≥ 0

と定義する。この時 T1 =
∑n−1

i=2 U(Yi)
ここで Yi < 0 ⇔ Xi−1 < Xi+1 < Xi, Xi+1 < Xi−1 < Xi, Xi < Xi−1 < Xi+1, Xi < Xi+1 < Xi−1

よって P (Yi < 0) = 4
3! = 2

3

よって E[T1] = 2
3 (n− 1− 2 + 1) = 2(n−2)

3

7.1.2 （２）

Xk とXk+1 が転換点である

⇔ Xk−1 < Xk > Xk+1 < Xk+2, Xk−1 > Xk < Xk+1 > Xk+2

⇔





Xk+1 < Xk+2 < Xk−1 < Xk

Xk+1 < Xk−1 < Xk+2 < Xk

Xk−1 < Xk+1 < Xk+2 < Xk

Xk−1 < Xk+1 < Xk < Xk+2

Xk+1 < Xk−1 < Xk < Xk+2

Xk+2 < Xk < Xk+1 < Xk−1

Xk < Xk+2 < Xk+1 < Xk−1

Xk < Xk−1 < Xk+2 < Xk+1

Xk+2 < Xk < Xk−1 < Xk+1

Xk < Xk+2 < Xk−1 < Xk+1

よって ZをXk とXk+1 が転換点の時に１をとる確率変数とすると Z ∼ B(1, 10
4! )

よって T2 ∼ B(n− 3, 10
4! )より E[T2] = 5(n−3)

12

7.2 ７番の総評

類題が平成１７年に出ているので取り組めなくはない。難易度は５段階で 3.5か 4。

8 ８番

8.1 解答

8.1.1 （１）

P (R ≤ 1) = P (X2 + Y 2 ≤ 1) = P (−√1− Y 2 ≤ X ≤ √
1− Y 2) = 1

4

∫ 1

−1
(
∫√1−y2

−
√

1−y2
dx)dy = π

4
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8.1.2 （２）

| log R |= − log R

S2 = − 2X2

X2+Y 2 log(X2 + Y 2)
T 2 = − 2Y 2

X2+Y 2 log(X2 + Y 2)
よって S2 + T 2 = −2 log(X2 + Y 2)
これよりX2 + Y 2 = e−

S2+T2

2 なので R = e−
S2+T2

4

ゆえにX = S
2

R√
|log R| = S e−

S2+T2
4√

S2+T 2 , Y = T e−
S2+T2

4√
S2+T 2

8.1.3 （３）

(左辺)=P (S≤s0,T≤t0,R≤1)
P (R≤1)

ここで R ≤ 1の時 0 ≤ e−
S2+T2

4 ≤ 1なので −∞ ≤ S ≤ ∞,−∞ ≤ T ≤ ∞
また J =

∣∣∣∣∣
∂X
∂S

∂X
∂T

∂Y
∂S

∂Y
∂T

∣∣∣∣∣ = − 1
2e−

S2+T2

2

よって FS,T (s, t) = 1
2e−

S2+T2

2 fX,Y (x, y) = 1
2e−

S2+T2

2 ・1
4

よって (与式)=
1
4

∫ s0

−∞

∫ t0

−∞
1
2 e−

S2+T2
2 dsdt

π
4

= 1
2π

∫ s0

−∞
∫ t0
−∞ e−

S2+T2

2 dsdt

= 1√
2π

∫ s0

−∞ e−
s2
2 ds 1√

2π

∫ t0
−∞ e−

t2
2 dt

8.2 ８番の総評

なかなか取り組みにくい。難易度は５段階で４。

9 ９番

9.1 解答

9.1.1 （１）

E[X] =
∫∞
0

xf(x)dx = 1
1−Φ(−µ)

∫∞
0

xφ(x− µ)dx = 1
1−Φ(−µ)

∫∞
−µ

(µ + t)φ(t)dt

ここで
∫∞
−µ

(µ + t)φ(t)dt = µ
∫∞
−µ

φ(t)dt +
∫∞
−µ

tφ(t)dt∫∞
−µ

φ(t)dt > µ
∫∞
−µ

φ(t)dt >
∫∞
−µ

tφ(t)dt(µ < −1)が成立し、
limµ→−∞

∫∞
−µ

φ(t)dt = limµ→−∞
∫∞
−µ

tφ(t)dt = 0なのではさみうちの原理より
limµ→−∞ µ

∫∞
−µ

φ(t)dt = 0
以上より limµ→−∞

∫∞
−µ

(µ + t)φ(t)dt = 0
また limµ→−∞(1− Φ(−µ)) = 1− 1 = 0

よってロピタルの定理より limµ→−∞ 1
1−Φ(−µ)

∫∞
−µ

(µ + t)φ(t)dt = limµ→−∞
−

∫ −µ

∞
φ(t)dt

φ(−µ)

limµ→−∞ φ(−µ) = limµ→−∞−
∫ −µ

∞ φ(t)dt = 0よりロピタルの定理から

limµ→−∞
−

∫ −µ

∞
φ(t)dt

φ(−µ) = limµ→−∞
φ(−µ)
−φ′(−µ) = 0
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9.1.2 （２）

(1)より E[X] = µ + φ(µ)
1−Φ(−µ)

また E[X2] = µ2 + 2µ
1−Φ(−µ)

∫∞
−µ

tφ(t)dt + 1
1−Φ(−µ)

∫∞
−µ

t2φ(t)dt

ここで
∫∞
−µ

tφ(t)dt = φ(µ)∫∞
−µ

t2φ(t)dt = 1− Φ(−µ)

これより E[X2] = µ2 + 2µφ(µ)
1−Φ(−µ) + 1

よって V [X] = E[X2]− (E[X])2 = 1− ( φ(µ)
1−Φ(−µ) )

2 < 1

9.2 ９番の総評

(1)でロピタルの定理を使うのがなかなか難しい。難易度は５段階で 3.5くらい

10 １０番

全体的な総評

１，２，３，６，７，９から選択するのが良いと思われる。
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平成２１年度　システム創成専攻　
数理科学分野１　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

u = fx

f , ux = fxxf−f2
x

f2 , ut = fxtf−fxft

f2 , uxx = (fxxxf+fxxfx−2fxxfx)f2

f4 − (fxxf−f2
x)2ffx

f4

よって 2uux + uxx = fxxxf−fxxfx

f2

これより ut = 2uux + uxx ⇔ fxtf−fxft

f2 = fxxxf−fxxfx

f2

よって ∂
∂x ( ft

f ) = ∂
∂x ( fxx

f ) ⇔ ft

f = fxx

f + C(t) ⇔ ft = fxx + C(t)f
以上より (A) ⇔ (B)

1.1.2 （２）

u = (log(ek1x+l1t + ek2x+l2t))′(′ は xでの偏微分を表すものとする。)

よって f = ek1x+l1t + ek2x+l2t = A + B とおける。

fx = k1A + k2B, ft = l1A + l2B, fxx = k2
1A + k2

2B, fxt = k1l1A + k2l2B, fxxx = k3
1A + k3

2B

これより fxtf−fxft

f2 = fxxxf−fxxfx

f2 ⇔ (k1 + k2)(k1 − k2)2AB = (k1 − k2)(l1 − l2)AB

よって k1 = k2 と (k1 + k2)(k1 − k2) = (l1 − l2)

1.2 １番の総評

この年は前年までの傾向からいくらか変わってしまったようである。少し難度が上がった。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）
(

I I

I −I

)(
P Q

R S

)
=

(
I 0
0 I

)
、

(
P Q

R S

)(
I I

I −I

)
=

(
I 0
0 I

)
とおくと

(
P Q

R S

)
= 1

2

(
I I

I −I

)

よって Tは正則である。また

T−1 = 1
2

(
I I

I −I

)
なので

T−1

(
A B

B A

)
T = 1

2

(
I I

I −I

)(
A B

B A

)(
I I

I −I

)
=

(
A + B 0

0 A−B

)
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2.1.2 （２）

A と Cを正方行列として、P =

(
A B

O C

)
とするとき | P |=| A || C |が成立することを示す。

A が１次の行列である時は Pの１列について余因子展開することにより | P |=| A || C |が言える
A が n次の正方行列である時、| P |=| A || C |が成立することを仮定する。
A が (n+1)次の時、適当な行列をかけることにより

A =

(
K 0
0 an+1n+1

)
(K は n次の正方行列)

という形に変更できる。このとき

B′ =




0 b11 ・ ・ ・ b1k

・ ・ ・ ・ ・ b1k

・ ・ ・ ・ ・ b1k

0 bn1 ・ ・ ・ bnk




C ′ =

(
an+1n+1 bn+11 ・ ・ ・ bn+1k

0 C

)
とおくと

P =

(
K B′

0 C ′

)

となり、K は n次の正方行列なので | P |=| K || C ′ |
ここで C ′ において１列で余因子展開すると | C ′ |= an+1n+1 | C |
また Aにおいて１列で余因子展開すると | A |= an+1n+1 | K |
よって | K || C ′ |=| A || C |
よって | P |=| A || C |
これより n + 1の時が言えた。

以上より det

(
A O

O B

)
= det(A + B)det(A−B)が言える。

2.1.3 （３）

T−1

(
A B

B A

)
T =

(
A + B 0

0 A−B

)
において両辺の行列式を取ると

(左辺)=| T−1

(
A B

B A

)
T |=| T−1 || T | det

(
A B

B A

)
= det

(
A B

B A

)

(右辺)=det(A + B) det(A−B)((2)より)

以上より det

(
A B

B A

)
= det(A + B) det(A−B)

2.1.4 （４）

det

(
A− λI I

I A− λI

)
= det(A− (λ− 1)I) det(A− (λ + 1)I)((3)より)

=

∣∣∣∣∣∣∣

−4− λ + 1 1 0
1 −4− λ + 1 1
0 1 −4− λ + 1

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

−4− λ− 1 1 0
1 −4− λ− 1 1
0 1 −4− λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

これより λ = −3,−3 +
√

2,−3−√2,−5,−5 +
√

2,−5−√2
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2.2 ２番の総評

これも新傾向の問題。手も足も出ないというわけではないが・・・。難易度は５段階で 3.5。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

x1 > x2 のときmax(x1, x2) = x1

x1 < x2 のときmax(x1, x2) = x2

よって (与式)=
∫ a

0
{∫ x2

0
x2dx1 +

∫ a

x2
x1dx1}dx2 = 2

3a3

3.1.2 （２）

(与式)=
∫ a

0

∫ a

0
・・・

∫ a

0
{∫ max(x2・・・xn)

0
max(x2・・・xn)dx1 +

∫ a

max(x2・・・xn)
x1dx1}dx2dx3・・・dxn

=
∫ a

0

∫ a

0
・・・

∫ a

0
{a2

2 + max2(x2・・・xn)
2 }dx2・・・dxn

=
∫ a

0

∫ a

0
・・・

∫ a

0
{∫ max(x3・・・xn)

0
a2

2 + max2(x3・・・xn)
2 dx2 +

∫ a

max(x3・・・xn)
a2

2 + x2
2
2 }dx3・・・dxn

=
∫ a

0

∫ a

0
・・・

∫ a

0
2
3a3 + 1

3max3(x3・・・xn)dx3・・・dxn

=・・・

=
∫ a

0
{n−1

n an + 1
nxn

n}dxn

=n−1
n an+1 + an+1

n(n+1) = n
n+1an+1

3.2 ３番の総評

取り組みやすいとは言えないが、選択すべき問題。難易度は５段階で３。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

g(s) = aB(s)g(s) + bより g(s) = b
1−aB(s)

よって g′(s) = abB′(s)
(1−aB(s))2

g”(s) = abB”(s)(1−aB(s))+2a(B′(s))2

(1−aB(s))3

これより (左辺)=
b

1−aB(s) ab
B”(s)(1−aB(s))+2a(B′(s))2

(1−aB(s))3

a2b2B′(s)2

(1−aB(s))4

= 2a + B”(s)(1−aB(s))
(B′(s))2

ここで B′(s) = g(s)
G(s) (条件より)

B”(s) = g′(s)G(s)−g(s)G′(s)
G2(s) , 1− aB(s) = b

g(s)

よって B”(s)(1−aB(s))
(B′(s))2 = b

g(s)
g′(s)G(s)−g(s)G′(s)

g2(s)

また G′(s) = g(s)2
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よって B”(s)(1−aB(s))
(B′(s))2 = b( g′(s)G(s)

g3(s) − 1)

ここで g′(s) = abB′(s)
(1−ab(s))2 =

ab
g(s)
G(s)

(1−ab(s))2 =
ab

g(s)
G(s)
b2

g2(s)

= a
b

g3(s)
G(s)

これより B”(s)(1−aB(s))
(B′(s))2 = b(a

b − 1) = a− b

以上より (左辺)=2a + a− b = 3a− b

4.1.2 （２）

y = g
g′ とおくと、y′ = (g′)2−gg”

(g′)2 = 1− gg”
(g′)2

これより (∗) ⇔ a(1− y′) = 3a− b ⇔ y′ = −2 + b
a

よって y(s) = −2s + b
as + C1(C1は定数)

ここで y(0) = C1 = g(0)
g′(0) = b

ab2 = 1
ab

これより y(s) = −2s + b
as + 1

ab

よって g′

g = 1
s(−2+ b

a )+ 1
ab

log g = 1
−2+ b

a

log{s(−2 + b
a ) + 1

ab}+ C1

g = C2{s(−2 + b
a ) + 1

ab}−2+ b
a

g(0) = C1( 1
ab )

−2+ b
a = b ⇔ C1 = b

(ab)−2+ b
a

よって g = b{−2abs + bs2 + 1}−2+ b
a

4.2 ４番の総評

(1)はもっとシンプルな答案があるはず。難易度は５段階で４。

5 ５番

５番¶ ³

確率変数 X は区間 (0, 1)上の一様分布に従うとする。さらに確率変数 Y はX = x(0 < x < 1)が与えられたときの
条件付き確率分布が二項分布 B(n, x)、すなわち試行回数 n（自然数）、成功確率 xのベルヌーイ試行における成功

回数の分布であるとする。

(1)P (Y = k) = 1
n+1 , k = 0, 1,・・・, nを示せ。

(2)Y = kが与えられた時の X の条件付き分布を求めよ。
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

P (Y = k|X = x) =n Ckxk(1− x)n−k(条件より)

ここで X の確率密度関数を f(x)、X,Y の同時確率密度関数を f(x, y)とおくと
f(x) = 1, f(x, y) =n Cyxy(1− x)n−y

よって P (Y = k) =
∫ 1

0 nCkxk(1− x)n−kdx

=n Ck

∫ 1

0
xk(1− x)n−kdx

174



=n CkB(k + 1, n− k + 1)
= n!

k!(n−k)!
Γ(k+1)Γ(n−k+1)

Γ(n+2)

= n!
k!(n−k)!

k!(n−k)!
(n+1)!

= 1
n+1 (k = 0, 1,・・・, n)

5.1.2 （２）

f(x|y = k) = f(x,k)
P (Y =k) = nCkxk(1−x)n−k

1
n+1

= (n + 1)nCkxk(1− x)n−k

5.2 ５番の総評

一番簡単な選択問題。選択すべき。難易度は５段階で 2。

6 ６番

６番¶ ³

3変量の確率変数ベクトル (X,Y, Z)は平均 E[X] = E[Y ] = E[Z]であり，共分散行列
∑
を持つとする．

(1)
∑
は非負定符号であることを示せ．

(2)
∑

=




1 ρ ρ

ρ 1 ρ

ρ ρ 1


のとき，ρの取りうる範囲を求めよ．

(3)(2)で求めた ρの範囲の中で最大値を与える (X,Y, Z)の例を挙げよ．
(4)(2)で求めた ρの範囲の中で最小値を与える (X,Y, Z)の例を挙げよ．

µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

(
a1 a2 a3

)



V [X] Cov(X, Y ) Cov(X,Z)
Cov(X, Y ) V [Y ] Cov(Y, Z)
Cov(X, Z) Cov(Y, Z) V [Z]







a1

a2

a3




= a2
1V [X] + a2

2V [Y ] + a2
3V [Z] + 2a1a2Cov(X, Y ) + 2a2a3Cov(Y, Z) + 2a1a3Cov(X, Z)

=V [a1X1 + a2X2 + a3X3] ≥ 0
よって σは非負定符号である。

6.1.2 （２）

∑
が半正定値行列になるための ρの条件を求める。

| ∑−λE |=

∣∣∣∣∣∣∣

1− λ ρ ρ

ρ 1− λ ρ

ρ ρ 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣
= 0を解くと λ = 1− ρ, 1 + 2ρ

よって 1− ρ, 1 + 2ρ ≥ 0なので − 1
2 ≤ ρ ≤ 1
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6.1.3 （３）

X = Y = Z = 1
2 (確率 1

2 で)、X = Y = Z = − 1
2 (確率 − 1

2 で)

6.1.4 （４）

X =
√

3√
2
, Y = 0, Z = −

√
3√
2
(確率 1

3 で)

X = −
√

3√
2
, Y =

√
3√
2
, Z = 0(確率 1

3 で)

X = 0, Y = −
√

3√
2
, Z =

√
3√
2
(確率 1

3 で)

6.2 ６番の総評

(3)と (4)はあくまで一例であり、他にも解答はある。難易度は５段階で 3か 3.5。

全体的な総評

必答問題が２問とも新傾向ということもあり、多くの受験生が混乱したそうです。選択は５が簡単。
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1 １番

1.1 解説

1.1.1 （１）

x = r cos θ, y = r sin θ(r ≥ 0, 0 ≤ θ < 2π)とおくと与式は
r4 − r3(3 cos2 θ − sin2 θ) = 0
これより r = sin 3θ（３倍角の公式を使った。）

r > 0の時、0 < θ < π
3 , 2π

3 < θ < π, 4π
3 < θ < 5π

3
dr
dθ = 3 cos 3θより dr

dθ = 0とおくと、θ = π
6 , 5π

6 , 9π
6

これを元に増減表を書いて、グラフを書けばよい（省略）

1.1.2 （２）

0 < θ < π
3 のときの面積は

1
2

∫ π
3

0
(sin 3θ)2dθ = π

12

よって求める面積は 3× π
12 = π

4

1.2 １番の総評

あまりやったことのない問題なので非常に取り組みにくい。極座標で表された図形の面積の求め方は「難波誠著　「微

分積分学」　裳華房」の１２５ページを参照してください。難易度は５段階で４。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

detA(t) =
∑

sgn

(
1 ・ ・ ・ n

i1 ・ ・ ・ in

)
a1i1・・・anin より

d
dt detA(t) =

∑
sgn

(
1 ・ ・ ・ n

i1 ・ ・ ・ in

)
ȧ1i1・・・anin +

∑
sgn

(
1 ・ ・ ・ n

i1 ・ ・ ・ in

)
a1i1・・・̇anin

ここでD1 =
∑

sgn

(
1 ・ ・ ・ n

i1 ・ ・ ・ in

)
ȧ1i1・・・anin とおくと

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ȧ11 ȧ12 ・・・ ȧ1n

a21 a22 ・・・ a2n

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

an1 an2 ・・・ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∑n

i=1 ȧ1iA1i
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また A(−1)(t) = 1
|A|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 ・ ・ An1

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

A1n ・ ・ Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

よって ȦA−1 =




ȧ11 ȧ12 ・・・ ȧ1n

a21 a22 ・・・ a2n

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

an1 an2 ・・・ ann







A11 ・ ・ An1

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・

A1n ・ ・ Ann




この (i, i)成分は
∑n

j=1 ȧijAij

tr(ȦA−1) det A(t) =
∑n

i=1(
∑n

j=1 ȧijAij)
d
dt detA(t) =

∑n
j=1 Dj =

∑n
j=1(

∑n
i=1 ȧijAij)

よって d
dt det A(t) = tr(ȦA−1) det A(t)

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

e−u(x,t) ∂u(x,t)
∂t = 1∫ 1

0
eu(y,t)dy

より

∂
∂t (−e−u(x,t)) = 1∫ 1

0
eu(y,t)dy

1∫ 1

0
eu(y,t)dy

は tの関数なのでこれを p(t)とおくと

∂
∂t (−e−u(x,t)) = 1

p(t)

よって −e−u(x,t) =
∫ t

0
1

p(z)dz + f(x)(f(x) は xの関数)

よって −e−u(x,0) = f(x) = −e−u0(x)

これより e−u(x,t) = − ∫ t

0
1

p(z)dz + e−u0(x)

よって e−u0(x) − e−u(x,t) =
∫ t

0
1

p(z)dz

以上より e−u0(x) − e−u(x,t) は tの関数である。

3.1.2 （２）

(1)において e−u0(x) − e−u(x,t) = g(t)とおく
このとき e−u0(x1) − e−u(x1,t) = e−u0(x2) − e−u(x2,t)

⇔ e−u(x1,t) − e−u(x2,t) = e−u0(x1) − e−u0(x2)

ここで u0(x1) ≤ u0(x2)より −u0(x1) ≥ −u0(x2)なので e−u0(x1) ≥ e−u0(x2)

よって e−u(x1,t) − e−u(x2,t) = e−u0(x1) − e−u0(x2) = e−u0(x1) − e−u0(x2) ≥ 0
以上より e−u(x1,t) ≥ e−u(x2,t) なので u(x1, t) ≤ u(x2, t)
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4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

1から 2の間で高さ１の三角形、3から 4の間で高さ 1
2 の三角形、5から 6の間で高さ 1

4 の三角形というようにすると∫∞
−∞ | f(x) | dx = 2( 1

2 + 1
4 + 1

8 + 1
16 +・・・) = 2

しかし、limx→∞ | f(x) |= 0とはならない。

5 ５番

5.1 解説

5.1.1 （１）

計算結果のみ示す。
∂
∂x{(z − c)2 ∂

∂xf(y−b
z−c )} = (y−b)2z2

x

(z−c)2 f”(y−b
z−c )− (y − b)zxxf ′(y−b

z−c )
∂
∂y{(z − c)2 ∂

∂y f(y−b
z−c )} = {z−c−(y−b)zy}2

(z−c)2 f”(y−b
z−c ) + (b− y)zyyf ′(y−b

z−c )

5.1.2 （２）

∂
∂x{(z − c)2 ∂

∂x
x−a
z−c } = (a− x)zxx

同様に ∂
∂y{(z − c)2 ∂

∂y
x−a
z−c } = (a− x)zyy

これより 1
zxx

∂
∂x{(z − c)2 ∂

∂x
x−a
z−c } = 1

zyy

∂
∂y{(z − c)2 ∂

∂y
x−a
z−c }

⇔ 1
zxx
{ (y−b)2z2

x

(z−c)2 f”(y−b
z−c )− (y − b)zxxf ′(y−b

z−c )} = 1
zyy
{{z−c−(y−b)zy}2

(z−c)2 f”(y−b
z−c ) + (b− y)zyyf ′(y−b

z−c )}
よって zyy{(y − b)zx}2f”(y−b

z−c ) = zxx{z − c− (y − b)zy}2f”(y−b
z−c )

f”(y−b
z−c ) 6= 0の時は zxx{z − c− (y − b)zy}2 = zyy{(y − b)zx}2

f”(y−b
z−c ) = 0の時は (1)より ∂

∂x{(z − c)2 ∂
∂x

x−a
z−c } = (b− y)zxxf ′(y−b

z−c ) = (a− x)zxx

これより f ′(y−b
z−c ) = x−a

y−b

5.2 ５番の総評

計算が非常に複雑な問題。統計ができない人は絶対に選択しなければならない。難易度は５段階で 3.5か 4。
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6 ６番

６番¶ ³

X,Y を互いに独立でともに標準正規分布に従う確率変数とする。(X,Y) の同時分布を２変量標準正規分布という。

(1)確率変数 U,Vを次式で定めるとき、(U,V)の同時分布を求めよ。(
U

V

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
X

Y

)
(0 ≤ θ < 2π)

(2)２次の実正則行列 A,Bが AAT = BBT を満たすとする。ここで AT は行列 A の転置行列を表す。(
X1

Y1

)
= A

(
X

Y

)
と

(
X2

Y2

)
= B

(
X

Y

)
と定義するとき、(X1, Y1)の同時分布は (X2, y2)の同時分布と一致すること

を示せ。
µ ´

6.1 （１）

fX,Y (x, y) = 1
2π exp(− 1

2 (x2 + y2))

ここで

(
U

V

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
X

Y

)
より

(
X

Y

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
U

V

)

よって J =

∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 1

よって fU,V (u, v) =| J | fX,Y (cos θu + sin θv,− sin θu + cos θv) = 1
2π exp(− 1

2 (u2 + v2))
これより (U, V )の同時分布は F (u, v) =

∫ u

−∞
∫ v

−∞
1
2π exp(− 1

2 (p2 + q2))dpdq

これも二変量正規分布である。

6.2 （２）

fX1,Y1(x1, y1) = fX,Y (x, y) | det(A−1) |=| det(A−1) | 1
2π exp(− 1

2 (x2 + y2))

ここで x2 + y2 =
(
x y

) (
x

y

)
=

(
x1 y1

)
(AT )−1A−1

(
x1

y1

)
=

(
x1 y1

)
(AAT )−1

(
x1

y1

)

よって fX1,Y1(x1, y1) =| det(A−1) | 1
2π exp{− 1

2

(
x1 y1

)
(AAT )−1

(
x1

y1

)
}

同様にして fX2,Y2(x2, y2) =| det(B−1) | 1
2π exp{− 1

2

(
x2 y2

)
(BBT )−1

(
x2

y2

)
}

=| det(B−1) | 1
2π exp{− 1

2

(
x2 y2

)
(AAT )−1

(
x2

y2

)
}(条件より)

ここで AAT = BBT より det(AAT ) = det(BBT )
これより det(A) det(AT ) = det(B) det(BT )
det(A) = det(AT ), det(B) = det(BT )なので det(A) = det(B)
よって det(A−1) = det(B−1)
よって (X1, Y1)と (X2, Y2)は同じ密度関数を持つのでその同時分布も一致する。
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6.3 ６番の総評

(2)は結構難しい。難易度は５段階で 3.5。

7 ７番

７番¶ ³

X, Y が平均 E[X] = E[Y ] = 0、分散 V [X] = V [Y ] = 1、相関係数 Corr(X, Y ) = ρを持つ２変量正規分布に従うと

する。Z = max(X, Y )とする。
(1)Y = yが与えられたときの X の条件付き確率密度関数 fx・y(x|y)を求めよ。
(2)Zの密度関数が

fZ(z) = 2φ(z)Φ(
√

1−ρ
1+ρz)

で与えられることを証明せよ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）

fY (y) =
∫∞
−∞ f(x, y)dx = 1√

2π
e−

y2

2

よって fx|y(x|y) = f(x,y)
f(y) = 1√

2π(1−ρ2)
exp(− 1

2(1−ρ2) (x
2 − 2ρxy + y2) + y2

2 )

7.1.2 （２）

Zの確率密度関数は fZ(z) =
∫ z

−∞ f(x, z)dx +
∫ z

−∞ f(z, y)dy = 2
∫ z

−∞ f(x, z)dx

ここで
∫ z

−∞ f(x, z)dx = e−
z2
2

2π
√

1−ρ2

∫ z

−∞ exp(− 1
2(1−ρ2) (x− ρz)2)dx

t = x−ρz√
1−ρ2

= tとおくと、 dt
dx = 1√

1−ρ2

よって
∫ z

−∞ f(x, z)dx = e−
z2
2

2π
√

1−ρ2

∫ √
1−ρ

1+ρ z

−∞ e−
t2
2

√
1− ρ2dt = 1√

2π
e−

z2
2

∫ √
1−ρ

1+ρ z

−∞
1√
2π

e−
t2
2 dt

=φ(z)Φ(
√

1−ρ

1+ρz)

以上より fz(z) = 2φ(z)Φ(
√

1−ρ

1+ρz)

7.2 ７番の総評

(2)は結構難しい。難易度は５段階で３か 3.5。
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8 ８番

８番¶ ³

X1・・・Xn(n ≥ 2)は互いに独立で、それぞれ平均 µ,分散 σ2 の正規分布に従う確率変数である。ここで −∞ < µ <

∞, σ > 0は未知である。さらに
Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi, Tn =

∑n
i=1(Xi −Xn)2

とする。

(1)Tn

n は σ2 の最尤推定量であること、および不偏推定量ではないことを示せ。

(2)E[
√

Ym]を求めよ。
(3) Γ( n−1

2 )

Γ( n
2 )
√

2

√
Tn は σの不偏推定量である事を示せ。

µ ´

8.1 解答

8.1.1 （１）

X1・・・Xn の同時確率密度関数を fX1・・・Xn
(x1・・・xn)とおくと

fX1・・・Xn
(x1・・・xn) = 1

(
√

2πσ2)n
exp(−

∑n

i=1
(xi−µ)2

2σ2 )

対数を取って log fX1・・・Xn
(x1・・・xn) = −n

2 log(2πσ2)− 1
2σ2

∑n
i=1(xi − µ)2

両辺を µと σ2 で微分して=0とおくと

− n
2σ2 + 1

2σ4

∑n
i=1(xi − µ)2 = 0

1
σ2

∑n
i=1(xi − µ) = 0

これより µ = 1
n

∑n
i=1 Xi = x

σ2 = 1
n

∑n
i=1(Xi −X)2

よって Tn

n は σ2 の最尤推定量である

また Tn

n = 1
n

∑n
i=1(Xi − µ + µ−Xn)2

= 1
n

∑n
i=1(Xi − µ)2 + 2

n

∑n
i=1(Xi − µ)(µ−Xn) + 1

n

∑n
i=1(µ−Xn)2

=σ2 − 2(Xn − µ)2 + (Xn − µ)2

=σ2 − (Xn − µ)2

これより E[Tn

n ] = σ2 − E[(Xn − µ)2] = σ2 − V [X] = σ2 − σ2

n 6= σ2

よって Tn

n 不偏推定量ではない

8.1.2 （２）

E[
√

Ym] = 1

Γ( m
2 )2

m
2

∫∞
0

√
xx

m
2 −1e−

x
2 dx

= 1

Γ( m
2 )2

m
2

∫∞
0

x
m
2 − 1

2 e−
x
2 dx

x
2 = tとおくと E[

√
Ym] = 1

Γ( m
2 )2

m
2

∫∞
0

(2t)
m−1

2 e−t2dt

=・・・

=
√

2
Γ( m

2 )Γ(m+1
2 )
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8.1.3 （３）

Tn

σ2 =
∑n

i=1
(Xi−Xn)2

σ2 は自由度 (n− 1)のカイ二乗分布に従う。

よって E[
√

Tn

σ ] =
∫∞
0

√
x 1

Γ( m−1
2 )2

m−1
2

x
m−1

2 −1e−
x
2 dx =Γ( n

2 )
√

2

Γ( n−1
2 )

よって E[ Γ( n−1
2 )

Γ( n
2 )
√

2

√
Tn] = σが成立するので Γ( n−1

2 )

Γ( n
2 )
√

2

√
Tn は σの不偏推定量である。

8.2 ８番の総評

11問の中で１番取り組みやすい問題。難易度は５段階で３。

9 ９番

９番¶ ³

次の自己回帰過程モデルを考える。

Yt = c + φYt−1 + εtt = 2, 3,・・・, T

ただし、{εt}は互いに独立で共通の正規分布N(0, σ2)に従い、かつ εtは Y1・・・Yt−1と独立である。θ = (c, φ, σ2)と
おく。

(1)Y1 = y1 という条件の下での Y2・・・YT の条件付き同時確率密度関数

fYT・・・Y2|Y1(yT ,・・・y2|y1; θ)
を求めよ。

(2)データ {yT・・・y1}が得られた時、c, φの最尤推定量 ĉ, φ̂を求めよ。

(3)σ2 の最尤推定量 σ̂2 を (2)で得られた ĉ, φ̂を用いて表せ。
µ ´

9.1 解答

9.1.1 （１）

ηT = c + εT とおく





Y1 = y1

Y2 = c + φy1 + ε2 = φy1 + η2

Y3 = c + φY2 + ε3 = φY2 + η3

・

・

YT = c + φYT−1 + εT = φYT−1 + ηT

このとき η2・・・ηT は {ε}k(k = 2,・・・, T )が独立なので互いに独立である。

よって fη2・・・ηT
(η2・・・ηT ) = 1

(
√

2πσ2)T−1 exp(−
∑T

k=2
(ηk−c)2

2σ2 )
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ここで 



η2 = Y2 − φy1

η3 = Y3 − φY2

η4 = Y4 − φY3

・

・

ηT = YT − φYT−1

また J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂η2
∂Y2

・ ・ ・ ∂η2
∂YT

∂η3
∂Y2

・ ・ ・ ∂η3
∂YT

・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・
∂ηT

∂Y2
・ ・ ・ ∂ηT

∂YT

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 ・ 0
−φ 1 0 ・ 0
0 −φ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ −φ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

これより fY2・・・YT |Y1=y1(y2・・・yT ) =| J | fη2・・・ηT |Y1=y1(y2 − φy1,・・・, yT − φyT−1)

= 1

(2πσ2)
T−1

2
exp(−

∑T

k=2
(yk−φyk−1−c)2

2σ2 )

9.1.2 （２）

fY2・・・YT |Y1=y1 =
fY1・・・YT

(y1・・・yT )

fY1 (y1)

これより log L(θ) = log fY2・・・YT |Y1=y1(y1・・・yT ) + log fY1(y1)
よって ∂

∂c log L(θ) = 0 ⇔ ∑T
k=2(yk − φyk−1 − c) = 0ー（A）

∂
∂φ log L(θ) = 0 ⇔ ∑T

k=2 yk−1(yk − φyk−1 − c) = 0ー（B）

(A) と (B)を解いて φ̂ =
(
∑T

k=2
yk)(

∑T

k=2
yk−1)−(T−1)(

∑T

k=2
ykyk−1)

(
∑T

k=2
yk−1)2−(T−1)(

∑T

k=2
y2

k−1)

ĉ =
∑T

k=2
yk−φ̂

∑T

k=2
yk−1

T−1 (上の φ̂を代入する)

9.1.3 （３）

∂
∂σ2 log L(θ) = − (T−1)

2σ2 +
∑T

k=2
(yk−yk−1φ−c)2

2(σ2)2 = 0

これより σ̂2 =
∑T

k=2
(yk−yk−1φ̂−ĉ)2

T−1

9.2 ９番の総評

どのように変数変換するかがなかなか難しい。難易度は５段階で 3.5くらい。
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10 １０番

１０番¶ ³

{Xk; k = 1, 2,・・・, n} を互いに独立な確率変数の列で平均と分散を E[Xk] = µ, V ar(Xk) = k とする。Xn =
1
n

∑n
k=1 Xk とおく。Tn を未知母数 µの推定量であるとする。

(1)Tn を µの不偏推定量であるとする。V ar[Tn] → 0(n →∞)のとき、Tn は µの一致推定量である事を示せ。

(2)Xn は µの一致推定量とはならない場合があることを具体例を用いて示せ。

(3)wkを定数とし µ̂ =
∑n

k=1 wkXkとおく。µ̂が µの不偏推定量である時、その分散 V ar[µ̂]が最小となるように wk

を定めよ。

(4) (3)で定めた wk を持つ µ̂は µの一致推定量であることを示せ。
µ ´

10.1 解答

10.1.1 （１）

チェビシェフの不等式より

P{(Tn − µ)2 ≥ ε} ≤ 1
ε E[(Tn − µ)2]

が成立する。ここで

E[(Tn − µ)2] = E[(Tn − E[Tn] + E[Tn]− µ)2]
= E[(Tn − E[Tn])2] + 2E[Tn − E[Tn]]E[E[Tn]− µ] + (E[Tn]− µ)2

= V [Tn] + (E[Tn]− µ)2

ここで Tn は µの不偏推定量なので E[Tn] = µ

また条件より limn→∞ V [Tn] = 0
これより limn→∞E[(Tn − µ)2] = 0
以上よりチェビシェフの不等式から limn→∞ P{(Tn − µ)2 ≥ ε} ≤ limn→∞ 1

ε E[(Tn − µ)2] = 0
が成立するので limn→∞ P (| Tn − µ |< ε) = 1となる。
以上より Tnはµの一致推定量である。

10.1.2 （２）

Xk ∼ N(µ, k)とする。この時正規分布の再生性よりXn ∼ N(µ, 1
2 (1 + 1

n ))
この時 limn→∞ P (| Tn − µ |< ε) = 1は成立しないのでXn は µの不偏推定量ではない。

10.1.3 （３）

µ̂ =
∑n

k=1 wkXk より

E[µ̂] =
∑n

k=1 wkE[Xk] = µ
∑n

k=1 wk = µ

よって
∑n

k=1 wk = 1
また V ar[µ̂] =

∑n
k=1 w2

kk(X1・・・Xnは独立なので)
よって f(w1,・・・, wn) =

∑n
k=1 w2

kk、g(w1,・・・, wn) =
∑n

k=1 wk − 1とおいて、g = 0の下で f を最小にする問題を考えれ

ばよい。

ラグランジュの未定乗数法を使うと、

186



∂f
∂a1
∂g

∂w1

=
∂f

∂a2
∂g

∂w2

=・・・=
∂f

∂an
∂g

∂wn

これより 2w1
1 = 4w2

1 =・・・= 2nwn

1

この時 f = 0なので w1 + 1
2w1 +・・・+ 1

nw1 = 1
よって w1

∑n
p=1

1
p = 1 ⇔ w1 = 1∑n

p=1
1
p

以上より wk = 1
k

1∑n

p=1
1
p

10.1.4 （４）

V [µ̂] =
∑n

k=1
1
k ( 1∑n

p=1
1
p

)2 = 1∑n

p=1
1
p

よって limn→∞ V [µ̂] = limn→∞ 1∑n

p=1
1
p

= 0

よって µ̂は µの不偏推定量で limn→∞ V [µ̂] = 0が成立するので µ̂は µの一致推定量である。

10.2 １０番の総評

(2)は一致推定量である例を探す方が難しいような気がする。一致推定量についての理解がないと非常にやりにくい。難

易度は５段階で 3.5か 4。

11 １１番

１１番¶ ³

確率変数Xi(i = 1, 2,・・・)は０か１の値を取り、正の定数 π0, π1 に対して

P (Xi+1 = 1|Xi = 0) = π0 P (Xi+1 = 1|Xi = 1) = π1

とする。さらに自然数 j = 2, 3,・・・に対して以下を仮定する。

P (Xi+j = 1|Xi+j−1 = 0, Xi = 1) = π0, P (Xi+j = 1|Xi+j−1 = 1, Xi = 1) = π1

(1)pi = p(Xi = 1)とおくとき、pi+1 を pi, π0, π1 で表せ。

(2)任意の自然数 iに対して pi = q(定数)とする。このときE[XiXi+k]は iに関係しないことを示し、ek = E[XiXi+k]
とおくとき、e0, e1 を求めよ。また ek を ek−1, π0, π1, qを用いて表せ。

(3)(2)の条件の下で共分散に対して

limk→∞ Cov(Xi, Xi+k) = 0
が成立することを示せ。

µ ´

11.1 解答

11.1.1 （１）

pi+1 = P (Xi+1 = 1) = P (Xi+1 = 1, Xi = 0) + P (Xi+1 = 1, Xi = 1)
= P (Xi+1 = 1|Xi = 0)P (Xi = 0) + P (Xi+1 = 1|Xi = 1)P (Xi = 1)

=πo(1− pi) + piπ1
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11.1.2 （２）

E[XiXi+k] = P (Xi = 1, Xi+k = 1) = P (Xi+k = 1|Xi = 1)P (Xi = 1)
よって ∀i, j ∈ N に対して P (Xi+k = 1|Xi = 1) = P (Xj+k = 1|Xj = 1)が ∀k ∈ N で成立することをいえば良い

k = 1の時は自明
k = nの時に成立することを仮定

k = n + 1の時、P (Xi+n+1 = 1|Xi = 1) = P (Xi+n+1 = 1, Xi+n = 1|Xi = 1) + P (Xi+n+1 = 1, Xi+n = 0|Xi = 1)
ここで P

(i)
A = P (Xi+n+1 = 1, Xi+n = 1|Xi = 1)とおくと、

P
(i)
A = P (Xi+n+1=1,Xi+n=1,Xi=1)

P (Xi=1) = P (Xi+n+1=1,Xi+n=1)
P (Xi+n=1) ・P (Xi+n=1,Xi=1)

P (Xi=1)

∵）条件より P (Xi=1,Xi+n=1,Xi+n+1=1)
P (Xi=1,Xi+n=1) = P (Xi+n=1,Xi+n+1=1)

P (Xi+n=1) = π1 だから

よって P
(i)
A = P (Xi+n+1=1,Xi+n=1)

P (Xi+n=1) ・P (Xi+n=1,Xi=1)
P (Xi=1)

= P (Xi+n+1 = 1|Xi+n = 1)・P (Xi+n = 1|Xi = 1)
= P (Xi+n+1 = 1|Xi+n = 1)・P (Xj+n = 1|Xj = 1) = p

(j)
A (帰納法の仮定より)

同様にして P
(i)
B = p

(j)
B

以上より E[XiXi+k]は iによらない。

また e0 = E[XiXi] = q

e1 = E[XiXi+1] = P (Xi = 1, Xi+1 = 1) = qπ1

ek = P (Xi+k = 1, Xi = 1) = P (Xi+k = 1, Xi+k−1 = 0, Xi = 1) + P (Xi+k = 1, Xi+k−1 = 1, Xi = 1)
=P (Xi+k = 1|Xi+k−1 = 0, Xi = 1)P (Xi+k−1 = 0, Xi = 1) + P (Xi+k = 1|Xi+k−1 = 1, Xi = 1)P (Xi+k−1 = 1, Xi = 1)
=π0(q − ek−1) + π1ek−1

11.1.3 （３）

(2)より ek = (π1 − π0)ek−1 + π0q − (A)
また与えられた条件より q = qπ1 + (1− q)π0

ここで (A)の特性方程式を考えると λ = (π1 − π0)λ + π0q

これより λ = π0q
1−π1+π0

= π0q
1−q

q π0+π0
= q2

よって ek − q2 = (π1 − π0)(ek−1 − q2), e0 = q

これより ek = q(π1 − π0)k−1 + q2

よって Cov(Xi, Xi+k) = E[XiXi+k]− E[Xi]E[Xi+k] = q(π1 − π0)k−1 + q2 − q2 = q(π1 − π0)k−1 → 0(k →∞)

11.2 １１番の総評

(1)は簡単だが、(2)と (3)はかなり取り組みにくい。難易度は５段階で４。

全体的な総評

まず、７番と８番が取り組みやすい。その次に５、６、９に何とか手を出せるだろう。２，３，４は結構難しいので統計

ができない人は非常に苦しい内容だっただろう。
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