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1 １番

１番¶ ³

積分

I =
∫∞
0

cos kx
x2+a2 dx (a > 0)

の値を複素積分を用いて計算せよ。ただし、kは実数とする。
µ ´

1.1 解答

f(z) = eikz

z2+a2 とおく

f(z)の上半平面にある曲は z = aiで１位の極である。その留数は

Resz=aif(z) = limz→ai
eikz

z+ai = e−ak

2ai

ここで二つの積分路 C1 = {z; zは実数で | z |< R (Rは実数)}, C2 = {| z |= R, Imz ≥ 0}を設定し、C = C1 + C2 とお

く。

limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0を示す。

limR→∞ | ∫
C2

f(z)dz |≤ limR→∞
∫

C2
| f(z) || dz |

=limR→∞
∫

C2
| eikz

z2+a2 || dz |
z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)とおくと、dz

dθ = iReiθ、よって | dz |= Rdθ

よって
∫

C2
| eikz

z2+a2 || dz |≤ ∫ π

0
| eikReiθ

R2e2iθ+1
| Rdθ

≤ ∫ π

0
|eikR cos θ||e−kR sin θ|

|R2e2iθ|−1
dθ=

∫ π

0
e−kR sin θ

R2−1 dθ

ここで
∫ π

0
e−kR sin θdθ = 2

∫ π
2

0
e−kR sin θdθ = 2

∫ π
2

0
1

ekR sin θ dθ ≤ 2
∫ π

2
0

1

ekR 2θ
π

dθ = 2
∫ π

2
0

e−kR 2θ
π dθ

=[− π
2kRe−kR 2θ

π ]
π
2
0 = − π

2kR (e−kR − 1)
よって

∫ π

0
e−kR sin θ

R2−1 dθ ≤ − π
2kR(R2−1) (e

−kR − 1)
ここで limR→∞− π

2kR(R2−1) (e
−kR − 1) = 0

以上より limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0ー（Ａ）

ここで留数定理より
∫

C
f(z)dz = 2πiResz=aif(z) = π

a e−ak ー（Ｂ）

また limR→∞
∫

C
f(z) = limR→∞

∫
C1

f(z) + limR→∞
∫

C2
f(z)

=limR→∞
∫

C1
f(z)ー（Ｃ） (（Ａ）より)

（Ｂ）より limR→∞
∫

C
f(z)dz = π

a e−ak ー（Ｄ）

（Ｃ）、（Ｄ）より limR→∞
∫

C1
f(z) =

∫∞
−∞ f(z)dz = π

a e−ak ー（Ｅ）

（Ｅ）において
∫∞
−∞

cos kz
z2+a2 dz + i

∫∞
−∞

sin kz
z2+a2 dz = π

a e−ak

∫∞
−∞

cos kz
z2+a2 dz,

∫∞
−∞

sin kz
z2+a2 dzは実数なので∫∞

−∞
cos kz
z2+a2 dz = π

a e−ak

∫∞
−∞

cos kz
z2+a2 dzは偶関数なので∫∞

0
cos kz
z2+a2 dz = π

2ae−ak

1.2 １番の総評

極めて基本的な複素積分の問題。絶対に選択すべき。難易度は５段階で２。



2 ２番

２番¶ ³

I = [0,∞)で連続な関数 f0(x)を用いて
fn(x) =

∫ x

0
fn−1(ξ)dξ, n = 1, 2,・・・

で関数列 {fn(x)}n=0,1,2,3,・・・を定めるとき、次の問に答えよ。

(1)n=0,1,2,・・・に対し

gn(x) =
∫ x

0
ex−ξfn(ξ)dξ, hn(x) =

∫ x

0
eξ−xfn(ξ)dξ

とおいて gn(x)を fn+1(x)と gn+1(x)で、hn(x)を fn+1(x)と hn+1(x)で表せ。
(2)n=0,1,2,・・・に対し、

fn+2(x) = 1
2

∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)(fn(ξ)− fn+2(ξ))dξ

を示せ。

(3)F(x)=
∑∞

n=1 f2n(x)はＩ上広義一様収束することを示し、F(x)を f0 で表せ。
µ ´

2.1 解答

2.1.1 （１）

fn+1(x) =
∫ x

0
fn(ξ)dξより dfn+1(x)

dx = fn(x)
よって gn(x) =

∫ x

0
ex−ξfn(ξ)dξ

=
∫ x

0
ex−ξ dfn+1(ξ)

dξ dξ

=[ex−ξfn+1(ξ)]x0 +
∫ x

0
ex−ξfn+1(ξ)dξ,

=fn+1(x)− exfn+1(0) + gn+1(x)
ここで fn+1(0) =

∫ 0

0
fn−1(ξ)dξ = 0

よって gn(x) = fn+1(x) + gn+1(x)
同様にして hn(x) =

∫ x

0
eξ−xfn(ξ)dξ

=
∫ x

0
eξ−x dfn+1(ξ)

dξ dξ

=[eξ−xfn+1(ξ)]x0 −
∫ x

0
eξ−xfn+1(ξ)dξ

=fn+1(x)− hn+1(x)

2.1.2 （２）

（右辺）=1
2

∫ x

0
ex−ξfn(ξ)dξ − 1

2

∫ x

0
ex−ξfn+2(ξ)dξ − 1

2

∫ x

0
eξ−xfn(ξ)dξ + 1

2

∫ x

0
eξ−xfn+2(ξ)dξ

=1
2{gn(x)− gn+2(x)}+ 1

2{hn+2(x)− hn(x)}
ここで（１）より {

fn+2(x) = gn+1(x)− gn+2(x)
fn+1(x) = gn(x)− gn+1(x)

これより fn+2(x) + fn+1(x) = gn(x)− gn+2(x)ー（Ａ）
また {

fn+2(x) = hn+1(x) + hn+2(x)
fn+1(x) = hn(x) + hn+1(x)



これより fn+2(x)− fn+1(x) = hn+2(x)− hn(x)ー（Ｂ）
（Ａ）、（Ｂ）より（右辺）=1

2{fn+2(x) + fn+1(x)}+ 1
2{fn+2(x)− fn+1(x)} = fn+2(x)

2.1.3 （３）

F (x) =
∑∞

n=1 f2n(x) = limn→∞{f2 + f4 +・・・+ f2n}
=limn→∞ 1

2

∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)(f0(ξ)− f2n(ξ))dξ(（２）を使った)

ここで limn→∞
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)fn(ξ)dξについて考える。

f0(x)を n回不定積分したものを Gn(x)とおく。
f1(x) =

∫ x

0
f0(x)dx = [G1(x)]x0 = G1(x)−G1(0)

f2(x) =
∫ x

0
f1(x)dx = [G2(x)−G1(0)x]x0 = G2(x)−G1(0)x−G2(0)

f3(x) =
∫ x

0
f2(x)dx = [G3(x)− G1(0)

2 x2 −G2(0)x]x0 = G3(x)−G3(0)−G2(0)x− G1(0)
2 x2

これを繰り返して fn(x) = Gn(x)−Gn(0)−Gn−1(0)x− 1
2!Gn−2(0)x2 − 1

3!Gn−3(0)x3 −・・・− 1
(n−1)!G1(0)xn−1 ー（A）

ここで Gn(x)について [0, x]でマクローリン展開すると
Gn(x) = Gn(0) + Gn−1(0)x + Gn−2(0)x2

2! +・・・+ G1(0) xn−1

(n−1)! + G0(cx)xn

n! (0 < c < 1)ー（B）

（B）を（A）に代入して fn(x) = G0(cx)xn

n! = f0(cx)xn

n!

よって
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξがある値に広義一様収束することを示せば良い。

x ∈ [a, b]0 ≤ a < bを取る。

| ∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξ |≤ ∫ x

0
(| ex−ξ | + | eξ−x |) | f0(cξ) | ξn

n! dξ ≤ ∫ b

0
(| eb−ξ | + | eξ−a |) | f0(cξ) | ξn

n! dξ

f は [a, b]上の連続関数なので [a, b]において最大値を取る。その最大値を fmax とおくと、

| ∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξ |≤ fmax× bn

n!

∫ b

0
(| eb−ξ | + | eξ−a |)dξ

ここで ∀ε | fmax× bn

n!

∫ b

0
(| eb−ξ | + | eξ−a |)dξ − 0 |≤ ε

となるように nの値を定めると、nは εにしかよらない。

以上より
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(cξ) ξn

n! dξ =
∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)fn(ξ)dξは [a, b]で０に一様収束する。

よって F (x)は 1
2

∫ x

0
(ex−ξ − eξ−x)f0(ξ)dξに I 上広義一様収束する。

2.2 ２番の総評

(1)と (2)はなんとかなり、部分点は取れるだろう。しかし、(3)は極めて難しい。難易度は５段階で 4.5。



3 ３番

３番¶ ³

f(x) をＲ上の滑らかな関数で次の条件を満たすとする。

f ′(x) ≥ 0(x ∈ R) f ′(x) ≥ 1(x ≥ 0)
f(0) = 1, limx→−∞ f(x) = 0
微分方程式の初期値問題

ẍ(t) + f ′(x(t)) = 0(t > 0) x(0) = 0, ẋ(0) = 1
の解 x(t)(0 ≤ t < ∞)について次の問に答えよ。

(1)x(t)は全ての t ≥ 0に対して
1
2 ẋ(t)2 + f(x(t)) = 3

2

を満たすことを示せ。

(2)時刻 t∗ > 0が存在して、x(t)は 0 ≤ t ≤ t∗で単調に増加し、t=t∗で最大値を取り、t > t∗で単調に減少すること

を示せ。

(3)limt→∞ x(t) = −∞を示せ。
(4)極限 limt→∞

x(t)
t を求めよ。

µ ´

3.1 解答

3.1.1 （１）

ẍ(t) + f ′(x(t)) = 0の両辺を tで積分して
1
2 ẋ(t)2 + f(x(t)) = C(C は定数)
ẋ(0) = 1, f(x(0)) = f(0) = 1より C = 1

2 + 1 = 3
2

よって 1
2 ẋ(t)2 + f(x(t)) = 3

2

3.1.2 （２）

ẍ(t) + f ′(x(t)) = 0(t > 0)より f ′(x(t)) = −ẍ(t)
ここで f ′(x) ≥ 1(x ≥ 0)より −ẍ(t) ≥ 1 (x(t) ≥ 0)
よって ẍ(t) ≤ −1 (x(t) ≥ 0)
以上より ẋ(t)は x(t) > 0で単調減少する。
ここで ẋ(0) = 1, x(0) = 0, ẍ(t) ≤ −1より x(t)は 0 ≤ t ≤ t∗ で単調増加し、t=t∗ で最大値を取り、t > t∗ で単調に減少

する

3.1.3 （３）

(2)より t ≥ t∗ で ẋ(t) ≤ 0、また ẍ(t) ≤ −1(x(t) ≥ 0)より x(t∗∗) = 0を満たす t∗∗ > t∗ が存在する。

(2)より x(t)は t > t∗∗ で単調減少するので

limt→∞ f(x(t)) = 0 (limx→−∞ f(x) = 0より)
ここで（１）より ẋ(t) = −

√
3− 2f(x(t))(ẋ(t) < 0より)



また f(x(0)) = f(0) = 1
よって −√3 ≤ x(t) ≤ −1
以上より limt→∞ x(t) = −∞

3.1.4 （４）

(3)より limt→∞ ẋ(t) = limt→∞−
√

3− 2f(x(t)) = −√3
ここで limt→∞ x(t) = ∞, limt→∞ t = ∞からロピタルの定理より
limt→∞

x(t)
t = limt→∞ ẋ(t) = −√3

3.2 ３番の総評

解答を読めば十分理解できるだろうが、結構取り組みにくい。難易度は５段階で４。

4 ４番

４番¶ ³

n本の n次元縦ベクトル {g1,・・・gn}が正規直交系を成し、f を tg1f 6= 0なる n次元縦ベクトルとする。行列

A=I + λf tg1, Iは n× n単位行列、λはスカラー

について次の問に答えよ。

(1)f, gj(j = 2, 3, 4,・・・)がＡの固有ベクトルであることを示せ。さらに、Ａのジョルダン標準系を求めよ。
(2)detAを求めよ。

(3)Aの逆行列 A−1 が存在するための条件を求めよ。さらに A−1 を I + µf tg1(µはスカラー)の形で求めよ。
µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

A = I + λf tg1 より

Af = (I + λf tg1)f
=f + λf tg1f

=(1 + λtg1f)f
また Agj = (I + λf tg1)gj (j = 2, 3,・・・n)
=gj ({g1・・・gn}は正規直交系なので)

4.1.2 （２）

行列式は固有値の積なので

detA = 1 + λtg1f



4.1.3 （３）

A−1 が存在するには、detA 6= 0、すなわち 1 + λtg1f 6= 0であればよい。
A−1 = I + µf tg1 とおくと、

AA−1 = (I + λf tg1)(I + µf tg1)
=I + (µ + λ)f tg1 + µλf tg1f

tg1

=I + (µ + λ)f tg1 + (µλtg1f)f tg1

=I + (µ + λ + µλtg1f)f tg1

A・A−1 = I なので µ + λ + µλtg1f = 0
よって µ = −λ

1+λtg1f

以上より A−1 = I − λ
1+λtg1f f tg1

4.2 ４番の総評

ジョルダン標準形を知らなくても（１）でＡの固有ベクトルさえ求められれば、（２）（３）を解くことができる。ただ、

（３）はなかなか難しい。難易度は５段階で４。

5 ５番

５番¶ ³

X,Y は次のような確率変数とする。X は平均 µ(µ > 0)、分散 σ2 を持ち、Y はＸ＝ｘが与えられたという条件の下

で、平均 x
2、分散 x2τ2 を持つとする。次の問に答えよ。

(1)Yの平均と分散を求めよ。

(2)R=X-Yとするとき、Rと Y の相関係数 ρを求めよ。

(3)(2)で求めた相関係数 ρに対して

limσ→0 ρ および limτ→0 ρ

を求めよ
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

X, Y を連続型の確率変数として示す。

f(x, y)を同時密度関数とし、f1(x|y) =
∫∞
−∞ f(x, y)dy, f2(y) =

∫∞
−∞ f(x, y)dx

f1(x|y) = f(x,y)
f2(y)

f2(y|x) = f(x,y)
f1(x) とおくと条件より

E[X] =
∫∞
−∞ xf1(x)dx =

∫∞
−∞

∫∞
−∞ xf(x, y)dxdy = µ-(a)

V [X] =
∫∞
−∞

∫∞
−∞(x− µ)2f1(x)dx =

∫∞
−∞

∫∞
−∞(x− µ)2f(x, y)dxdy = σ2-(b)

E[Y |X = x] =
∫∞
−∞ y f(x,y)

f1(x) dy = x
2 -(c)

V [Y |X = x] =
∫∞
−∞(y − x

2 )2 f(x,y)
f1(x) dy = x2τ2 − (d)

(c)より
∫∞
−∞

∫∞
−∞ yf(x, y)dxdy =

∫∞
−∞

x
2 f1(x)dx = µ

2 ((c)より)
よって E[Y ] = µ

2



(d)より
∫∞
−∞

∫∞
−∞(y2 − xy + x2

4 )f(x, y)dxdy = τ2
∫∞
−∞ x2f1(x)dx

⇔ ∫∞
−∞

∫∞
−∞ y2f(x, y)dxdy = τ2(σ2 + µ2)− 1

4 (σ2 + µ2) +
∫∞
−∞

∫∞
−∞ xyf(x, y)dxdy

ここで
∫∞
−∞

∫∞
−∞　 xyf(x, y)dxdy =

∫∞
−∞ xf1(x)dx

∫∞
−∞ yf2(y|x)dy

=
∫∞
−∞

x2

2 f1(x)dx

=1
2 (σ2 + µ2)-(e)

よって
∫∞
−∞

∫∞
−∞ y2f(x, y)dxdy = (τ2 − 1

4 )(σ2 + µ2) + 1
2 (σ2 + µ2) = (τ2 + 1

4 )(σ2 + µ2)
以上より V [Y ] = E[Y 2]− E[Y ]2 = τ2(σ2 + µ2) + 1

4σ2

5.1.2 （２）

Cov(R, Y ) = Cov(X − Y, Y ) = Cov(X,Y )− V (Y )
ここで Cov(X, Y ) =

∫∞
−∞ xyf(x, y)dxdy − E[X]E[Y ]

=1
2 (σ2 + µ2)− µ・µ

2

=1
2σ2

よって Cov(R, Y ) = 1
2σ2 − τ2(σ2 + µ2)− 1

4σ2

=1
4σ2 − τ2(σ2 + µ2)
また V [R] = V [X − Y ] = V [X] + V [Y ]− 2Cov(X,Y )
=1

4σ2 + τ2(σ2 + µ2)

よって ρ = Cov(R,Y )√
V [R]

√
V [Y ]

=
1
4 σ2−τ2(σ2+µ2)
1
4 σ2+τ2(σ2+µ2)

5.1.3 （３）

limσ→0 ρ = −τ2µ2

τ2µ2 = −1, limτ→0 ρ =
1
4 σ2

1
4 σ2 = 1

5.2 ５番の総評

比較的やりやすい問題。統計ができる人は絶対に選択すべき。難易度は５段階で３。



6 ６番

６番¶ ³

２次元確率ベクトル Y=

(
Y1

Y2

)
が二次元正規分布に従う時、その確率密度関数は

f(y) = (2π)−1[det(V )]−
1
2 exp[− (y−µ)T V −1(y−µ)

2 ], y =

(
y1

y2

)

で与えられる。ここに µ =

(
µ1

µ2

)
はＹの平均ベクトル、および、V=

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)
はＹの分散共分散行列であり、

det(V )はその行列式である。またＴはベクトルまたは行列の転置を表す。次の問に答えよ。
(1)いま、Q = (y − µ)T V −1(y − µ)が
Q = 4y2

1 + 7y2
2 + 4y1y2 − 16y1 − 8y2 + 16

であるとき、µと V を求めよ。さらにそれを用いて f(y) を書き下せ。

(2)Y1と Y2 の相関係数を求めよ。
µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

Q =
(
y1 − µ1 y2 − µ2

) (
4 a

a 7

) (
y1 − µ1

y2 − µ2

)
とおくと

Q = 4y2
1 + 7y2

2 + y1(−8µ1 − 2aµ2) + y2(−2aµ1 − 14µ2) + 2ay1y2 + 4µ2
1 + 2aµ1µ2 + 7µ2

2

よって 



−8µ1 − 2aµ2 = −16
−2aµ1 − 14µ2 = −8
2a = 4
4µ2

1 + 2aµ1µ2 + 7µ2
2 = 16

これより





µ1 = 2
µ2 = 0
a = 2

よって Q =
(
y1 − 2 y2

) (
4 2
2 7

) (
y1 − 2

y2

)
とおける。以上より µ =

(
2
0

)

また

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)−1

=

(
4 2
2 7

)
より

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)
= 1

24

(
7 −2
−2 4

)

このとき detV = 1
24

以上より f(y) = 1
2π

1√
1
24

exp(−(4y2
1 + 7y2

2 + 4y1y2 − 16y1 − 8y2 + 16))

=
√

3
π exp(−(4y2

1 + 7y2
2 + 4y1y2 − 16y1 − 8y2 + 16))



6.1.2 （２）

ρY1,Y2 = σ12
σ1σ2

= −1√
7

6.2 ６番の総評

統計ができる人にとっては十分取り組める問題。難易度は５段階で３。

7 ７番

７番¶ ³

確率変数 X とＹは互いに独立で、それぞれ正規分布 N(µ, σ2
1)、N(0, σ2

2)に従うとする。また Z = X + Y とする。

次の問に答えよ。

(1)Z=zが与えられている時の X の条件付き密度関数 p(x|z)を求めよ。
(2)Zが与えられているときのＸの条件付き期待値 E(X|Z)を求めよ。
(3)f(z) = (Z − µ)2, g(Z) = {E(X|Z)− µ}2 とするとき、f(Z) と g(Z)の期待値の比
E[g(Z)]
E[f(Z)]

はＸとＹの分散の比にのみ依存することを示せ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）
{

Z = X + Y

W = X

とおくと {
Y = Z −W

X = W

よって J=

∣∣∣∣∣
∂X
∂W

∂X
∂Z

∂Y
∂W

∂Y
∂Z

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

1 0
−1 1

∣∣∣∣∣ = 1

よってWと Zの同時確率密度関数は

fW,Z(w, z) = 1・fX(x)fY (z − w) = 1√
2πσ2

1

exp(− (w−µ)2

2σ2
1

) 1√
2πσ2

2

exp(− (z−w)2

2σ2
2

)

ここで Z=X+Y で、X、Y はそれぞれ N(µ, σ2
1),N(0, σ2

2)に従って、X,Y は共に独立なので Zは N(µ, σ2
1 + σ2

2)に従う。
よって Zの確率密度関数は

fZ(z) = 1√
2π(σ2

1+σ2
2)

exp(− (z−µ)2

2σ2
1+σ2

2
)

よって p(x|z) = fX,Z(x,z)
fZ(z)

=

1√
2πσ2

1

exp(− (x−µ)2

2σ2
1

) 1√
2πσ2

2

exp(− (z−x)2

2σ2
2

)

1√
2π(σ2

1
+σ2

2
)
exp(− (z−µ)2

2σ2
1
+σ2

2
)

= 1√
2π

σ2
1

σ2
2

σ2
1
+σ2

2

exp(− 1
2

{x−µσ2
2+zσ2

1
σ2
1
+σ2

2
}2

σ2
1

σ2
2

σ2
1
+σ2

2

)



7.1.2 （２）

(1)より p(x|z)は平均が zσ2
1+µσ2

2
σ2
1+σ2

2
の正規分布である。

よって E(X|Z) = zσ2
1+µσ2

2
σ2
1+σ2

2

7.1.3 （３）

E[Z] = µ,E[Z2] = V [Z] + E[Z2] = σ2
1 + σ2

2 + µ2

よって E[g(Z)] = E[( zσ2
1+µσ2

2
σ2
1+σ2

2
− µ)2] = σ4

1
σ2
1+σ2

2

E[f(Z)] = E[(Z − µ)2] = V [Z] = σ2
1 + σ2

2

よって E[g(Z)]
E[f(Z)] = σ4

1
(σ2

1+σ2
2)2

= σ4
1

σ4
1(1+

σ2
2

σ2
1
)2

= 1

(1+
σ2
2

σ2
1
)2

よって σ2
1

σ2
2
の比にのみ依存する。

7.2 ７番の総評

計算量が半端ない。この解答ではその尋常ではない計算過程を省略した。難易度は５段階で４か 4.5くらい。

8 ８番

８番¶ ³

µ ´

8.1 解答

9 ９番

９番¶ ³

さいころを n回投げるとき、「同じ目が３回以上続くことはない」という事象の確率を求めよ。
µ ´

9.1 解答

さいころを１回または２回しか振らないときは絶対に同じ目が三回以上続くことはないのでその確率は１。

さいころを三回以上振ることを考える。

解答は (105+47
√

5)( 5+3
√

5
2 )n−3+(105−47

√
5)( 5+3

√
5

2 )n−3

6n



9.2 ９番の総評

私はこの問題を解くのに８時間かかった。（ちなみに Y.N君は４５分で解いたらしいが・・）もっと丁寧に解答を書きた

かったが、これで許して下さい。難易度は５段階で５。

10 全体的な総評

この年は１番以外はどれも非常に取り組みにくい。取り組みやすいのは１、５，６の３題。これは十分完答が狙える。こ

れ以外の問題は時間内に解ききるのは非常に難しいだろう。部分点がとりやすいのは、２。統計ができない人は半分取

るのも難しかったのではないだろうか？？
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