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1 １番

1.1 解答

1.1.1 （１）

x = r cos θ, y = r sin θなので

r =
√

x2 + y2, θ = tan−1( y
x )

よって ∂r
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1
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1.1.2 （２）
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1.2 １番の総評

３年連続でチェインルールの問題である。前２年をやっていれば十分できるはず。（２）は新傾向だが。難易度は５段階

で３。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

t=2に対して
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2.1.2 （２）

5x2 + 5y2 + 5z2 + 2
√

6xz + 2
√

3yz = 8を行列形式で書くと
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よって 2x′2 + 5y′2 + 8z′2 = 8
⇔ x′2

4 + 5
8y′2 + z′2 = 1

この平面を S′ とおく。x′y′z′ 平面において、l′ =t (1 0 0)であるとき、l′ が S’を切り取る線分の長さは最大になり、そ

の長さは４．

よって xyz平面においては
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以上より l の方向ベクトルは t( 1√
3

1√
6
− 1√

2
)であり、これが切り取る線分の長さは４。

2.2 ２番の総評

似たような問題はどこかでやったことがあるはず。難易度は５段階で 2.5くらい。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

dy
dx + ay = f(x)より

y = e−
∫

adx{∫ x

0
e
∫

adtf(t)dt + C}(Cは定数)

=e−ax{∫ x

0
eatf(t)dt + C}

y(0) = C = bより

y = e−ax{∫ x

0
eatf(t)dt + b}



ここで limx→∞ be−ax = 0

limx→∞ e−ax
∫ x

0
eatf(t)dt = limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt

eax

limx→∞
∫ x

0
eatf(t)dt = +∞の時、ロピタルの定理より

limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt

eax = limx→∞
eaxf(x)

aeax = limx→∞
f(x)

a = 0(x > M で f(x) = 0より)
limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt < +∞の時、

limx→∞

∫ x

0
eatf(t)dt

eax = 0
以上より limx→∞ y(x) = 0

3.1.2 （２）
∫∞
0
| f(x) | dx < +∞⇒ limn→∞

∫ n+1

n
| f(x) | dx = 0

すなわち ∀ε, ∃N0n ≤ N0 ⇒
∫ n+1

n
| f(x) | dx < εが言える。

ここで y(x) =
∫ x

0
eatf(t)dt+b

eax より

| y(x) |≤
∫ x

0
eat|f(t)|dt

eax + |b|
eax ≤

∫ [x]+1

0
eat|f(t)|dt

eax + |b|
eax ≤

∑[x]+1

k=1

∫ k

k−1
eat|f(t)|dt

ea[x] + |b|
eax

ここで
∫ k

k−1
eat | f(t) | dt ≤ eak

∫ k

k−1
| f(t) | dtより

| y(x) |≤
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k=1
eak
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k−1
|f(t)|dt
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eax ≤
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|f(t)|dt

ea[x] +
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k=N0
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∫ k

k−1
|f(t)|dt

ea[x] + |b|
eax

<
ε
∑[x]+1

k=N0
eak

ea[x] + A
ea[x] + B

ea[x] (A =
∑[x]+1

k=N0
eak

∫ k

k−1
| f(t) | dt,B =| b |とおいた）

= ε
ea([x]+1)−eaN0

ea−1

ea[x] + A
ea[x] + B

ea[x]

= ε ea([x]+1)

ea[x](ea−1)
− εeaN0

ea[x](ea−1)
+ A

ea[x] + B
ea[x]

よって limx→∞ | y(x) |< limx→∞{ εea

ea−1 − εeaN0

ea[x](ea−1)
+ A

ea[x] + B
ea[x] } = εea

ea−1

これが任意の εについて成立するので、limx→∞ | y(x) |= 0が成立する。
以上より

∫∞
0
| f(x) | dx < ∞が成り立つ時、limx→∞ y(x) = 0が成立する。

3.2 ３番の総評

(2)は結構難しい。難易度は５段階で 3.5くらい。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

真数条件より

x > 0, y > 0, 1− x− y > 0が成立するので x > 0, y > 0, x + y < 1

また

∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x
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∣∣∣∣∣
1−y

x(1−x−y)
1

1−x−y
1

1−x−y
1−x

y(1−x−y)

∣∣∣∣∣ = 1
xy(1−x−y)

よって I(α, β) =
∫

x>0,y>0,x+y<1
(1+ 1

x (1−x−y)+ y
x )−α−2(1+1−x−y

y +x
y )−β−2( 1−x−y

x
1−x−y

y + 1−x−y
y + 1−x−y

x ) 1
xy(1−x−y)dxdy

=
∫

x>0,y>0,x+y<1
( 1

x )−α−2( 1
y )−β−2( (1−x−y)2

xy + (1− x− y)x+y
xy ) 1

xy(1−x−y)dxdy

=
∫

x>0,y>0,x+y<1
( 1

x )−α−2( 1
y )−β−2 1

x2y2 dxdy



=
∫

x>0,y>0,x+y<1
xαyβdxdy =

∫ 1

0
{∫ 1−x

0
yβdy}xαdx

= 1
β+1

∫ 1

0
[yβ+1]10x

αdx

= 1
β+1

∫ 1

0
(1− x)β+1xαdx

= 1
β+1B(α + 1, β + 2)

= 1
β+1

Γ(α+1)Γ(β+2)
Γ(α+β+3)

=Γ(α+1)Γ(β+1)
Γ(α+β+3)

よって α + 1, β + 1 > 0なので α > −1, β > −1

4.1.2 （２）

I(1, 1) = Γ(2)Γ(2)
Γ(5) = 1

24

4.2 （３）

微積分の問題だが、統計の知識（ベータ関数やガンマ関数）が要求される。難易度は５段階で 3.5。

5 ５番

５番¶ ³

確率変数Ｘが二項分布 BN (n, p) に従うものとする。Xn = X
n とするとき、次の問いに答えよ。ただし、n ≥ 3

、0 < p < 1とする。
(1)E(Xn − p)3 を nと pだけで簡潔に表せ。

(2)0 < p < 1に対して E[(Xn − p)3]の取りうる範囲を求めよ。
µ ´

5.1 解答

5.1.1 （１）

X の積率母関数はM(θ) =
∑n

x=0 eθx
nCxpx(1− p)n−x

=
∑n

x=0 nCx(peθ)x(1− p)n−x

=(peθ + (1− p))n

よってM ′(θ) = n(peθ + (1− p))n−1peθ

M”(θ) = n(n− 1)(peθ + (1− p))n−2p2e2θ + n(peθ + (1− p))n−1peθ

M (3)(θ) = n(n−1)(n−2)(peθ +(1−p))n−3p3e3θ +2n(n−1)(peθ +(1−p))n−2p2e2θ +n(n−1)(peθ +(1−p))n−2p2e2θ +
n(peθ + (1− p))n−1peθ

よって E[X] = M ′(0) = np

E[X2] = M”(0) = n(n− 1)p2 + np

E[X3] = M (3)(0) = n(n− 1)(n− 2)p3 + 2n(n− 1)p2 + n(n− 1)p2 + np

以上より E[(Xn − p)3] = E[X3

n3 − 3X2

n2 p + 3X
n p2 − p3]

= 1
n2 (2p3 − 3p2 + p)



5.1.2 （２）

f(p) = 1
n2 (2p3 − 3p2 + p)とおくと、

f ′(p) = 1
n2 (6p2 − 6p + 1)

f ′(p) = 0とおくと p = 3±√3
6

よって f(p)の増減表は次のようになる。

λ 0 ・・・ 3−√3
6 ・・・ 3+

√
3

6 ・・・ 1

ψ′(λ) + 0 - 0 +

ψ(λ) 0 ↗
√

3
18n2 ↘ −√3

18n2 ↗ 0

表 1:

よって −√3
18n2 ≤ E[(Xn − p)3] ≤

√
3

18n2

5.2 ５番の総評

計算がやや複雑だが統計ができる人は十分取り組める問題。難易度は５段階で 2.5くらい。

6 ６番

6番¶ ³

確率変数 X と Y は、それぞれ共に平均０、分散 σ2 を持ち、X と Y の相関係数 Corr(X,Y ) = ρを 0 < ρ < 1と仮
定する。X,Y に次のように２×２行列を作用させて、新しい確率変数 U,Vを(

U

V

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

と定義する。

(1)corr(U, V )を θ, ρを用いて表せ。また固定された ρに対して、θを動かしたときの Corr(U, V )の最大値と最小値
を求めよ。

(2)θを 0 ≤ θ ≤ πの範囲で動かしたときに、Corr(U, V ) = 0を与える θを全て求めよ。

(3)θが（２）で求めた１つの値のとき、その θに対応する（U,V）が２次元正規分布に従うと仮定する。このとき、

(X,Y )の同時密度関数 f(x,y)を求めよ。
µ ´

6.1 解答

6.1.1 （１）

U = X cos θ + Y sin θ, V = −X sin θ + Y cos θ

よって E[U ] = 0, E[V ] = 0 (E[X] = E[Y ] = 0なので)
また Cov(X,Y ) = Corr(X, Y )

√
V [X]

√
V [Y ] = ρσ2ー (A) (V [X] = V [Y ] = σ2なので)

よって V [U ] = cos2 θV [X] + sin2 θV [Y ] + 2 sin θ cos θCov(X, Y )
=σ2 + 2ρσ2 sin θ cos θ



V [V ] = σ2 − 2ρσ2 sin θ cos θ

Cov(U, V ) = E[UV ]− E[U ]E[V ]
=E[UV ]
=E[XY ](cos2 θ − sin2 θ)
=ρσ2(cos2 θ − sin2 θ) (A より)

よって Corr(U, V ) = Cov(U,V )√
V [U ]

√
V [V ]

= ρ cos 2θ√
1−ρ2 sin2 2θ

ここで cos 2θ = t(−1 ≤ t ≤ 1)とおいて」
Corr(U, V ) = ρt√

1−ρ2(1−t2)
= f(t)とおく

このとき f ′(t) = ρ(1−ρ2)

(1−ρ2+ρ2t2)
√

1−ρ2+ρ2t2
> 0

よって f(t) は単調増加関数である。以上より

f(t)の最小値は t=-1の時 f(-1)=−ρ

最大値は t=1の時 f(1)=ρ

6.1.2 （２）

Corr(U, V ) = 0より cos 2θ = 0
0 ≤ θ ≤ πなので θ = π

4 , 3π
4

6.1.3 （３）

Corr(U, V ) = 0で (U,V)が二次元正規分布に従うので (U,V)は独立。

V [U ] = σ2(1 + 2ρ sin θ cos θ), V [V ] = σ2(1− 2ρ sin θ cos θ)
よって θ = π

4 のとき V [U ] = σ2(1 + ρ) V [V ] = σ2(1− ρ)
この時 fUV (u, v) = 1

2πσ2
√

1−ρ2
exp(− u2

2σ2(1+ρ) − v2

2σ2(1−ρ) )

ここで U = cos θX + sin θY

V = − sin θX + cos θY なので

J =

∣∣∣∣∣
∂U
∂X

∂U
∂Y

∂V
∂X

∂V
∂Y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 1

よって fXY (x, y) =| J | fUV (cos θx + sin θy,− sin θx + cos θy)
θ = π

4 なので

fXY (x, y) = 1

2πσ2
√

1−ρ2
exp(− 1

2σ2

1
2 (x+y)2(1−ρ)+ 1

2 (−x+y)2(1+ρ)

1−ρ2 )

= 1

2πσ2
√

1−ρ2
exp(− 1

2σ2
x2+y2−2ρxy

1−ρ2 )

6.2 ６番の総評

あまり易しくはない。難易度は５段階で 3.5くらい。



7 ７番

７番¶ ³

X は正値だけをとる確率変数とする。Y = loge X とするとき、Y が平均 0、分散 1の正規分布に従うとする。

(1)Xの確率密度関数を求めよ。

(2)Xの１次、２次、３次のモーメント（積率）を求めよ。

(3)Xの分布の歪度を求め、Y の歪度と比較せよ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）

X の分布関数を F(x)とおき、確率密度関数を f(x) とおく。この時、

P (Y ≤ x) =
∫ x

−∞
1√
2π

e−
t2
2 dt = P (loge X ≤ x) = P (X ≤ ex) = F (ex)

よって f(x) = dF (ex)
dx = exf(ex) = 1√

2π
e−

x2
2

ex = tとおくと、

f(t) = 1√
2π

e−
(log t)2

2 −log t = 1√
2πt

e−
(log t)2

2

7.1.2 （２）

E[Xr] = E[erY ]
平均 µ、分散 σ2 の正規分布の積率母関数は eµr+ σ2

2 r2

Y はN(0, 1)に従うので E[Xr] = E[erY ] = e
1
2 r2

よって E[X] = e0 = 1
E[X2] = e2

E[X3] = e
9
2

7.1.3 （３）

M2 = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2 = e2 − 1
M3 = E[X3]− 3E[X]E[X2] + 3E[X]2E[X]− E[X]3

=e
9
2 − 3e2 + 3− 1 = e

9
2 − 3e2 + 2

よって歪度は M3

(M2)
3
2

= e
9
2−3e2+2

2
√

(e2−1)3

7.2 ７番の総評

この手の問題は過去にも出題例があるので、統計ができる人は十分に取り組めるだろう。難易度は５段階で 2.5くらい。

8 全体的な総評

必答の２問は去年に続き標準的な微積分と線形代数の問題。（１の (2)は少し難しいが。）選択は、統計ができる人は５と

７をやれば良いだろう。３，４はあまり易しくないのでこの年も統計ができない人にとっては苦しい年だっただろう。
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