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1 １番

１番¶ ³

a > 0の時、
∫∞
−∞

sin ax
x(x2+1)dxの値を複素積分を用いて求めよ。

µ ´

1.1 解答

f(z) = eiaz

z(z2+1) とおくと、f(z)の上半平面における特異点は z = iで１位の極である。

C1 = [−R,−r], C2 = {| z |= r}, C3 = [r,R], C4 = {| z |= R}(r < R)とおいて積分路を C = C1 + C2 + C3 + C4とおく。

この時
∫

C
f(z)dz = 2πiResz=if(z) = 2πi・limz→i

eiaz

z(z+i) = −πie−a

ここで deg{z(z2 + 1)} ≥ deg{1}+ 1よりジョルダンの補題から limR→∞ | ∫
C4

f(z)dz |= 0
また

∫
C1+C3

f(z)dz =
∫ −r

−R
eiaz

z(z2+1)dz +
∫ R

r
eiaz

z(z2+1)dz

t = −zとおくと、
∫ −r

−R
eiaz

z(z2+1)dz =
∫ r

R
e−iat

−t(t2+1) (−dt) = − ∫ R

r
e−iat

t(t2+1)dt
∫

C1+C3
f(z)dz =

∫ R

r
eiaz

z(z2+1)dz − ∫ R

r
e−iaz

z(z2+1)dz =
∫ R

r
2i sin az
z(z2+1)dz

また eiaz

z(z2+1) = eiaz

z − z
z2+1eiaz = 1

z (1 + iaz + (iaz)2

2! +・・・)− z
z2+1eiaz

=1
z + (ia + (ia)2z

2! +・・・)− z
z2+1eiaz = 1

z + p(z)とおく。∫
C2

1
z dz =

∫ 0

π
1

reiθ ireiθdθ = −πi

p(z)は C2 において正則なので | p(z) |≤ M とできる。

よって | ∫
C2

p(z)dz |≤ Mπr → 0(r → 0)
以上より limr→0

∫
C2

f(z)dz = −πi

よって limR→∞,r→0

∫
C

f(z)dz = limR→∞,r→0(
∫

C1
f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz +
∫

C3
f(z)dz +

∫
C4

f(z)dz)
=
∫∞
0

2i sin az
z(z2+1)dz − πi + 0 = −πie−a

よって
∫∞
0

2i sin az
z(z2+1)dz = πi(1− e−a)なので

∫∞
0

sin az
z(z2+1)dz = π

2 (1− e−a)
sin az

z(z2+1) は偶関数なので
∫∞
−∞

sin ax
x(x2+1)dx = π(1− e−a)

1.2 １番の総評

実軸上に極がある複素積分で、あまり取り組みやすいとは言えない。類題をやったことがあれば何とかなるだろうが。難

易度は５段階で 3.5。

2 ２番

２番¶ ³

(1)θ ∈ (−π
2 , 0) ∪ (0, π

2 )に対して
cos θ = exp(− 1

2θ2 + a(θ)θ2)
を満たすように a(θ)を定めるとき、limθ→0 a(θ) = 0を示せ。
(2)limn→∞

√
n

∫ π
2
−π

2
(cos θ)ndθ =

√
2π

を示せ。ただし、
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√

πを用いても良い。
µ ´



2.1 解答

2.1.1 （１）

cos θ = exp(− 1
2θ2 + a(θ)θ2)より

log cos θ = − 1
2θ2 + a(θ)θ2

よって a(θ) = 1
2 + log cos θ

θ2

ここで limθ→0 θ2 = 0, limθ→0 log cos θ = 0なのでロピタルの定理より
limθ→0

log cos θ
θ2 = limθ→0

− tan θ
2θ = limθ→0

−1
2 cos2 θ = − 1

2

2.1.2 （２）（不完全答案）

θ = t√
n
とおくと、dθ

dt = 1√
n

また θ : −π
2 → π

2 のとき t : −π
2

√
n → π

2

√
n

このとき limn→∞
√

n
∫ π

2
−π

2
(cos θ)ndθ = limn→∞

∫ π
2
√

n

−π
2
√

n
e
− t2

2 +a( t√
n

)t2
dt

ここで（１）より limn→∞ a( t√
n
) = 0なので

limn→∞
∫ π

2
√

n

−π
2
√

n
e
− t2

2 +a( t√
n

)t2
dt =

∫∞
−∞ e−

t2
2 dt(この部分に問題がある。勝手に極限と積分とを入れ替えている)

=
√

2π

2.2 ２番の総評

そんなに難しくはないが、（２）がちょっと不完全なままで終わってしまった・・これでも８割くらいの点数はあると思う

が・・難易度は５段階で３。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

3.1.2 （２）

3.2 ３番の総評



4 ４番

４番¶ ³

w(x)を [0,1]上の正値連続関数とし、自然数 nに対して Vn を n次以下の xの実数係数多項式全体のなすベクトル

空間とする。Vn 上の内積を

(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)w(x)dxf, g ∈ Vn

で定める。

(1)Vn の正規直交基底 P0, P1,・・・pn で、各 Pk(k = 0, 1,・・・, n)の次数が kであるものが存在することを示せ。

(2)各 kに対し、(Pk, dPk

dx ) = 0となることを示せ。
µ ´

4.1 解答

4.1.1 （１）

cmxm + cnxn = xm(cm + cnxn−m) = 0が ∀x ∈ Rで成り立つのは cm = cn = 0の時のみ
よって xmと xn は一次独立である。

これより Qk = ck0 + ck1x + ck2x
2 +・・・+ ckkxk(ckk 6= 0)とおくと (Q0,・・・Qk)は一次独立である。

ここでグラムシュミットの正規直交化法により

Pk =
Qk−

∑k−1

i=0
(Qk,Pi)Pi

||Qk−
∑k−1

i=0
(Qk,Pi)Pi||

とおくと、Vn の正規直交基底 P0,・・・Pn で各 Pk(k = 0, 1,・・・, n)の次数が kであるものが存在する。

4.1.2 （２）

(Pk, dPk

dx ) = (Pk,
∑k−1

i=0 biPi) =
∑k−1

i=0 bi(Pk, Pi) = 0

4.2 ４番の総評

解答は短いがあまり易しい問題とは言えない。難易度は５段階で 3.5。



5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

z =




z1

z2

・

・

・

zn+1




= A




x1

x2

・

・

・

xn+1




とおく。x ∈ Vi の時 x1 = x2 =・・・= xi = ya, xi+1 = xi+2 =・・・= xn+1 = yb とおくと、

zj =





∑i−1
k=1 akya +

∑n
k=i akyb (i ≤ j)

∑i
k=1 akya +

∑n
k=i+1 akyb (i > j)

5.1.2 （２）

vn+1 として




1
1
・

・

1



とおくと Avn+1 =




∑n
i=1 ai∑n
i=1 ai

・

・∑n
i=1 ai




=
∑n

i=1 ai




1
1
・

・

1




よって vn+1 に対応する固有ベクトルは λn+1 =
∑n

i=1 ai

ここで vi ∈ Vi として

vi =




1
・

1
bi

・

bi




とおく。この時 Avi = λivi より



∑i−1
k=1 ak + bi

∑n
k=i ak = λiー（A）

∑i
k=1 ak + bi

∑n
k=i+1 ak = biλiー（B）

このとき（B）ー（A）より ai − biai = λi(bi − 1) ⇔ ai(1− bi) = (bi − 1)λi

よって λi = −ai(i = 1, 2,・・・, n)
これを（A）に代入して

∑i−1
k=1 ak + bi

∑n
k=i ak = −ai

これより bi = −
∑i

k=1
ak∑n

k=i
ak

(i = 1, 2,・・・, n)

以上より求める固有値と固有ベクトルは



λi = −ai に対して vi =




1
・

1

−
∑i

k=1
ak∑n

k=i
ak

・

−
∑i

k=1
ak∑n

k=i
ak




(i = 1, 2,・・・, n)

λn+1 =
∑n

i=1 aiに対して




1
1
・

・

1




5.2 ５番の総評

(1)は難しくないが、（２）は相当難しい。勘が必要である。難易度は５段階で 4.5。

6 ６番

６番¶ ³

区間 (0, 1)上の一様分布に従う独立な確率変数列 U1, U2・・・Un に対し、それらの積を用いて次のように確率変数列

{Vn}を作る。
Vn = Πn

i=1Ui(i = 1, 2, 3,・・・)
便宜上、V0 = 1としておく。このとき、正定数 aに対して Vn > e−aを満たす最大の nを Nと表す。Nはどのよう

な分布に従うか。理由をつけて述べよ。
µ ´

6.1 解答

P (N = n) = P ({Vn > e−a} ∩ {Vn+1 < e−a}) = P (Vn > e−a)− P (Vn+1 > e−a)
= P (U1U2・・・Un > e−a)− P (U1U2・・・UnUn+1 > e−a)

=P (
∑n

i=1− log Ui < a)− P (
∑n+1

i=1 − log Ui < a)
これより Yn =

∑n
i=1− log Ui の分布を求める。

Xi = − log Ui(i = 1, 2,・・・n)とおくとき
fX1X2・・・Xn

(x1, x2,・・・xn) = fU1U2・・・Un
(u1, u2,・・・un) | J |

ここで J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−e−X1 0 ・・・ ・・・ ・・・ 0
0 −e−X2 ・・・ ・・・ ・・・ 0
・ ・ −e−X3 ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・ ・・・ ・・・・

0 0 ・・・ ・・・ ・・・ −e−Xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)ne−
∑n

i=1
Xi

以上より fX1X2・・・Xn
(x1, x2,・・・xn) = e−

∑n

i=1
Xi(0 < xi < ∞)



また Yj =
∑j

i=1 Xi(j = 1, 2,・・・n)よりXj = Yj − Yj−1

このとき fY1・・・Yn
(y1・・・yn) =| J | fX1X2・・・Xn

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 ・・・ ・・・ ・・・ 0
−1 1 ・・・ ・・・ ・・・ 0
・ −1 1 ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

・ ・ ・・・ ・・ ・・・ ・・・・

0 0 ・・・ ・・・ ・・・ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

fY1・・・Yn
(y1・・・yn) = e−yn(0 < y1 < y2 <・・・< yn < ∞)

よって fY2・・・Yn
(y2・・・yn) =

∫ y2

0
fY1・・・Yn

(y1・・・yn)dy1 = y2e
−yn(0 < y2 <・・・< yn < ∞)

fY3・・・Yn
(y2・・・yn) =

∫ y3

0
fY1・・・Yn

(y1・・・yn)dy1 = y2
3

2! e
−yn(0 < y3 <・・・< yn < ∞)

これを繰り返すことによって fYn
(yn) = yn−1

n

(n−1)!e
−yn

以上より求めたい確率は∫ a

0
fYn(yn)dyn −

∫ a

0
fYn+1(yn+1)dyn+1 =

∫ a

0
yn−1

n

(n−1)!e
−yndyn −

∫ a

0

yn
n+1
(n)! e−yn+1dyn+1

=
∫ a

0
yn−1

n

(n−1)!e
−yndyn − {[− zn

n! e
−z]a0 +

∫ a

0
n
n!z

n−1e−zdz}
=an

n! e
−a

以上より Nは母数 aのポアソン分布に従う。

6.2 ６番の総評

かなり骨があり、難しい問題。難易度は５段階で 4.5。

7 ７番

７番¶ ³

確率変数 X1, X2, X3 はそれぞれ平均０、分散 σ2 を持ち、２変数間の相関係数がいずれも ρ(ρ > 0)であるとする。
確率変数 Y = a1X1 + a2X2 + a3X3を考える。ただし、a1, a2, a3は実数で、a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1を満たしながら動く
とする。

(1)Yの分散を a1, a2, a3, σ
2, ρで表せ。

(2)Yの分散が最大となるような a1, a2, a3 の値を求めよ。

(3)Yの分散が最小となるのは a1 + a2 + a3 = 0のときであることを示せ。
µ ´

7.1 解答

7.1.1 （１）

V [Y ] = V [a1X1 + a2X2 + a3X3] = (a2
1 + a2

2 + a2
3)σ

2 + 2(a1a2 + a2a3 + a1a3)ρσ2

=σ2 + 2(a1a2 + a2a3 + a1a3)ρσ2



7.1.2 （２）

a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1という条件の下で、a1a2 + a2a3 + a1a3を最大にすればよい。

f(a1, a2, a3) = a2
1 + a2

2 + a2
3 − 1

g(a1, a2, a3) = a1a2 + a2a3 + a1a3

F (a1, a2, a3, λ) = g + λf

とおいてラグランジュの未定乗数法を使うと

(a2 + a3) + 2λa1 = 0
(a1 + a3) + 2λa2 = 0
(a2 + a1) + 2λa3 = 0
a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1

これより λ = −1,a1 + a2 + a3 = 0, a1 = a2 = a3 = ± 1√
3

a1 = a2 = a3 = ± 1√
3
の時 V [Y ] = σ2 + 2ρσ2

a1 + a2 + a3 = 0の時、(a1 + a2 + a3)2 = a2
1 + a2

2 + a2
3 + 2(a1a2 + a2a3 + a1a3) = 0

よって a1a2 + a2a3 + a1a3 = − 1
2

この時 V [Y ] = σ2 − ρσ2

よって a1 = a2 = a3 = ± 1√
3
の時 V [Y ]が最大

7.1.3 （３）

(2)より)Y の分散が最小となるのは a1 + a2 + a3 = 0のときである。

7.2 ７番の総評

１０問の中で１番易しい問題。ラグランジュの未定乗数法もいい加減使い慣れたでしょう。難易度は５段階で 1.5。

8 ８番

８番¶ ³

確率変数 X,Y の同時密度関数は

f(x, y) = cex−3y− < x ≤ y < ∞
であるとする。

(1)定数 cの値を求めよ

(2)X,Yの周辺密度関数 f1(x), f2(x)を求めよ。
(3)X=xを与えたときの Y の条件付き密度関数 f2(y|x)を求めよ。
(4)X,Yの平均、分散はそれぞれいくらか。X と Y の相関係数はいくらか。

µ ´

8.1 解答

8.1.1 （１）
∫∞
0

∫ y

0
f(x, y)dxdy = 1より

c
∫∞
0
{∫ y

0
ex−3ydx}dy = 1



これを解いて c=6

8.1.2 （２）

f1(x) =
∫∞

x
6ex−3ydy = 2e−2x

f2(y) =
∫ y

0
6ex−3ydx = 6e−3y(ey − 1)

8.1.3 （３）

f2(y|x) = f(x,y)
f1(x) = 3e3x−3y

8.1.4 （４）

E[X] = 1
2 , E[Y ] = 5

6

V [X] = 1
4 , V [Y ] = 13

36

Cov(X, Y ) = 1
4

ρ = Cov(X,Y )√
V [X]

√
V [Y ]

= 3√
13

8.2 ８番の総評

１０問の中では２番目に取り組みやすい問題。難易度は５段階で２。

9 ９番

９番¶ ³

X1・・・Xnを分散が有限な母集団から取られた無作為標本とし，θ̂をその標本分散とする．さらに，X1・・・XnからXi

を除いた n-1個の標本での標本分散を ˆθ(i) とおく．
ˆθ(・) = 1

n

∑n
i=1

ˆθ(i), θ̃ = nθ̂ − (n− 1)θ̂(・)

とおくとき，θ̃は標本不偏分散に等しいことを示せ．
µ ´

9.1 解答

X1・・・Xn からXi を除いた n-1個の標本の標本平均をX
(i)
n とするとき，

X
(i)
n = 1

n−1{
∑n

l=1 Xl −Xi} = 1
n−1 (nXn −Xi)(Xn はX1・・・Xn の標本平均)

このとき θ̂(i) = 1
n−1

∑n
k=1(Xk −X

(i)
n )2 − 1

n−1 (Xi −X
(i)
n )2

= 1
n−1{

∑n
k=1 X2

k − 2X
(i)
n

∑n
k=1 Xk + n(X(i)

n )2} − 1
n−1 (X2

i − 2XiX
(i)
n + (X(i)

n )2)

= 1
n−1

∑n
k=1 X2

k − 1
n−1X2

i + 2X(i)
n

n−1 (Xi − nXn) + (X(i)
n )2

よって θ̂(・) = 1
n

∑n
i=1

ˆθ(i)

= 1
n

∑n
i=1{ 1

n−1

∑n
k=1 X2

k − 1
n−1X2

i + 2X(i)
n (Xi−nXn)

n−1 + (X(i)
n )2}

= 1
n−1

∑n
k=1 X2

k − 1
n(n−1)

∑n
i=1 X2

i + 2
n(n−1)

∑n
i=1(Xi − nXn)X(i)

n + 1
n

∑n
i=1(X

(i)
n )2



ここで
∑n

i=1(Xi − nXn)X(i)
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − nXn)(nXn −Xi)

=−n3Xn
2

n−1 + 2n2Xn
2

n−1 − 1
n−1

∑n
i=1 Xi

また
∑n

i=1(X
(i)
n )2 = 1

(n−1)2

∑n
i=1(nXn −Xi)2

= n3Xn
2

(n−1)2 − 2n2Xn
2

(n−1)2 + 1
(n−1)2

∑n
i=1 X2

i

以上より θ̂(・) = 1
n

∑n
i=1 X2

i + 2
n(n−1){−n3Xn

2

n−1 + 2n2Xn
2

n−1 − 1
n−1

∑n
i=1 Xi}+ 1

n{ n3Xn
2

(n−1)2 − 2n2Xn
2

(n−1)2 + 1
(n−1)2

∑n
i=1 X2

i }
= 1

n

∑n
k=1 X2

k − n2Xn
2

(n−1)2 + 2nXn
2

(n−1)2 − 1
n(n−1)2

∑n
i=1 X2

i

よって (n− 1)θ̂(・) = n−1
n

∑n
k=1 X2

k − n2Xn
2

n−1 + 2nXn
2

n−1 − 1
n(n−1)

∑n
i=1 X2

i

また θ̂は標本分散なので nθ̂ =
∑n

i=1(Xi −Xn)2

よって θ̃ = nθ̂ − (n− 1)θ̂(・) =
∑n

i=1 X2
i − nXn

2 −∑n
k=1 X2

k + n2−2n
n−1 Xn

2
+ 1

n(n−1)

∑n
i=1 X2

i

= 1
n−1

∑n
i=1 X2

i − n
n−1Xn

2

また標本不偏分散は 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2 = 1

n−1

∑n
i=1 X2

i − n
n−1Xn

2

以上より θ̃は標本不偏分散に等しい。

9.2 ９番の総評

計算が非常に複雑。取り組みにくい。難易度は５段階で 3.5。

10 １０番

１０番¶ ³

wt, t ∈ Z は互いに独立で、それぞれ平均０分散１の正規分布に従うとする。Xt = wt + wt−1, Yt = wt − wt−1 と定

義するとき次の問に答えよ。ただし、Zは整数全体の集合とする。

(1)各 h ∈ Z に対して E[Xt+hXt]と E[Yt+hXt]を求め、これらが hのみに依存し、tには依存しないことを示せ。

(2)r(h) = E[Xt+hXt], s(h) = E[Yt+hXt]と表すとき
E[{Yt+h −Xt}2]
を最小にする aを r()と s()を用いて表せ。

µ ´

10.1 解答

10.1.1 （１）

E[Xt+hXt] = E[(wt+h + wt+h−1)(wt + wt−1)] = E[wt+hwt] + E[wt+hwt−1] + E[wt+h−1wt] + E[wt+h−1wt−1]
E[wiwj ] = E[wi]E[wj ] = 0(wiと wjは独立で平均は０なので)
よって h = 0の時 E[XtXt] = E[w2

t ] + E[w2
t−1] = 2

h = 1の時 E[Xt+1Xt] = E[w2
t ] = 1

h = −1の時 E[Xt−1Xt] = E[w2
t−1] = 1

その他の時は０

E[Yt+hXt] = E[(wt+h − wt+h−1)(wt + wt−1)] = E[wt+hwt] + E[wt+hwt−1]− E[wt+h−1wt]− E[wt+h−1wt−1]
h = 0の時 E[YtXt] = 0
h = 1の時 E[Yt+1Xt] = −1



h = −1の時 E[Yt−1Xt] = 1
以上より E[Xt+hXt], E[Yt+hXt]は hのみに依存し、tには依存しない。

10.1.2 （２）

E[{Yt+h − aXt}2] = E[Y 2
t+h]− 2aE[Yt+hXt] + E[a2X2

t ]
=2a2 − 2aE[Yt+hXt] + E[Y 2

t+h]
=2(a− E[Yt+hXt]

2 )2 − E[Yt+hXt]
2

2 + E[Y 2
t+h]

よって a = E[Yt+hXt]
2 = s(h)

2 の時 E[{Yt+h − aXt}2]は最小になる。

10.2 １０番の総評

結構簡単。難易度は５段階で２。
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