
平成１６年度　システム創成専攻　
数理科学分野２　解答

作成者 : J.H

所属/学年 : 基礎工学部情報科学科数理科学コース４年



1 １番

1.1 解答

eiθ = zとおくと、cos θ = 1
2 (z + 1

z )
また dz

dθ = iz

よって (与式)=
∫
|z|=1

1
(1+ a

2 (z+ 1
z ))3
・dz

iz = −i
∫
|z|=1

z2

(z+ a
2 (z2+1))3 dz

ここで f(z) = z2

(z+ a
2 (z2+1))3 とおくと、f(z)の特異点は z = −1±√1−a2

a

0 < a < 1より | z |= 1とその内部にあるのは z = −1±√1−a2

a で３位の極。

よって Res
z=−1±

√
1−a2

a

f(z) = a2

8(1−a2){3(a−2)
a−1 − 2(2a+3)√

1−a2 }
よって (与式)=2πi(−i)Res

z=
−1±

√
1−a2

a

f(z) = a2π
4(1−a2){3(a−2)

a−1 − 2(2a+3)√
1−a2 }

1.2 １番の総評

計算間違ってるかも・・基本的な複素積分の問題。

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

∂
∂t (1 + tu(x)) log(1 + tu(x)) = u(x)(1 + log(1 + tu(x))
∀t ∈ [0, 1]で∞ > m > 1 + tu(x) > inft,x(1 + tu(x)) = 0
M > log(1 + tu(x)) > a′ > −∞
これより −∞ < a ≤ (1 + tu(x)) log(1 + tu(x)) ≤ Mm < ∞
よって

∫ 1

0
(u(x)(1 + log(1 + tu(x)))dx < ∞

また (1 + tu(x)) log(1 + tu(x))は ∀t ∈ [0, 1]を固定した時、xの関数として可積分

(1 + tu(x)) log(1 + tu(x))は tについて C1 関数。

以上より微積分の順序交換可能定理から
∂
∂t

∫ 1

0
(1 + tu(x)) log(1 + tu(x))dx

=
∫ 1

0
∂
∂t (1 + tu(x)) log(1 + tu(x))dx

= 2
∫ 1

0
u(x) log(1 + tu(x))dx

よって F ′(t) = 2
∫ 1

0
u(x) log(1 + tu(x))dx− 2t{∫ 1

0
| u(x) | dx}2

同様にして F”(t) = 2
∫ 1

0
u2(x)

1+tu(x)dx− 2{∫ 1

0
| u(x) | dx}2

2.1.2 （２）

シュワルツの不等式より

(
∫ 1

0
| u(x) | dx)2 = (

∫ 1

0
|u(x)|√
1+tu(x)

√
1 + tu(x)dx)2 ≤ ∫ 1

0
u2(x)

1+tu(x)dx
∫ 1

0
(1 + tu(x))dx

条件より
∫ 1

0
(1 + tu(x))dx = 1なので

(
∫ 1

0
| u(x) | dx)2 ≤ ∫ 1

0
u2(x)

1+tu(x)dx

これより F”(t) ≥ 0が言えた。



また F ′(0) = 2
∫ 1

0
u(x)dx = 0なので F ′(t) ≥ 0。

よって F(t)は単調増加関数である。

2.2 ２番の総評

微積分の順序交換可能定理を使えないとだめなのでなかなか難しい。その説明はだいぶ省いた（書くのがだるかったか

ら）。難易度は５段階で４。

3 ３番

3.1 解答

3.1.1 （１）

Ḟ (x, y) = 2
ax

2
a−1ẋ( x2

1+a − y2) + x
2
a ( 2x

1+a ẋ− 2yẏ) = 2
ax

2
a−1・axy・( x2

1+a − y2) + x
2
a ( 2ax2y

1+a − 2y(x2 − y2)) = 0
よって x(0) 6= 0である解上で F(x,y)は一定

3.1.2 （２）

F (x, y) = −x2+y2

x = C（(1)より）
よって (x + C

2 )2 + y2 = C2

4 となるので x(0) 6= 0であるすべての解が有界

3.1.3 （３）

F (x, y) = x(x2

3 − y2) = C より非自明解は非有界

3.2 ３番の総評

あまりやったことのない問題で取り組みやすいとは言えない。難易度は５段階で 3.5か 4。

4 ４番

4.1 解答

4.1.1 （１）

(ui, uk) = 0(1 ≤ i < k)と仮定する
このとき (ui, uk+1) = (ui, ak+1 −

∑k
j=1

(ak+1,uj)
(uj ,uj)

uj)

=(ui, ak+1)− (ak+1,u1)
(u1,u1)

(ui, u1)− (ak+1,u2)
(u2,u2)

(ui, u2)−・・・・− (ak+1,ui)
(ui,ui)

(ui, ui)−・・・− (ak+1,uk)
(uk,uk) (ui, uk)

= (ui, ak+1)− (ak+1, ui)(仮定より)
= 0
また (uk, uk+1) = (uk, ak+1 −

∑k
j=1

(ak+1,uj)
(uj ,uj)

uj)

=(uk, ak+1)− (ak+1,u1)
(u1,u1)

(ui, u1)− (ak+1,u2)
(u2,u2)

(ui, u2)−・・・・− (ak+1,ui)
(ui,ui)

(ui, ui)−・・・− (ak+1,uk)
(uk,uk) (ui, uk)



= (uk, ak+1)− (ak+1, uk)(仮定より)
= 0
また (u1, u2) = (a1, a2)− (a1,a2)

(a1,a1)
(a1, a1) = 0

よって帰納的に (ui, uj) = 0(1 ≤ i, j ≤ m− 1.i 6= j)

これより tUU =




tu1u1
tu1u2 ・ ・ ・ tu1un

tu2u1
tu2u2 ・ ・ ・ tu2un

・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・
tunu1

tunu2 ・ ・ ・ tunun




=




tu1u1 0 ・ ・ ・ 0
0 tu2u2 0 ・ ・ 0
・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・

0 0 ・ ・ ・ tunun




以上より tUU は対角成分が全て正の対角行列である。

4.1.2 （２）

a1,・・・an が１次独立の時、a1・・・an を縦ベクトルとする行列 A =
(
a1 a2 ・ ・ an

)
の行列式は

| A |6= 0を満たす
このとき

∣∣∣u1 u2 + (a2,u1)
(u1,u1)

u1 u3 + (a3,u1)
(u1,u1)

u1 + (a3,u2)
(u2,u2)

u2 ・ ・ un +
∑n−1

k=1
(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣ 6= 0

⇔
∣∣∣u1 u2 u3 + (a3,u1)

(u1,u1)
u1 + (a3,u2)

(u2,u2)
u2 ・ ・ un +

∑n−1
k=1

(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣
+

∣∣∣u1
(a2,u1)
(u1,u1)

u1 u3 + (a3,u1)
(u1,u1)

u1 + (a3,u2)
(u2,u2)

u2 ・ ・ un +
∑n−1

k=1
(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣ 6= 0⇔
∣∣∣u1 u2 u3 + (a3,u1)

(u1,u1)
u1 + (a3,u2)

(u2,u2)
u2 ・ ・ un +

∑n−1
k=1

(an,uk)
(uk,uk)uk

∣∣∣(同
じ列を含む行列の行列式は０なので)

これを繰り返して∣∣∣u1 ・ ・ ・ ・ un

∣∣∣ 6= 0をえる。よって命題１と命題２は同値である。

4.2 ４番の総評

難しくはないが、易しくもない。難易度は５段階で 3.5。

5 ５番

5.1 解答

5.1.1 （１）

J(x) = 1
2 (x2

1 +・・・+ x2
n)− (a1x1 +・・・+ anxn) = 1

2 (x1− a1)2 +・・・+ 1
2 (xn− an)2− 1

2 (a2
1 +・・・+ a2

n) ≥ − 1
2 (a2

1 +・・・+ a2
n)

よって J(x)は下から有界

5.1.2 （２）

(左辺)=2{1
2 || x+y

2 ||2 −(a, x+y
2 )}+ 1

4 || x− y ||2
=1

4{|| x + y ||2 + || x− y ||2} − (a, x + y)
=1

4{(x1 + y1)2 +・・・+ (xn + yn)2 + (x1 − y1)2 +・・+ (xn − yn)2 − a1(x1 + y1)・・・− an(xn + yn)}
=1

2 || x ||2 −(a, x) + 1
2 || y ||2 −(a, y)

=J(x) + J(y)



5.1.3 （３）

(1)より
∫

x∈Rn J(x) = − 1
2aT aより J(x)は最小値を達成する

5.2 ５番の総評

(3)の解答がちょっと微妙だが、(1)と (2)は極めて簡単。難易度は５段階で３か 3.5。

6 ６番

6.1 解答

6.1.1 （１）

測定法 [1]:a,bの推定量はそれぞれX1, X2

測定法 [2]:E[Y1] = a + b, E[Y2] = a− bより a,bの推定量は Y1+Y2
2 , Y1−Y2

2

測定法 [3]:E[Z1] = a,E[Z2] = a + bより a,bの推定量は Z1, Z2 − Z1

6.1.2 （２）

V [X1] = V [X2] = 1
V [Y1+Y2

2 ] = 1
2 , V [Y1−Y2

2 ] = 1
2

V [Z1] = 1, V [Z2 − Z1] = 2
よって測定２が分散が一番小さくて優れており、測定３が分散が一番大きく優れていない。

6.2 ６番の総評

どれくらい記述すればいいのかが分かりにくいが取り組みやすい問題。難易度は５段階で３。

7 ７番

7.1 解答

7.1.1 （１）

f2(x) = limh→0
F2(x+h)−F2(x)

h = limh→0
1
hP{x ≤ X(2) ≤ x + h}

P{x ≤ X(2) ≤ x + h} = 3!
1!1!1!{F (x)}1{F (x + h)− F (x)}1{1− F (x + h)}1(FはX1・・・X2n−1 の分布関数)

よって f2(x) = limh→0 6・F (x)・F(x+h)−F(x)

h {1− F (x + h)} = 6F (x)f(x)(1− F (x)) = 6x(1− x)
このとき f2(x) =

∫ x

0
6t(1− t)dt = 3x2 − 2x3

また E[X2(x)] =
∫ 1

0
xf2(x)dx = 1

2

E[X2
2 (x)] =

∫ 1

0
xf2(x)dx = 3

10

V [X2(x)] = 1
20



7.1.2 （２）

fn(x) = limh→0
Fn(x+h)−Fn(x)

h = limh→0
1
hP{x ≤ X(n) ≤ x + h}

P{x ≤ X(n) ≤ x + h} = (2n−1)!
(n−1)!(n−1)!{F (x)}n−1{F (x + h)− F (x)}{1− F (x + h)}n−1

よって fn(x) = limh→0
(2n−1)!

(n−1)!(n−1)!{F (x)}n−1 F(x+h)−F(x)

h {1− F (x + h)}n−1

= (2n−1)!
(n−1)!(n−1)!f(x){1− F (x)}n−1{F (x)}n−1

= (2n−1)!
(n−1)!(n−1)!・1・(1− x)n−1xn−1 = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)! (1− x)n−1xn−1

また E[X(n)(x)] =
∫ 1

0
xfn(x)dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!

∫ 1

0
xn(1− x)n−1dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!B(n + 1, n) = 1
2

E[X2
(n)(x)] =

∫ 1

0
x2fn(x)dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!

∫ 1

0
xn+1(1− x)n−1dx = (2n−1)!

(n−1)!(n−1)!B(n + 2, n) = 1
2

n+1
2n+1

V [X(n)(x)] = 1
4(2n+1)

7.2 ７番の総評

順序統計量についての知識がないとやりにくい。難易度は５段階で 3.5。

8 ８番

8.1 解答

8.1.1 （１）




S1 = X1

S2 = X1 + X2

・

・

・

Sn = X1 +・・・+ Xn

⇔





X1 = S1

X2 = S2 − S1

・

・

・

Xn = Sn − Sn−1

(0 < S1 < S2 <・・・< Sn)

よって J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂X1
∂S1

・ ・ ・ ・ ∂X1
∂Sn

∂X2
∂S1

・ ・ ・ ・ ∂X2
∂Sn

・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・
∂Xn

∂S1
・ ・ ・ ・ ∂Xn

∂Sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 ・ ・ ・ 0
−1 1 0 ・ ・ 0
0 −1 1 ・ ・ ・

・ 0 0 ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

よって fS1・・・Sn
=| J | fX1・・・Xn

(s1, s2 − s1,・・・, sn − sn−1)
=fX1(s1)fX2(s2 − s1)・・・fXn(sn − sn−1)(X1・・・Xnは独立なので)
=λne−λsn

これより fS2・・・Sn
=

∫ s2

0
fS1・・・Sn

ds1 = λns2e
−λsn(0 < S2 <・・・< Sn)

これを繰り返して fSn = λn

(n−1)!s
n−1e−λs

これより fn(s) = λn

Γ(n)s
n−1e−λs



8.1.2 （２）

Tの密度関数を p(t)とするとき p(t) = 1
λnΓ(n) t

n−1e−
1
λ t

よって g(s, t) = 1
(Γ(n))2 (st)n−1e−

1
λ t−λs

8.1.3 （３）

J =

∣∣∣∣∣
∂S
∂W

∂S
∂U

∂T
∂W

∂T
∂U

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
U −W

U2

U W

∣∣∣∣∣ = 2W
U

これより h(u,w) =| J | g(s, t) = 2w
u g(w

u , uw) = 2
(Γ(n))2

w2n−1

u e−
1
λ uw−λ w

u

8.1.4 （４）

h1(u) =
∫∞
0

h(u,w)dw = 2
(Γ(n))2u

∫∞
0

w2n−1e−( u
λ + λ

u )wdw

(u
λ + λ

u )w = tとおくと dt
dw = u2+λ2

λu

これより h1(u) = 2
(Γ(n))2 ( λ

u2+λ2 )2n( u
u2+λ2 )2n−1

∫∞
0

t2n−1e−tdt

= 2Γ(2n)
{Γ(n)}2

λ2nu2n−1

(u2+λ2)2n

h2(w|u) = h(u,w)
h1(u) = w2n−1(u2+λ2)2n

Γ(2n)λ2nu2n e−
1
λ uw−λ w

u

8.2 ８番の総評

解答は長いが、一つ一つの問題は難しくはない。難易度は５段階で３か 3.5。

9 ９番

9.1 解答




X1 =
√

m
R Z1

X2 =
√

m
R Z2

・

・

・

Xp =
√

m
R Zp

Y =
√

R

とおくと





Z1 = Y√
m

X1

Z2 = Y√
m

X2

・

・

・

Zp = Y√
m

Xp

R = Y 2

よって J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Z1
∂X1

∂Z1
∂X2

・ ・ ・ ∂Z1
∂Xp

∂Z1
∂Y

∂Z2
∂X1

∂Z2
∂X2

・ ・ ・ ∂Z2
∂Xp

∂Z2
∂Y

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・
∂Zp

∂X1

∂Zp

∂X2
・ ・ ・ ∂Zp

∂Xp

∂Zp

∂Y
∂R
∂X1

∂R
∂X2

・ ・ ・ ∂R
∂Xp

∂R
∂Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Y√
m

0 ・ ・ ・ 0 X1√
m

0 Y√
m
・ ・ ・ 0 X2√

m

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

0 ・ ・ ・ ・ Y√
m

Xp√
m

0 ・ ・ ・ ・ 0 2Y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2Y p+1

(
√

m)p



よって fX1,X2,・・・Xp,Y = 2Y p+1

(
√

m)p fZ1,・・・Zp,R(z1・・・zp, r) = 2Y p+1

(
√

m)p fZ1,・・・Zp,R( yx1√
m

,・・・,
yxp√

m
, y2)

= 2Y p+1

(
√

m)p
1

(
√

2π)p
e−

y2

2m (x2
1+・・・x2

p) 1

Γ( m
2 )2

m
2

ym−2e−
y2

2

よって fX1,X2,・・・Xp
(x1, x2,・・・xp) =

∫∞
0

fX1,X2,・・・Xp,Y dy

y2

2m (x2
1 +・・・x2

p) = tとおくと dt
dy = y(m+x2

1+・・・x2
p

m )

このとき fX1,X2,・・・Xp
(x1, x2,・・・xp) = 2

(
√

2πm)pΓ( m
2 )2

m
2

∫∞
0

e−t{
√

2mt
m+x2

1+・・・x2
p
}p+m−1

√
m+x2

1+・・・x2
p

2mt
m

m+x2
1+・・・x2

p
dt

=m
m
2

π
p
2

1
Γ( m

2 )

Γ( m+p
2 )

(m+x2
1+・・・x2

p)
m+p

2

9.2 ９番の総評

計算が難しく、取り組みにくい。難易度は５段階で 3.5か 4。

10 １０番

10.1 解答

10.1.1 （１）

正規分布の再生性より 1
n

∑n
i=1 Xi − 1

n

∑n
i=1 Yi = Xn − Yn ∼ N(µ1 − µ2,

2σ2

n )
H0 の下でXn − Yn ∼ N(0, 2σ2

n )
H1 の下でXn − Yn ∼ N(δ, 2σ2

n )
ここでH0 の下で p(Xn − Yn > p) = α

H1 の下で p(Xn − Yn < p) = β とおいて正規化すると

p(Xn−Yn√
2σ2

n

> p√
2σ2

n

) = α

p(Xn−Yn−δ√
2σ2

n

< p−δ√
2σ2

n

) = β

p√
2σ2

n

= zα, p−δ√
2σ2

n

= z1−β = −zβ

これを解いて n = 2σ2(zα+zβ)2

δ2 (切り上げが必要)

10.1.2 （２）

(1)より δの値を大きくしていくと、nの値は小さくなっていく。

よって nを µ1 − µ2 = δの時と同じ値にすればよい。

10.1.3 （３）

検出力は 1− β = 0.80より β = 0.20
よって (1)と (2)より n ≥ 2×0.09

0.01 (1.645 + 0.842)2 = 111.3
よって 112回以上の実験が必要



10.2 １０番の総評

検出力についての知識がないとできない。難易度は５段階で 3.5くらい。

全体的な総評

まず、１番は必答。次に５，６，８が解きやすい。難易度５の問題は見受けられないが、2.5以下の問題もなく、標準よ

りやや難しめの問題が目立つ。
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