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1 １番

1.1 解答

f(z) = e−iξz

ez+e−z とおく。

ez + e−z = 0とおくと、f(z)の上半平面における極は z = iπ
2 (1 + 2n)(n = 0, 1, 2,・・・)

これらはすべて１位の極である。

よって C1 = [−R, R], C2 = {| z |= R, Imz ≥ 0}とおいて、C = C1 + C2 とおくと

limR→∞
∫

C
f(z)dz = 2πi

∑∞
n=0 Resz= iπ

2 (1+2n)f(z)

ここで Resz= iπ
2 (1+2n) = e−iξ iπ

2 (1+2n)

e
iπ
2 (1+2n)−e−

iπ
2 (1+2n)

=





e(n+ 1
2 )ξπ

2i nが偶数の時
e(n+ 1

2 )ξπ

−2i nが奇数の時

よって 2πi
∑∞

n=0 Resz= iπ
2 (1+2n)f(z) = π e

π
2 ξ−e

3π
2 ξ

1−e2πξ (ξ < 0の時)
ここで limR→∞ | ∫

C2
f(z)dz |≤ limR→∞

∫
C2
| f(z) || dz |

z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)とおくと
∫

C2
| f(z) || dz |= ∫ π

0
|e−iξReiθ |

|eReiθ |+|e−Reiθ | | i || R || eiθ | dθ = R
∫ π

0
|e−iξReiθ |

|eReiθ |+|e−Reiθ |dθ

=R
∫ π

0
eξR sin θ

eR cos θ+e−R cos θ dθ

eR cos θ + e−R cos θ ≤ 2(相加相乗平均の関係より)

よって
∫

C2
| f(z) || dz |≤ R

2

∫ π

0
eξR sin θdθ

また | ∫ π

0
eξR sin θdθ |≤ π・max0≤θ≤π eξR sin θ で limR→∞max0≤θ≤π eξR sin θ = 0

よって limR→∞
∫

C2
f(z)dz = 0

以上より limR→∞
∫

C
f(z)dz =

∫∞
−∞ f(z)dz = π e

π
2 ξ−e

3π
2 ξ

1−e2πξ

1.2 １番の総評

型にはまっていない複素積分。だが、十分取り組める。難易度は５段階で３。limR→∞
∫

C2
f(z) = 0はきちんと証明しな

くてはいけないそうです。（by鈴木研究室の先輩より）

2 ２番

2.1 解答

2.1.1 （１）

１列について余因子展開すると

detBn = xdet Bn−1 + (−1)n+1an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 ・ ・ 0
x −1 0・ ・ 0
・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・

0 0 0 x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= x detBn−1 + (−1)n+1(−1)n−1an = xdetBn−1 + an



2.1.2 （２）

１行目の −an

x 倍を n行目に足し合わせると

0 an−1 + an

x an−2・・・・・a3 a2 x + a1

２行目の −an−1+
an
x

x 倍を n行目に足し合わせると

0 0 an−2 + an−1
x + an

x2 an−3・・・・・a3 a2 x + a1

これを繰り返すと n行目は

0 0・・・・・x + a1 + a2
x + a3

x2 +・・・+ an

xn−1

よって x + a1 + a2
x + a3

x2 +・・・+ an

xn−1 = 0すなわち、xn +
∑n

k=1 akxn−k = 0が成立する時、rankBn = n− 1

2.1.3 （３）

| An − xE |= (−1)n detBn

ここで定理より

「An が対角化できる」⇔「n− rank(An − λiE) = mi(ただし An の固有方程式は ϕ(t) = (t− λ1)m1(t− λ2)m2・・・(t−
λs)ms)」ー（A）

また計算により detBn = xn +
∑n

k=1 akxn−k

よって An の固有方程式は (−1)n{xn +
∑n

k=1 akxn−k}なので
「xn +

∑n
k=1 akxn−k = 0が重根を持たない」

⇔「mi = 1, rankBn = n− 1」
ここで rankBn = rank(An − λiE) = n− 1なので
n− rank(An − λiE) = n− (n− 1) = 1 = mi

が成立し、（A）を満たすので An は対角化できる。

2.2 ２番の総評

(3)はなかなか難しい。難易度は５段階で 3.5。

3 ３番

3.1 解答

uj+1 − 2uj + uj−1 ≤ 0 ⇔ uj+1 − uj ≤ uj − uj−1ー (∗)
(1)un+1 − un ≥ 0の時
un+1 ≥ un ≥・・・≥ u1 ≥ u0 なのでmin1≤j≤n uj = u1 ≥ u0 = min{u0, un+1}
(2)u1 − u0 ≤ 0の時
un+1 ≤ un ≤・・・≤ u1 ≤ u0 となるのでmin1≤j≤n uj = un ≥ un+1 = min{u0, un+1}
(3)un+1 − un < 0かつ u1 − u0 > 0の時
(*) より



uj+1 − uj ≤ 0 j = i + 1・・・n

uj+1 − uj ≥ 0 j = 1,・・・i

となる iが存在する。ゆえに



un+1 ≤ un ≤・・・≤ ui+1 かつ ui+1 ≥ ui ≥・・・≥ u0 となるので

min1≤j≤n uj ≥ min{u0, un+1}が成立する

3.2 ３番の総評

１２問の中で１番易しい。難易度は５段階で 2.5か３。

4 ４番

5 ５番

6 ６番

7 ７番

7.1 解答

7.1.1 （１）

fY (y) = 1√
2π(σ2+v2)

exp(− (y−µ)2

2(σ2+v2) )なので平均 µ分散 σ2 + v2 の正規分布

7.1.2 （２）

fY (y) = 1√
2π σ2v2

σ2+v2

exp(− (x−µv2+yσ2

σ2+v2 )2

2 σ2v2

σ2+v2
)なので平均 µv2+yσ2

σ2+v2 分散 σ2v2

σ2+v2 の正規分布

7.2 ７番の総評

計算が非常にしんどいが統計ができる人は選択すべき。難易度は５段階で３。

8 ８番

9 ９番

10 １０番

10.1 解答

10.1.1 （１）

fY,Z(y, z) = 2! limh→0
F (y+∆y)−F (y)

∆
F (z+∆z)−F (z)

∆ = 2f(y)f(z) = 2



10.1.2 （２）

E[Y ] = 1
3 , E[Z] = 2

3 , E[Y 2] = 1
6 , E[Z2] = 1

2 , V [Y ] = V [Z] = 1
18

E[Y Z] =
∫ 1

0
{∫ z

0
2yzdy}dz = 1

4 , Cov(Y,Z) = E[Y Z]− E[Y ]E[Z] = 1
36

よって ρ =
1
36
1
18

= 1
2

10.2 １０番の総評

類題をやったことがあれば簡単。難易度は５段階で３か 3.5。

11 １１番

11.1 解答

11.1.1 （１）

(右辺)=pr(xi,u1)
pr(u1)

pr(u1) + pr(xi,u2)
pr(u2)

pr(u2) = pr(xi) =(左辺)

U で条件付けた時、X,Y, Z, W は独立なのでX, Y も独立。

よって (右辺)=pr(xi, yj |u1)pr(u1) + pr(xi, yj |u2)pr(u2) = pr(xi, yj , u1) + pr(xi, yj , u1) = pr(xi, yj) =(左辺)

11.1.2 （２）

(1)より pr(xi, yj)− pr(xi)pr(yj)
= {pr(xi|u1)pr(yj |u1)pr(u1) + pr(xi|u2)pr(yj |u2)pr(u2)} − {pr(xi|u1)pr(u1) + pr(xi|u2)pr(u2)}{pr(yi|u1)pr(u1) +

pr(yi|u2)pr(u2)}
={pr(xi|u1)− pr(xi|u2)}pr(u1)pr(u2){pr(yj |u1)− pr(yj |u2)}
これより {pr(xi, yj)− pr(xi)pr(yj)}{pr(zk, wl)− pr(zk)pr(wl)}
=pr(u1)2pr(u2)2{pr(xi|u1)− pr(xi|u2)}{pr(yj |u1)− pr(yj |u2)}{pr(zk|u1)− pr(zk|u2)}{pr(wl|u1)− pr(wl|u2)}
{pr(xi, zk)− pr(xi)pr(zk)}{pr(yj , wl)− pr(yj)pr(wl)}
=pr(u1)2pr(u2)2{pr(xi|u1)− pr(xi|u2)}{pr(zk|u1)− pr(zk|u2)}{pr(yj |u1)− pr(yj |u2)}{pr(wl|u1)− pr(wl|u2)}
よって (右辺)= 0

11.2 １１番の総評

計算は大変だがあまり難しくはない。難易度は５段階で３。

12 １２番

12.1 解答

12.1.1 （１）

µn =
∑n

k=2(−1)k−1・kP (Xi = (−1)k−1k)
=C

∑n
k=2(−1)k−1 log k

k2



12.1.2 （２）

µ2n+2 − µ2n = (−1)2n log(2n+1)
(2n+1)2 + (−1)2n+1 log(2n+2)

(2n+2)2

= log(2n+1)
(2n+1)2 − log(2n+2)

(2n+2)2

=log x
1

x2

(x+1)
1

(x+1)2
(x = 2n + 1とおいた)

µ2n+2 − µ2n > 0を言うには x > 3で f(x) = x
1

x2 > (x + 1)
1

(x+1)2 を示せば良い。

f(x)を微分することにより x > 3で f ′(x) < 0が言えるので µ2n+2 − µ2n > 0
µ2n+3 − µ2n+2 = log(2n+3)

(2n+3)2 > 0
µ2n+1 − µ2n+3 は µ2n+2 − µ2n > 0と同様の議論をすればよい。
ここで µ2n < µ2n+2 < µ2n+3 < µ2n+1 において nを n + 1で置き換えて
µ2n+2 < µ2n+4 < µ2n+5 < µ2n+3

よって µ2n < µ2n+2 < µ2n+4 < µ2n+5 < µ2n+3 < µ2n+1

この議論を繰り返すことによって µ2 < µ4 < µ6 <・・・µ2n < µ2n+1 < µ2n−1 < µ2n−3 <・・・< µ3 が言える

よって {u2n+1}∞n=1 が単調減少かつ µ2n+1 > µ2

また {u2n}∞n=1 が単調増加かつ µ2n < µ3

これより limn→∞ u2n+1, limn→∞ u2n が存在し、limn→∞ u2n+1 − u2n = 0なので {un}∞n=1 は収束する。

12.1.3 （３）

チェビシェフの不等式より P (| Sn

n − µ |> ε) ≤ 1
ε E[Sn

n − µ] = µn−µ
ε

よって limn→∞ P (| Sn

n − µ |> ε) ≤ limn→∞
µn−µ

ε = µ−µ
ε = 0

12.2 １２番の総評

完答は難しい。難易度は５段階で 3.5か４。
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