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K－１６ 動標構による包絡線、包絡面    

機構学では力学と異なり運動の軌跡そのものの重要性は低い。運動の結果生じ

た奇跡が作り出す曲線群、曲面群などから包絡線、包絡面を求めることが重要

な作業である。これらを求める方法は、一般には微分幾何の公式として関数形

で求めている。ここでは一貫して動標構を使って求める。 

 

１．平面曲線の包絡線 

物体の運動で曲線族ができる。その曲線族の包絡線を求める。本書では物体の

運動を動標構で表現する。そのために動標構によってできた曲線族の包絡線は

それに対応することが必要である。結果の包絡線は当然動標構の表現になる。 

一般に平面曲線族は関数表示または径数表示のベクトルで表現される。 

この場合の包絡線の求め方は、関数表示で包絡線を求める。径数表示の場合も

関数形に変換してから包絡線を求めている。 

それに対して、曲線族が動標構で表示された場合は実に簡単である。もし径数

表示のベクトルで曲線族が与えられた場合は動標構での表現に変換してから動

標構の手法を使えばよい。 

 

１．１ 曲線族が動標構で与えられた場合の包絡線の求め方。 

物体の運動を動標構で求めた場合、その運動でできる曲線族の包絡線を求める

には動標構による方法が必要である。曲線族の包絡線を動標構の表現で求める。 

曲線族は動標構の変換行列U
―

により容易に求められる。同時に相対変位行列 

{Ω
―

}も変換行列U
―

から容易に得られる。 

{Ω
―

}のω2をω2 = 0と置くことで包絡線の条件が得られ、パラメータが確定し

て包絡線が求まる。これだけのことであり、非常に単純である。事例でその実

態を把握するのがよい。事例はファイル K-18, K-20 などにある。 

 

１．２ 曲線族が径数表示ベクトルの場合の包絡線を動標構の方法で求める。 

平面上の曲線族が径数表示で与えられた場合について包絡線を求める 

x1 = f1 ( t ,α)                                  ‥‥‥‥‥‥(1.1) 
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x2 = f2 ( t ,α) 

tを変数として曲線が得られ、αをパラメータとすることで曲線族が得られる。 

これをフルネー標構で表現する。 

R = U
―

R0                               ‥‥‥‥‥‥‥(1.2) 

U
―

 = 








1 x1  x2

0 cosφ sinφ

0 －sinφ cosφ
 ,  {Ω

―

} = dU
―

U
―
－1 = 









0 ω1  ω2

0 0 dφ

0 －dφ 0

 ‥‥(1.3) 

 

ω1 =d x1 cosφ + d x2 sinφ 

ω2 =－dx1 sinφ + dx2 cosφ 

フルネー標構であるための条件は次の式で与えられる。 

ω2 = 0   

ω2 = －dx1 sinφ + dx2 cosφ= 0                    ‥‥‥‥‥‥(1.4) 

この方程式からパラメータαを求めて式(1.1)に代入すると包絡線が得られる。 

αは t の関数としてα=α(t) と求まる。φは次式より求まる。 

 tanφ= 
dx2

dx1
   

このφとαを(1.3)式に代入すれば、包絡線の動標構表示は(1.2)式で得られる。 

証明      

          ② 

 ① 

 

 

                α 

                         Гα 

 

                  Cα     t 

       図１  

ω2 = 0 が包絡線の条件であることは次のようにして確かめられる。 

曲線①はあるαに対してαを定数として、 
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xi = fi ( t ,α)   

曲線②は、曲線①との接点では t =τ(α) の関係にあり、  

xi = fi (τ(α) ,α) 

曲線①では  dx1 = ( f1 )t dt ,  dx2 = ( f2 )t dt ,  ( fi )t = dfi／dt を表す。 

曲線②では   

dx1 = ( f1 )τ(τ)αdα+ ( f1 )αdα,      （備考参照） 

dx2 = ( f2 )τ(τ)αdα+ ( f2 )αdα           ‥‥‥‥‥(1.5) 

 ( f1 )τ= 
∂fi 

∂τ
 ,  ( f1 )α= 

∂fi 

∂α
 ,  (τ)α = 

∂τ

∂α
  

これらを(1.4)式に代入すると、 

曲線① では 

－( f1 )t sinφ + ( f2 )t cosφ = 0                  ‥‥‥‥‥(1.6) 

曲線②では dαを省略して、 

－{( f1 )τ(τ)α+( f1 )α} sinφ+ {( f2 )τ(τ)α+ ( f2 )α} cosφ= 0  

整理して、 

{－( f1 )τsinφ+ ( f2 )τcosφ} (τ)α－( f1 )αsinφ+ ( f2 )αcosφ= 0  

式(1.6)を使って整理すると、 

－( f1 )αsinφ +( f2 )αcosφ = 0               ‥‥‥‥‥(1.7) 

(1.6), (1.7)においてφの存在する条件から、 





( f1 )t ( f2 )t

( f1 )α ( f2 )α
 = 0                          ‥‥‥‥‥(1.8) 

一般の径数表示の曲線族の包絡線の式と同じである。 

これをまとめて、 

| |∂x／∂t  ∂x／∂α  = 0  

これより、G(t,α)= 0 をえる。これを解いてα＝α(t) を得る。 

これを初めの式に代入して包絡線が得られる。 

備考： 

dx1 = ( f1 )τ(τ)αdα+ ( f1 )αdα 

これは通常の書き方では次のようになる。 
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dxi = 
∂fi

∂τ
 
∂τ

∂α
dα+ 

∂fi

∂α
dα 

参考：関数形で与えられ場合の一般の包絡線の求め方 

一般の方法の場合は曲線族の与えられ方が f(x1,x2；t) = 0 のように関数で与

えられる。参考として、この場合の包絡線の求め方の結果のみを示す。 

f(x1,x2；t) = 0 ,  
∂f

∂t
 (x1,x2；t) = 0  

この連立方程式で与えられる。 

１．３ 包絡線事例 

事例１．直交座標軸により切り取られた部分の長さが aであるような直線の包

絡線の方程式を求める。任意の直線族は次のようになる。 

Rt = UtRα ,  Rα= UαR0 ,  Rt = UtUαR0 = U
―

R0 

U
―

 = 






1 0 t

0 1 0

0 0 1 







1  α 0

0 cosθ sinθ

0 －sinθ cosθ
 = 









1 α－t sinθ t cosθ

0 cosθ sinθ

0 －sinθ cosθ
 

 

tを含む変換行列は等質空間としての直線を表す。 

x1 =α－t sinθ ,  x2 = t cosθ , これが直線族の式である 

題意の条件から 

t = a にて：                    ( 0 ,β) 

α－a sinθ = 0 ,  a cosθ= β                  Rt            a 

よって、                                                   t 

x1 = a sinθ－t sinθ= (a－t ) sinθ  

x2 = t cosθ                     e2   Rα  e1 

または、x1／sinθ+ x2／cosθ = a                                    θ 

                  ‥‥‥‥‥(1.9)        R0                   (α,0 ) 

                       図２ 

この式が直線族を表わす。tが直線を表す変数、θが直線族を表すパラメータ。 

U
―

 = 









1 (a－t) sinθ t cosθ

0 cosθ sinθ

0 －sinθ cosθ
 ,  {Ω

―

}= dU
―

U
―
－1 = 









0 ω1 ω2

0 0 ω12

0 －ω12 0
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ω1 = ( a cos2θ－t ) dθ 

ω2= dt－a cosθsinθdθ 

ω12 = dθ 

この場合の包絡線条件は e1軸が法線方向であるからω1= 0 とすべきである。 

( 通常のフルネー標構とは異なり (π／2)だけ回転している) 

ω1 = ( a cos2θ－t ) dθ= 0 より t = a cos2θ  

これを式(1.9)に代入して包絡線が得られる。 

x1 = a ( sinθ)3 ,  x2 = a ( cosθ)3  

先の式に代入してθを消去して、書き直して  

x12／3 + x22／3 = a2／3   

線素 dsは  

ds =ω2 = dt－a cosθsinθdθ=－3a sinθcosθdθ 

t をθで表現することでθを変数とする包絡線を得る。 

備考：この場合は、直線は包絡線の接線になっており、その接点を与えるのが

この tである。tを与えることで接点の座標が決まる。  

事例２． 

太陽の光線が半球面に当たって反射するとき、球の中心と交線の方向とで決ま

る平面内でその反射光の包絡線を求む。 

 

                                   R2 

                                                  R3      α 

R1        α        

   α   2α  

                                      a       R0                 t 

                              R    

R = U
―

R0 ,  U
―

 ≡
△

U
―

4U
―

3U
―

2U
―

1 

a：半径 

α：パラメータ           図３ 

t：直線表示のパラメータ 
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U
―

1 = 








1 0 0

0 cosα sinα

0 －sinα cosα
 , U

―

2 = 






1 a 0

0 1 0

0 0 1
 ,  U

―

3 = U
―

1 ,  U
―

4 = 






1 t 0

0 1 0

0 0 1
 

U
―

 = 








1 x1 x2

0 cos2α sin2α

0 －sin2α cos2α
 ,  {Ω

―

}= dU
―

U
―
－1 = 









0 ω1 ω2

0 0 ω12

0 －ω12 0

 

 

x1 = a cosα + t cos 2α ,  x2 = a sinα + t sin 2α   

ω1 = dx1 cos 2α+ dx2 sin 2α ,  ω2 =－dx1sin 2α+ dx2 cos 2α 

包絡線条件 ω2 = 0 より 

t =－
a

2
 cosα 

この t を xi に代入して整理し、 

x1 = 
1

2
a cosα{ 1 + 2 sin2α} ,  x2 = a sin3α 

 

 


