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❐

❐

所得分布の当てはめに用いられる統計分布モデル

❐ 対数正規分布とその一般化モデル
2パラメータ: 対数正規分布（LN）
4パラメータ: 二重パレート対数正規分布（dPLN）
5パラメータ: 一般化二重パレート対数正規分布（GdPLN）

など

❐ ベータ分布の一般化モデル
3パラメータ: Singh-Maddala分布，Dagum分布
4パラメータ: 第一種・第二種一般化ベータ分布（GB1, GB2）
5パラメータ: 一般化ベータ分布（GB）

など

従来，ベータ分布の一般化モデルの適合度が高く，よく使われてきたが，Reed (2003)が提
案したdPLNが，それらのモデルよりも優る事例が見出されたことにより対数正規分布の一
般化モデルが注目されている



❐

ベータ分布の一般化モデル
❐ 第1種一般化ベータ分布（GB1）

𝑋𝑋~𝐺𝐺𝐺𝐺1 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 𝑍𝑍 =
𝑋𝑋
𝑏𝑏

𝑎𝑎
， 𝑍𝑍~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑝𝑝, 𝑞𝑞if

❐ 第2種一般化ベータ分布（GB2）

𝑋𝑋~𝐺𝐺𝐺𝐺2 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 𝑍𝑍 =
𝑋𝑋
𝑏𝑏

𝑎𝑎

1 + 𝑋𝑋
𝑏𝑏

𝑎𝑎 ， 𝑍𝑍~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑝𝑝, 𝑞𝑞if

𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺2 𝑥𝑥; 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 =
𝑎𝑎𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎−1

𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎𝐵𝐵 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 1 + ⁄𝑥𝑥 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑝𝑝+𝑞𝑞p.d.f. :

𝑝𝑝 = 1： Singh-Maddala (SM)分布； 𝑞𝑞 = 1： Dagum分布； 𝑞𝑞 → ∞, ⁄𝑏𝑏 𝑞𝑞
1
𝑎𝑎 → 𝛽𝛽： 一般化ガンマ(GG)分布

𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺1 𝑥𝑥; 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 =
𝑎𝑎𝑥𝑥𝑎𝑎𝑎𝑎−1 1 − ⁄𝑥𝑥 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑞𝑞−1

𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎𝐵𝐵 𝑝𝑝, 𝑞𝑞
p.d.f. :

（McDonald,1984等）

（McDonald,1984）

Feller-Pareto分布（の特殊型）❐



❐

❐

二重パレート対数正規分布（dPLN）とその一般化

❐ 対数正規分布（LN）

𝑓𝑓𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑥𝑥; 𝜇𝜇,𝜎𝜎 =
1
𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜙𝜙
log 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇

𝜎𝜎
=

1
𝑥𝑥 2𝜋𝜋𝜎𝜎2

𝑒𝑒−
log 𝑥𝑥−𝜇𝜇 2

2𝜎𝜎2

❐ 二重パレート対数正規分布（dPLN）

log 𝑥𝑥~𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎

p.d.f. :

log𝑋𝑋 = 𝑍𝑍 + 𝑉𝑉 −𝑊𝑊 𝑍𝑍, 𝑉𝑉, 𝑊𝑊は互いに独立

𝑍𝑍~𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎 𝑉𝑉,𝑊𝑊~スケールパラメータ𝛼𝛼(> 0),𝛽𝛽(> 0)の指数分布

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽

𝑥𝑥𝛽𝛽−1𝑒𝑒−𝛽𝛽𝛽𝛽+ ⁄𝛽𝛽2𝜎𝜎2 2Φ𝑐𝑐 log 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝜎𝜎2

𝜎𝜎

+
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽

𝑥𝑥−𝛼𝛼−1𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼+ ⁄𝛼𝛼2𝜎𝜎2 2Φ
log 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 − 𝛼𝛼𝜎𝜎2

𝜎𝜎

𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥|𝜇𝜇,𝜎𝜎,𝛼𝛼,𝛽𝛽 =p.d.f. :

（Reed, 2003; Gabaix, 1999）

log𝑋𝑋のc.f : ϕ𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑠𝑠 =
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−

1
2𝜎𝜎

2𝑠𝑠2

𝛼𝛼 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛽𝛽 + 𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥; 𝜇𝜇,𝜎𝜎,𝛼𝛼,𝛽𝛽 ~𝑐𝑐1𝑥𝑥−𝛼𝛼−1 𝑥𝑥 → ∞ ， 𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥; 𝜇𝜇,𝜎𝜎,𝛼𝛼,𝛽𝛽 ~𝑐𝑐2𝑥𝑥𝛽𝛽−1 𝑥𝑥 → 0
標準正規分布のc.d.f.

1-Φ

都市の人口規模
分布の研究



❐❐ 一般化二重対数正規分布（GdPLN） （Reed and Wu, 2008）

log𝑋𝑋のc.f. : ϕ𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 𝑠𝑠 =
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−

1
2𝜎𝜎

2𝑠𝑠2

𝛼𝛼 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝛽𝛽 + 𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜌𝜌

𝑍𝑍~𝑁𝑁 𝜇𝜇,𝜎𝜎

𝑉𝑉,𝑊𝑊~スケールパラメータ𝛼𝛼(> 0),𝛽𝛽(> 0),シェープパラメータ𝜌𝜌(> 0)のガンマ分布

log𝑋𝑋 = 𝑍𝑍 + 𝑉𝑉 −𝑊𝑊 𝑍𝑍, 𝑉𝑉, 𝑊𝑊は互いに独立

問題点: • p.d.f.が陽に表現できないため，c.f.を数値解析的に逆変換し実データへ
の当てはめを行う必要があり，実用的でない．

• ローレンツ曲線（格差指標）の推定精度も考慮すると，必ずしも適合度
がdPLNよりも改善するとは言えない．

𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 𝑥𝑥; 𝜇𝜇,𝜎𝜎,𝛼𝛼,𝛽𝛽 ~𝑐𝑐1 log 𝑥𝑥 𝜌𝜌−1𝑥𝑥−𝛼𝛼−1 𝑥𝑥 → ∞
𝑓𝑓𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 𝑥𝑥; 𝜇𝜇,𝜎𝜎,𝛼𝛼,𝛽𝛽 ~𝑐𝑐2 − log 𝑥𝑥 𝜌𝜌−1𝑥𝑥𝛽𝛽−1 𝑥𝑥 → 0



❐❐ 二重パラメータ化二重パレート対数正規分布（dP2LN） （Okamoto, 2014）

𝑟𝑟𝛽𝛽𝑥𝑥𝛽𝛽−1𝑒𝑒−𝛽𝛽𝜇𝜇𝐿𝐿+ ⁄𝛽𝛽2𝜎𝜎𝐿𝐿
2 2Φ𝑐𝑐 log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝐿𝐿+𝛽𝛽𝜎𝜎𝐿𝐿

2

𝜎𝜎𝐿𝐿
+ 1 − 𝑟𝑟 𝛼𝛼𝑥𝑥−𝛼𝛼−1𝑒𝑒𝛼𝛼𝜇𝜇𝑅𝑅+ ⁄𝛼𝛼2𝜎𝜎𝑅𝑅

2 2Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝑅𝑅−𝛼𝛼𝜎𝜎𝑅𝑅
2

𝜎𝜎𝑅𝑅

𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑥𝑥|𝜇𝜇𝐿𝐿 , 𝜇𝜇𝑅𝑅 ,𝜎𝜎𝐿𝐿 ,𝜎𝜎𝑅𝑅 ,𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑔𝑔𝐿𝐿 𝑥𝑥|𝜇𝜇𝐿𝐿 ,𝜎𝜎𝐿𝐿,𝛼𝛼,𝛽𝛽 + 1 − 𝑟𝑟 𝑔𝑔𝑅𝑅 𝑥𝑥|𝜇𝜇𝑅𝑅 ,𝜎𝜎𝑅𝑅 ,𝛼𝛼 =p.d.f. :

𝜇𝜇𝐿𝐿 = 𝜇𝜇𝑅𝑅 , 𝜎𝜎𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑅𝑅, 𝑟𝑟 = ⁄𝛼𝛼 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 のときdPLNと一致

𝜎𝜎𝐿𝐿 ,𝜎𝜎𝑅𝑅 ,𝛼𝛼,𝛽𝛽 > 0, 0 < 𝑟𝑟 < 1

𝒈𝒈𝑳𝑳 𝒙𝒙|𝝁𝝁𝑳𝑳,𝝈𝝈𝑳𝑳,𝜶𝜶,𝜷𝜷 = 𝜷𝜷𝒙𝒙𝜷𝜷−𝟏𝟏𝒆𝒆−𝜷𝜷𝝁𝝁𝑳𝑳+ ⁄𝜷𝜷𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳
𝟐𝟐 𝟐𝟐𝚽𝚽𝒄𝒄 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝒙𝒙−𝝁𝝁𝑳𝑳+𝜷𝜷𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐

𝝈𝝈𝑳𝑳
は以下の確率変数𝑿𝑿𝑳𝑳のp.d.f.

𝒈𝒈𝑹𝑹 𝒙𝒙|𝝁𝝁𝑹𝑹,𝝈𝝈𝑹𝑹,𝜶𝜶 = 𝜶𝜶𝒙𝒙−𝜶𝜶−𝟏𝟏𝒆𝒆𝜶𝜶𝝁𝝁𝑹𝑹+ ⁄𝜶𝜶𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹
𝟐𝟐 𝟐𝟐𝚽𝚽 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝒙𝒙−𝝁𝝁𝑹𝑹−𝜶𝜶𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐

𝝈𝝈𝑹𝑹
は以下の確率変数𝑿𝑿𝑹𝑹のp.d.f.

𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝑿𝑿𝑳𝑳 = 𝒁𝒁𝑳𝑳 −𝑾𝑾 𝒁𝒁𝑳𝑳, 𝑾𝑾は互いに独立

𝒁𝒁𝑳𝑳~𝑵𝑵 𝝁𝝁𝑳𝑳,𝝈𝝈𝑳𝑳 𝑾𝑾~スケールパラメータ𝜷𝜷の指数分布

𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝑿𝑿𝑹𝑹 = 𝒁𝒁𝑹𝑹 + 𝑽𝑽 𝒁𝒁𝑹𝑹, 𝑽𝑽は互いに独立

𝒁𝒁𝑹𝑹~𝑵𝑵 𝝁𝝁𝑹𝑹,𝝈𝝈𝑹𝑹 𝑽𝑽~スケールパラメータ𝜶𝜶の指数分布

dP2LNは，
混合比𝑟𝑟: 1 − 𝑟𝑟
の混合分布



◉

◉◉ dP2LNのℎ < 𝛼𝛼 次モーメント

𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑥𝑥; 𝜇𝜇𝐿𝐿 ,𝜇𝜇𝑅𝑅 ,𝜎𝜎𝐿𝐿 ,𝜎𝜎𝑅𝑅 ,𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝑟𝑟 ~𝑑𝑑1𝑥𝑥−𝛼𝛼−1 𝑥𝑥 → ∞

𝑓𝑓𝑑𝑑𝑑𝑑2𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑥𝑥; 𝜇𝜇𝐿𝐿 ,𝜇𝜇𝑅𝑅 ,𝜎𝜎𝐿𝐿 ,𝜎𝜎𝑅𝑅 ,𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝑟𝑟 ~𝑑𝑑2𝑥𝑥𝛽𝛽−1 𝑥𝑥 → 0

𝜇𝜇ℎ = 𝐸𝐸 𝑋𝑋ℎ = 𝑟𝑟
𝛽𝛽

𝛽𝛽 + ℎ
𝑒𝑒𝜇𝜇𝐿𝐿ℎ+

1
2ℎ

2𝜎𝜎𝐿𝐿
2

+ 1 − 𝑟𝑟
𝛼𝛼

𝛼𝛼 − ℎ
𝑒𝑒𝜇𝜇𝑅𝑅ℎ+

1
2ℎ

2𝜎𝜎𝑅𝑅
2

◉ dP2LNの平均値（1次モーメント）

𝜇𝜇 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 = 𝑟𝑟
𝛽𝛽

𝛽𝛽 + 1
𝑒𝑒𝜇𝜇𝐿𝐿+

1
2𝜎𝜎𝐿𝐿

2
+ 1 − 𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝛼𝛼 − 1

𝑒𝑒𝜇𝜇𝑅𝑅+
1
2𝜎𝜎𝑅𝑅

2

𝑟𝑟𝑒𝑒𝜇𝜇𝐿𝐿+
1
2𝜎𝜎𝐿𝐿

2
+ 1 − 𝑟𝑟 𝑒𝑒𝜇𝜇𝑅𝑅+

1
2𝜎𝜎𝑅𝑅

2

𝛼𝛼,𝛽𝛽 → ∞



◉

◉

◉◉ dP2LNのc.d.f.

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟 𝑥𝑥𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛽𝛽𝜇𝜇𝐿𝐿+
1
2𝛽𝛽

2𝜎𝜎𝐿𝐿
2
Φ𝑐𝑐 log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝐿𝐿+𝛽𝛽𝜎𝜎𝐿𝐿

2

𝜎𝜎𝐿𝐿
+ Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝐿𝐿

𝜎𝜎𝐿𝐿
+

1 − 𝑟𝑟 −𝑥𝑥−𝛼𝛼𝑒𝑒𝛼𝛼𝜇𝜇𝑅𝑅+
1
2𝛼𝛼

2𝜎𝜎𝑅𝑅
2
Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝑅𝑅−𝛼𝛼𝜎𝜎𝑅𝑅

2

𝜎𝜎𝑅𝑅
+ Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝑅𝑅

𝜎𝜎𝑅𝑅

◉ dP2LNの正規化1次不完全モーメント

𝐹𝐹 1 𝑥𝑥 = ∫0
𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜇𝜇
=

𝑟𝑟
𝜇𝜇

𝛽𝛽
𝛽𝛽+1

𝑥𝑥𝛽𝛽+1𝑒𝑒−𝛽𝛽𝜇𝜇𝐿𝐿+
1
2𝛽𝛽

2𝜎𝜎𝐿𝐿
2
Φ𝑐𝑐 log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝐿𝐿+𝛽𝛽𝜎𝜎𝐿𝐿

2

𝜎𝜎𝐿𝐿
+ 𝑒𝑒𝜇𝜇𝐿𝐿+

1
2𝜎𝜎𝐿𝐿

2
Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝐿𝐿−𝜎𝜎𝐿𝐿

2

𝜎𝜎𝐿𝐿
+

1−𝑟𝑟
𝜇𝜇

𝛼𝛼
𝛼𝛼−1

−𝑥𝑥−𝛼𝛼+1𝑒𝑒𝛼𝛼𝜇𝜇𝑅𝑅+
1
2𝛼𝛼

2𝜎𝜎𝑅𝑅
2
Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝑅𝑅−𝛼𝛼𝜎𝜎𝑅𝑅

2

𝜎𝜎𝑅𝑅
+ 𝑒𝑒𝜇𝜇𝑅𝑅+

1
2𝜎𝜎𝑅𝑅

2
Φ log 𝑥𝑥−𝜇𝜇𝑅𝑅−𝜎𝜎𝑅𝑅

2

𝜎𝜎𝑅𝑅

◉ dP2LNのローレンツ曲線

𝐿𝐿 𝜃𝜃 = 𝐹𝐹 1 𝐹𝐹−1 𝜃𝜃 0 < 𝜃𝜃 < 1



◉

◉

◉◉ dP2LNの平均対数偏差

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = log 𝜇𝜇 − 𝑟𝑟𝜇𝜇𝐿𝐿 − 1 − 𝑟𝑟 𝜇𝜇𝑅𝑅 +
𝑟𝑟
𝛽𝛽
−

1 − 𝑟𝑟
𝛼𝛼

◉ dP2LNのタイル係数

𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 =
𝑟𝑟𝑟𝑟 − 1

𝛽𝛽+1 2𝑒𝑒
𝜇𝜇𝐿𝐿+ ⁄𝜎𝜎𝐿𝐿

2 2+ 1
𝛽𝛽+1𝜎𝜎𝐿𝐿

2𝑒𝑒𝜇𝜇𝐿𝐿+ ⁄𝜎𝜎𝐿𝐿
2 2 + 1−𝑟𝑟 𝛼𝛼 1

𝛼𝛼−1 2𝑒𝑒
𝜇𝜇𝑅𝑅+ ⁄𝜎𝜎𝑅𝑅

2 2+ 1
𝛼𝛼−1𝜎𝜎𝑅𝑅

2𝑒𝑒𝜇𝜇𝑅𝑅+ ⁄𝜎𝜎𝑅𝑅
2 2

𝜇𝜇
− log 𝜇𝜇

◉ dP2LNの平方変動係数

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 =
1
2

𝑟𝑟 𝛽𝛽
𝛽𝛽 + 2 𝑒𝑒

2𝜇𝜇𝐿𝐿+2𝜎𝜎𝐿𝐿
2

+ 1 − 𝑟𝑟 𝛼𝛼
𝛼𝛼 − 2 𝑒𝑒

2𝜇𝜇𝑅𝑅+2𝜎𝜎𝑅𝑅
2

𝜇𝜇2
− 1



◉◉ dP2LNのジニ係数 𝐺𝐺 = 2
𝑟𝑟2𝐼𝐼𝐿𝐿𝐿𝐿 + 1 − 𝑟𝑟 2𝐼𝐼𝑅𝑅𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 1 − 𝑟𝑟 𝐼𝐼𝑅𝑅𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 1 − 𝑟𝑟 𝐼𝐼𝐿𝐿𝐿𝐿

𝜇𝜇
− 1

𝑰𝑰𝑳𝑳𝑳𝑳 = 𝟏𝟏
𝜷𝜷 𝜷𝜷+𝟏𝟏

𝒆𝒆𝝁𝝁𝑳𝑳+
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐
𝚽𝚽 𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑳𝑳 + 𝟏𝟏

𝜷𝜷
𝒆𝒆𝝁𝝁𝑳𝑳+ 𝜷𝜷𝟐𝟐+𝜷𝜷+𝟏𝟏𝟐𝟐 𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐 𝟐𝟐
𝟐𝟐𝜷𝜷+𝟏𝟏

− 𝟏𝟏
𝜷𝜷+𝟏𝟏

𝚽𝚽 −𝟐𝟐𝜷𝜷+𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑳𝑳

𝑰𝑰𝑹𝑹𝑹𝑹 = 𝟏𝟏
𝜶𝜶 𝜶𝜶−𝟏𝟏

𝒆𝒆𝝁𝝁𝑹𝑹+
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐
𝚽𝚽 𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑹𝑹 + 𝟏𝟏

𝜶𝜶
𝒆𝒆𝝁𝝁𝑹𝑹+ 𝜶𝜶𝟐𝟐−𝜶𝜶+𝟏𝟏𝟐𝟐 𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐 𝟏𝟏
𝜶𝜶−𝟏𝟏

− 𝟐𝟐
𝟐𝟐𝜶𝜶−𝟏𝟏

𝚽𝚽 −𝟐𝟐𝜶𝜶−𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑹𝑹

𝑰𝑰𝑹𝑹𝑹𝑹 = 𝟏𝟏
𝜶𝜶

𝟏𝟏
𝜷𝜷+𝟏𝟏

𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑳𝑳 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹
+ 𝟏𝟏

𝜶𝜶
𝟏𝟏

𝜶𝜶−𝜷𝜷−𝟏𝟏
𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 𝜶𝜶𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 + 𝜶𝜶𝝁𝝁𝑹𝑹 − 𝜶𝜶 − 𝟏𝟏 𝝁𝝁𝑳𝑳 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝁𝝁𝑳𝑳−𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹

𝟐𝟐 +𝝈𝝈𝑳𝑳
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹

− 𝟏𝟏
𝜷𝜷+𝟏𝟏 𝜶𝜶−𝜷𝜷−𝟏𝟏

𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 𝜷𝜷𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝟐𝟐

𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝜷𝜷 + 𝟏𝟏 𝝁𝝁𝑹𝑹 − 𝜷𝜷𝝁𝝁𝑳𝑳 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝁𝝁𝑳𝑳−𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹
𝟐𝟐 −𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹

𝐢𝐢𝐢𝐢
𝜶𝜶
≠
𝜷𝜷

+
𝟏𝟏

𝑰𝑰𝑹𝑹𝑹𝑹 = 𝟏𝟏
𝜷𝜷+𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞

𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑳𝑳 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹
− 𝟏𝟏

𝜷𝜷+𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆

𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑹𝑹 𝝓𝝓 −𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝁𝝁𝑳𝑳−𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹
+

𝟏𝟏
𝜷𝜷+𝟏𝟏

𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑹𝑹 − 𝝁𝝁𝑳𝑳 − 𝟏𝟏
𝜷𝜷+𝟏𝟏

𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 𝜷𝜷𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝟐𝟐

𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝜷𝜷 + 𝟏𝟏 𝝁𝝁𝑹𝑹 − 𝜷𝜷𝝁𝝁𝑳𝑳 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝁𝝁𝑳𝑳−𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹
𝟐𝟐 −𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑹𝑹𝑹𝑹

𝐢𝐢𝐢𝐢
𝜶𝜶

=
𝜷𝜷

+
𝟏𝟏

𝑰𝑰𝑳𝑳𝑹𝑹 = 𝟏𝟏
𝜷𝜷

𝟏𝟏
𝜶𝜶−𝟏𝟏

𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑹𝑹 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳
+ 𝟏𝟏

𝜷𝜷
𝟏𝟏

𝜶𝜶−𝜷𝜷−𝟏𝟏
𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 𝜷𝜷𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 − 𝜷𝜷𝝁𝝁𝑳𝑳 + 𝜷𝜷 + 𝟏𝟏 𝝁𝝁𝑹𝑹 𝚽𝚽 −−𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝁𝝁𝑹𝑹+𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳

𝟐𝟐 +𝝈𝝈𝑹𝑹
𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳

− 𝟏𝟏
𝜶𝜶−𝟏𝟏 𝜶𝜶−𝜷𝜷−𝟏𝟏

𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 𝜶𝜶𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏
𝟐𝟐

𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 − 𝜶𝜶 − 𝟏𝟏 𝝁𝝁𝑳𝑳 + 𝜶𝜶𝝁𝝁𝑹𝑹 𝚽𝚽 −−𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝁𝝁𝑹𝑹+𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳
𝟐𝟐 −𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳

ここで，

𝑰𝑰𝑳𝑳𝑹𝑹 = 𝟏𝟏
𝜶𝜶−𝟏𝟏 𝟐𝟐 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞

𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑹𝑹𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑹𝑹 𝚽𝚽 −𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝁𝝁𝑹𝑹+𝝈𝝈𝑹𝑹

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳
+ 𝟏𝟏

𝜶𝜶−𝟏𝟏
𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆

𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 + 𝝁𝝁𝑳𝑳 𝝓𝝓 −−𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝁𝝁𝑹𝑹−𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳
−

𝟏𝟏
𝜶𝜶−𝟏𝟏

𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳𝟐𝟐 − 𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 − 𝝁𝝁𝑳𝑳 + 𝝁𝝁𝑹𝑹 − 𝟏𝟏
𝜶𝜶−𝟏𝟏

𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆 𝜶𝜶𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏
𝟐𝟐

𝝈𝝈𝑳𝑳𝟐𝟐 − 𝜶𝜶 − 𝟏𝟏 𝝁𝝁𝑳𝑳 + 𝜶𝜶𝝁𝝁𝑹𝑹 𝚽𝚽 −−𝝁𝝁𝑳𝑳+𝝁𝝁𝑹𝑹+𝟐𝟐𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳
𝟐𝟐 −𝝈𝝈𝑳𝑳

𝟐𝟐

𝟐𝟐𝝈𝝈𝑳𝑳𝑳𝑳



◉
◉
◉

❐

❐

統計分布モデルの所得分布への適合度の比較
❐ 使用データ （いずれも世帯年収データ，等価調整せず）

◉ 1984～2009年全国消費実態調査，2人以上の世帯の粗収入，集計値
◉ 1992～2010年US Survey of Consumer Finances (SCF), 総世帯の可処分所得, ミクロデータ
◉ 2000～2012年Italian Survey of Household Income and Wealth (SHIW), 総世帯の粗収入, ミクロデータ

ミクロデータの場合： ℓℓ = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑤𝑤𝑖𝑖 log 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑖𝑖;𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. →最大化

ℓℓ = 𝑐𝑐 + �
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾
𝑤𝑤𝑘𝑘 log 𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑘𝑘;𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. − 𝐹𝐹 𝑥𝑥𝑘𝑘−1;𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. →最大化集計値の場合：

𝑥𝑥0 = 0，𝑥𝑥𝐾𝐾 = ∞

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑤𝑤𝑖𝑖 = 𝑛𝑛

�
𝑘𝑘=1

𝐾𝐾
𝑤𝑤𝑘𝑘 = 𝑛𝑛

❐ 最尤法による当てはめ

𝑐𝑐 = log
𝑛𝑛!

∏𝑘𝑘=1
𝐾𝐾 𝑤𝑤𝑘𝑘!

（固定金額階級の場合）

𝑤𝑤𝑖𝑖：世帯iの集計ウェイト

𝑤𝑤𝑘𝑘：所得階級区分kの集計ウェイト



◉

◉

❐❐ 適合度の評価指標

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = −2 � ℓℓ + 2 � #𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝.

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
�𝐿𝐿𝑖𝑖 − 𝐿𝐿 𝜃𝜃𝑖𝑖;𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝.

2

◉ 赤池情報量基準

◉ ローレンツ曲線の平方誤差の平方根

�𝐿𝐿𝑖𝑖 = ��
𝑗𝑗≤𝑖𝑖

𝑤𝑤𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗 �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛
𝑤𝑤𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗

𝜃𝜃𝑖𝑖 = ��
𝑗𝑗≤𝑖𝑖

𝑤𝑤𝑗𝑗 �
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛
𝑤𝑤𝑗𝑗

𝑥𝑥𝑗𝑗は昇順

累積世帯割合：

累積金額割合：

LRSSEは，パラメータ数が多い一般化した

モデルを最尤法で当てはめた場合，尤度
やχ2統計量などとは異なり，むしろ悪化す
る傾向があるため，パラメータ数に応じた
ペナルティは不要



◉

❐❐ 比較結果

パラ
メー
タ数

AIC （dPLNのAICとの差を表章） LRSSE

1984 1989 1994 1999 2004 2009 平均 1984 1989 1994 1999 2004 2009 RMSE

GG 3 458.2 317.6 215.8 79.8 135.2 116.4 220.5 0.043 0.040 0.028 0.022 0.028 0.022 0.032 
SM 3 20.2 27.6 39.8 172.8 163.4 164.6 98.1 0.005 0.017 0.012 0.010 0.010 0.007 0.011 
GB2 4 12.0 14.2 2.6 19.0 23.0 19.0 15.0 0.003 0.021 0.018 0.018 0.020 0.014 0.017 
EκG1 4 20.6 8.0 12.4 97.6 73.0 70.2 47.0 0.002 0.024 0.017 0.013 0.014 0.008 0.015 
EκG2 4 37.0 28.6 5.4 25.2 31.2 25.6 25.5 0.008 0.019 0.016 0.017 0.019 0.014 0.016 
IEκG1 4 13.2 42.0 37.6 186.0 151.8 155.2 97.6 0.007 0.013 0.009 0.007 0.007 0.010 0.009 
IEκG2 4 -1.0 9.0 3.6 16.6 18.8 15.4 10.4 0.004 0.023 0.019 0.018 0.020 0.014 0.017 
dPLN 4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.003 0.021 0.017 0.019 0.019 0.013 0.017 
GB 5 -20.4 13.6 4.6 15.6 24.8 21.0 9.9 0.051 0.031 0.018 0.021 0.021 0.014 0.029 
GdPLN 5 -0.4 -8.2 2.0 -34.4 -55.4 -28.2 -20.8 0.003 0.021 0.017 0.091 0.030 0.009 0.041 
dP2LNµr 6 -28.4 -8.6 -4.6 -55.0 -140.8 -132.6 -61.7 0.015 0.003 0.014 0.003 0.009 0.014 0.011 
dP2LN 7 -29.8 -9.0 -4.6 -81.4 -170.2 -168.6 -77.3 0.012 0.468 0.011 0.002 0.028 0.024 0.192 

－全国消費実態調査， 2人以上の世帯の粗収入

dP2LNµr： dP2LNで𝜎𝜎𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑅𝑅
という制約を課した場合

EκG1， EκG2： 第1種，第2種拡張κG分布

IEκG1， IEκG2： 第1種，第2種拡張κG分布に従う確率変数の逆数の分布

（Okamoto, 2013）

◉ 統計分布モデルの適合度



◉
◉

パラ
メー
タ数

ジニ係数

1984 1989 1994 1999 2004 2009 推定* 
RMSE

GG 3 0.268 0.281 0.289 0.294 0.300 0.305 0.010 
SM 3 0.280 0.288 0.294 0.299 0.306 0.312 0.004 
GB2 4 0.282 0.286 0.292 0.295 0.302 0.307 0.006 
EκG1 4 0.281 0.285 0.292 0.297 0.304 0.309 0.005 
EκG2 4 0.284 0.287 0.292 0.295 0.302 0.307 0.006 
IEκG1 4 0.283 0.289 0.295 0.301 0.308 0.313 0.003 
IEκG2 4 0.280 0.285 0.291 0.295 0.302 0.307 0.006 
dPLN 4 0.282 0.286 0.292 0.295 0.302 0.307 0.006 
GB 5 0.262 0.282 0.292 0.294 0.301 0.307 0.011 
GdPLN 5 0.282 0.286 0.292 0.296 0.302 0.310 0.006 
dP2LNµr 6 0.276 0.293 0.293 0.301 0.313 0.317 0.004 
dP2LN 7 0.286 0.472 0.294 0.301 0.319 0.320 0.073 

公表値 0.280 0.293 0.297 0.301 0.308 0.311 

* 公表値は，十分位階級別集計値にシンプソン近似公式を適用して算出しており，0.001程度
過小推定になっているとみられるため，公表値に0.001加算した値との差のRMSEをとっている．

0.0

dPLN
dP2LNµr
dP2LN

GB2
SM

実測値
ヒストグラム

◉ 推定密度分布，2009年◉ 当てはめた統計分布モデルから推定したジニ係数



◉◉ dP2LN, dP2LNµrの最尤パラメータ

dP2LN dP2LNµr

𝝁𝝁𝑳𝑳 𝝁𝝁𝑹𝑹 𝝈𝝈𝑳𝑳 𝝈𝝈𝑹𝑹 𝜶𝜶 𝜷𝜷 𝒓𝒓 𝝁𝝁𝑳𝑳 𝝁𝝁𝑹𝑹 𝝈𝝈 𝜶𝜶 𝜷𝜷 𝒓𝒓
1984 8.71 8.92 0.292 0.179 3.47 2.83 0.861 8.62 8.78 0.247 4.56 2.79 0.714 
1989 9.03 8.46 0.355 0.442 3.74 2.24 0.455 9.03 8.32 0.381 2.58 2.53 0.680 
1994 9.26 8.57 0.345 0.462 3.61 2.09 0.458 8.81 8.94 0.299 4.12 2.92 0.510 
1999 9.18 8.10 0.419 0.138 1.76 2.63 0.898 9.33 8.31 0.349 2.62 2.01 0.616 
2004 9.08 8.06 0.421 0.133 1.68 2.53 0.846 9.29 8.21 0.318 2.38 1.76 0.526 
2009 9.00 8.03 0.444 0.105 1.72 2.57 0.861 9.25 8.16 0.320 2.41 1.64 0.511 

p.d.fはいずれも単峰



◉
❐❐比較結果 －

パラ
メー
タ数

アメリカSCF, 1992～2010 イタリアSHIW, (2000～2012)

AIC LRSSE ジニ係数
の誤差

AIC LRSSE ジニ係数
の誤差

SM 3 6.9 1.695 0.0249 19.0 0.185 0.0022 
Dagum 3 4.1 1.350 0.0198 33.6 0.515 0.0080 
κG 3 14.7 1.248 0.0198 68.5 0.377 0.0054 
IκG 3 45.7 1.079 0.0170 121.0 1.376 0.0222 
GB1 4 152.3 3.153 0.0395 273.1 0.510 0.0021 
GB2 4 0.9 1.717 0.0256 15.1 0.174 0.0024 
EκG1 4 33.3 1.519 0.0277 16.4 0.162 0.0019 
EκG2 4 -5.6 1.767 0.0274 25.3 0.295 0.0044 
IEκG1 4 -6.1 1.614 0.0247 25.5 0.188 0.0027 
IEκG2 4 9.2 10.148 0.1929 13.4 2.332 0.0441 
dPLN 4 0.0 1.490 0.0215 0.0 0.159 0.0022 
GB 5 2.9 1.717 0.0256 16.4 0.166 0.0022 
GdPLN 5 1.2 1.590 0.0245 -50.2 0.228 0.0033 
dP2LNσ 5 -20.3 1.098 0.0179 0.4 0.158 0.0022 
dP2LNµσ 6 -47.8 4.241 0.0582 -60.4 3.314 0.0581 
dP2LN 7 -49.1 1.691 0.0233 -88.7 0.107 0.0014 
dP2LN' 6 -42.6 0.500 0.0060 -86.2 0.127 0.0016 
dP2LN'' 6 -43.1 0.534 0.0063 -84.6 0.114 0.0014 

• AICは，dPLNのAICとの差を表章
• 「ジニ係数の誤差」は，標本値との差
• AICは7回の調査に対する適用結果の単純平均，

LRSSE及び「ジニ係数の誤差」はRMSE
• κGは，κ−一般化分布（Clementi, 2007），IκGは，

κGに従う確率変数の逆数が従う分布
• アメリカSCFについては，期待値が無限大にな

るのを防ぐために，フルモデルdP2LNの当ては
めに𝝈𝝈𝑳𝑳 < 𝝈𝝈𝑹𝑹の制約を課している

dP2LNσ： dP2LNで𝝁𝝁𝑳𝑳 = 𝝁𝝁𝑹𝑹と𝒓𝒓 = ⁄𝜶𝜶 𝜶𝜶 + 𝜷𝜷 の
制約を課した場合

dP2LNµσ： dP2LNで𝒓𝒓 = ⁄𝜶𝜶 𝜶𝜶 + 𝜷𝜷 の制約を課し
た場合

dP2LN'： dP2LNで𝝁𝝁𝑳𝑳 > 𝝁𝝁𝑹𝑹と𝜷𝜷 = 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎の制約を
課した場合

dP2LN'' ： dP2LNで𝝈𝝈𝑳𝑳 < 𝝈𝝈𝑹𝑹と𝜷𝜷 = 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎の制約を
課した場合

各回への適用結果及び推定密度分布の比較
についてはOkamoto (2014)参照

アメリカSCFの総世帯の可処分所得と
イタリアSHIWの総世帯の粗収入◉ 統計分布モデルの適合度



◉◉ dP2LN, dP2LN'の最尤パラメータ，アメリカSCF

dP2LN (with constraintσL < σR) dP2LN'
µL µR σL σR α β r µL µR σL σR α r

1992 11.5 
(0.03)   

10.0 
(0.08) 

0.33 
(0.052) 

0.87 
(0.035) 

2.1 
(0.18) 

1.1 
(0.05) 

0.36 
(0.043) 

11.5 
(0.03) 

10.1 
(0.05) 

0.31 
(0.042) 

0.87 
(0.024) 

2.2 
(0.16) 

0.34 
(0.032) 

1995 10.4 
(0.53) 

10.6 
(0.25) 

0.12 
(0.140) 

0.32 
(0.283) 

1.9 
(0.09) 

1.3 
(0.11) 

0.38 
(0.070) 

11.4 
(0.03) 

10.2 
(0.05) 

0.35 
(0.026) 

0.88 
(0.033) 

2.1 
(0.13) 

0.46 
(0.031) 

1998 11.6 
(0.04) 

10.0 
(0.06) 

0.31 
(0.051) 

0.80 
(0.026) 

1.6 
(0.09) 

1.1 
(0.05) 

0.41 
(0.044) 

11.6 
(0.03) 

10.1 
(0.05) 

0.29 
(0.034) 

0.80 
(0.022) 

1.7 
(0.08) 

0.38 
(0.026) 

2001 11.7 
(0.04) 

10.0 
(0.09) 

0.36 
(0.046) 

0.79 
(0.040) 

1.4 
(0.10) 

1.2 
(0.06) 

0.40 
(0.056) 

11.7 
(0.03) 

10.1 
(0.04) 

0.29 
(0.030) 

0.80 
(0.018) 

1.5 
(0.06) 

0.33 
(0.031) 

2004 11.5 
(0.05) 

10.0 
(0.08) 

0.52 
(0.031) 

0.84 
(0.039) 

1.5 
(0.09) 

1.4 
(0.08) 

0.51 
(0.043)

11.7 
(0.04) 

10.2 
(0.04) 

0.36 
(0.030) 

0.83 
(0.018) 

1.8 
(0.07) 

0.30 
(0.028) 

2007 11.6 
(0.05) 

9.9 
(0.08) 

0.44 
(0.053) 

0.76 
(0.037) 

1.3 
(0.07) 

1.5 
(0.37) 

0.40 
(0.053) 

11.7 
(0.01) 

10.2 
(0.03) 

0.00 
(0.094) 

0.81 
(0.015) 

1.7 
(0.07) 

0.16 
(0.032) 

2010 11.6 
(0.04) 

10.0 
(0.05) 

0.41 
(0.036) 

0.73 
(0.023) 

1.4 
(0.06) 

1.4 
(0.07) 

0.29 
(0.038) 

11.7 
(0.05) 

10.1 
(0.02) 

0.27 
(0.025) 

0.75 
(0.012) 

1.7 
(0.05) 

0.16 
(0.017) 

多重補定法のために提供されている5組の所得データのうち4組目に適用した結果
括弧内の数値は標準偏差で，ブートストラップ・タイプのReplicate weightsと多重補定法により算出

1995年のdP2LNのp.d.f.は双峰（次々スライド参照）



◉◉ dP2LN, dP2LN''の最尤パラメータ，イタリアSHIW

dP2LN dP2LN''

µL µR σL σR α β r µL µR σL σR α r

2000 11.4   10.4 0.12 0.60 3.7 1.1 0.18 11.4 10.4 0.09 0.60 3.9 0.15 
2002 10.7 9.8 0.15 0.60 4.1 1.1 0.15 10.8 9.8 0.12 0.60 4.3 0.13 
2004 10.9 9.7 0.24 0.50 2.7 1.4 0.23 11.0 9.8 0.08 0.54 3.3 0.11 
2006 10.9 10.2 1.30 0.59 292.4 0.9 0.03 10.9 9.9 0.14 0.54 3.5 0.11 

2008 10.9 
(0.08) 

9.9 
(0.04) 

0.21 
(0.060) 

0.57 
(0.017) 

3.60
(0.38)

1.3 
(0.13) 

0.12 
(0.039) 

10.9 
(0.01) 

9.9 
(0.03) 

0.00 
(0.000) 

0.59 
(0.015) 

4.2 
(0.62) 

0.06 
(0.014) 

2010 10.9 
(0.06) 

9.9 
(0.03) 

0.19 
(0.066) 

0.57
(0.017) 

3.70
(0.34)

1.1 
(0.09) 

0.18 
(0.035) 

10.9 
(0.05) 

10.0 
(0.03) 

0.15 
(0.043) 

0.57 
(0.015) 

3.8 
(0.35) 

0.15 
(0.016) 

2012 11.0 
(0.07) 

9.9 
(0.04) 

0.14 
(0.042) 

0.58 
(0.019) 

3.90
(0.56)

0.8 
(0.12) 

0.11 
(0.038) 

11.0 
(0.06) 

9.8 
(0.03) 

0.20 
(0.061) 

0.56 
(0.019) 

3.4 
(0.33) 

0.16 
(0.027)

括弧内の数値は標準偏差で，（2008年調査から提供されている）ジャックナイフ・タイプのReplicate weightsにより算出

2006年のdP2LNのp.d.f.は双峰（次スライド参照）



dP2LNのp.d.f.が双峰になった事例

0.0 0.0

アメリカSCF, 1995, 5組の所得データのうちの4組目 イタリアSHIW, 2006

dP2LN'
dP2LN

実測値
ヒストグラム

dP2LN''
dP2LN

実測値
ヒストグラム



消費分布への当てはめ結果
パラ
メー
タ数

AIC （dPLNのAICとの差を表章）

1984 1989 1994 1999 2004 2009 平均

GG 3 345.8 280.4 180.4 228.2 345.6 444.8 304.2 
SM 3 1.0 -7.2 0.0 23.2 1.6 1.6 3.4 
Dagum 3 -2.2 -7.2 -3.6 5.8 -5.8 0.4 -2.1 
GB2 4 -3.0 -5.4 -2.2 -1.2 -3.8 1.4 -2.4 
EκG1 4 -2.8 -6.8 -2.0 4.6 -0.2 3.4 -0.6 
EκG2 4 -2.0 -11.6 -1.0 -2.4 -8.4 -6.6 -5.3 
IEκG1 4 -3.0 -5.4 -2.2 -2.4 -4.2 2.4 -2.5 
IEκG2 4 -2.0 1.4 -1.8 1.8 3.2 13.4 2.7 
dPLN 4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
GB 5 -1.2 -3.4 -0.6 0.8 -1.8 3.4 -0.5 
GdPLN 5 -3.4 -8.2 -0.8 0.6 -4.6 1.8 -2.4 
dP2LN# 6 -1.2 -11.6 1.4 0.2 -12.2 -11.2 -5.8 
dP2LN## 6 -1.4 -12.8 1.0 0.6 -11.2 -11.0 -5.8 
dP2LN 7 -1.8 -11.0 2.2 0.4 -10.6 -9.4 -5.0 

dP2LN#： 𝜷𝜷 = 𝟑𝟑に固定； dP2LN##： 𝒓𝒓 = 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒に固定 1984年のdP2LNのp.d.f.は双峰

使用データ：全国消費実態調査2人
以上の世帯の9～11月の世帯当たり
消費支出

dP2LNにパラメータの制約を適切に
課すと，AICがEκG2などの既存モデ

ルを若干下回るが，年収分布とは異
なりに適合度の向上は僅か．



❐❐ 第2種拡張κ-一般化分布（EκG2） （Okamoto, 2013; 岡本, 2013）

𝑋𝑋~𝐸𝐸𝜅𝜅𝐺𝐺2 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 𝑍𝑍~𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑝𝑝, 𝑞𝑞if

p.d.f. :

𝑍𝑍 =
𝑋𝑋
𝑏𝑏

𝑎𝑎

1 + 𝑋𝑋
2𝑏𝑏

2𝑎𝑎
+ 𝑋𝑋

2𝑏𝑏
𝑎𝑎
，

𝑋𝑋 = 𝑏𝑏
𝑍𝑍

1 − 𝑍𝑍

1
2𝑎𝑎

𝑓𝑓𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸2 𝑥𝑥; 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 =
𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑝𝑝, 𝑞𝑞
𝑧𝑧𝑝𝑝−

1
𝑎𝑎 1 − 𝑧𝑧 𝑞𝑞+ 1

2𝑎𝑎

1 − 1
2 𝑧𝑧

， 𝑧𝑧 =
𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

1 + 𝑥𝑥
2𝑏𝑏

2𝑎𝑎
+ 𝑥𝑥

2𝑏𝑏
𝑎𝑎

𝑋𝑋
𝑏𝑏

𝑎𝑎
=

𝑌𝑌
1 + 𝑌𝑌

= 𝑌𝑌 �
𝑌𝑌

1 + 𝑌𝑌
，𝑋𝑋~𝐸𝐸𝜅𝜅𝐺𝐺2 𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑝𝑝, 𝑞𝑞

𝑌𝑌~𝐺𝐺𝐺𝐺2 1,1,𝑝𝑝, 𝑞𝑞
𝑌𝑌

1 + 𝑌𝑌
~𝐺𝐺𝐺𝐺1 1,1,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑝𝑝, 𝑞𝑞



❍

❍

❍

❐

結論と課題

❐ 新モデルdP2LNは，パラメータの制約条件を適切に選択することで，尤度

などの頻度ベースの評価指標だけでなく，ローレンツ曲線や格差指標の
精度に関しても所得分布への適合度が既存モデルよりも向上することが
期待できる．

❍ 他の国の所得分布への適用

❍ 効率的な当てはめ手順

❍ パラメータの制約条件の選択肢の確立
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